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EINLEITUNG. 



Auf der Versammlung der Deutschen Mathematiker- Vereinigung 
zu Halle war beschlossen worden, bei Gelegenheit der für den Herbst 
1892 in Nürnberg geplanten Zusammenkunft eine Ausstellung mathe- 
matischer und mathematisch -physikalischer Modelle, Apparate und 
Instrumente zu veranstalten. 

Schon einmal hat — im Jahre 1876 in London — eine solche 
Ausstellung in grösserem Umfange stattgefunden und reiche An- 
regung geboten. Gerade in den letzten Jahrzehnten nun ist diesen 
Gebieten wissenschaftlicher Bethätigung ein erhöhtes Interesse zuge? 
wendet worden: Den praktischen Bedürfnissen entsprechend haben 
sich die Hilfsmittel, Instrumente . und Methoden, numerischer wie 
graphischer Rechnung ganz wesentlich vervollkommnet und vermehrt. 
Der geometrische Unterricht verfugt heute über reiche Sammlungen 
von Modellen räumlicher Gebilde, welche die Lagen- und Maass- 
verhältnisse dei-selben, sei es nach ihren totalen, sei es nach ihren 
dififerentiellen Beziehungen zur Anschauung bringen. Hier wie in 
den auf Mechanik und mathematische Physik bezüglichen Modellen 
und Apparaten kommen neben den Zwecken des Unterrichtes die 
der Forschung zum Ausdruck. Insbesondere für die Betrachtung 
physikalischer Vorgänge haben die Hilfsmittel mechanischer Versinn- 
lichung in neuster Zeit eine besondere, principielle Bedeutung gewonnen. 
Und ebenso ist, seit man begonnen hat, die mannigfaltigen Gestalten 
algebraischer Gebilde systematisch zu discutiren, seit die Theorie 
der Flächenkrümmung direct anschauungsmässige und sozusagen dem 
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Experimente zugängliche Sätze geliefert, das Interesse für die gestalt- 
lichen Eigenschaften räumlicher Gebilde und für doren unmittelbare 
Realisirung gewachsen. 

So erschien es naturgemäss, die Gelegenheit der diesjährigen 
Vorsammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, die gleich- 
zeitig mit der Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher 
und Aerzto in Nürnberg tagen sollte, zu benützen, um ein zusammen- 
hängendes Bild dieser Ent Wickelung vorzuführen. 

Das Vorhaben, dessen Durchführung vomVorstande der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung dem Herausgeber dieses Katalogs über- 
tragen worden war, erfreute sich vom Anfange an der entgegen- 
kommenden Förderung von Seiten des königlich bayerischen 
Staatsministeriums des Innern für Kirchen- und Schul- 
angelegenheiten, w'ie des persönlichen Interesses Seiner Excellenz 
des Herrn Staatsministers von Müller. Durch die namhafte materiollo 
Beihilfe von Seiten des genannten kgl. Staatsministeriums ebenso wie 
durch die weiteren Geldmittel, w^elche das Reich samt des Innern, 
in liberaler Weise gewährt hat, war das Unternehmen gesichert. 

Die Beteiligung an dem Vorhaben entsprach dem glücklichen 
Begini\e. Ein grosser Teil der mathematischen, physikalischen, me- 
chanisch-technischen und geodätischen Institute unserer wie ausser- 
deutscher Hochschulen hatte die in den Instituten selbst hergestellten 
Modelle ebenso wie historisch wertvolle Objecte ihrer Sammlungen zur 
Verfügung gestellt. Von Museen, privaten Sammlungen, von einzelnen 
Gelehrten im In- und Auslande waren Anmeldungen eingetroffen. Es 
haben neben Deutschland Amerika, Frankreich, Italien, die Nieder- 
lande, Norw^egen, Osterreich- Ungarn, Russland, die Schweiz sich be- 
teiligt und insbesondere bildete sich in Grossbritannien ein Corait6, 
mit den Professoren Lord Kelvin, Greenhill, Henrici an der 
Spitze, um die Ausstellung mit den hervorragendsten Gegenständen 
aus Staats- wie aus Privatsamralungen zu beschicken. VTohl alle 
bedeutenderen mechanischen Werkstätten, welche sich speciell mit 
der Hei-stellung mathematischer Apparate und Instrumente befassen, 
sowie die in Betracht kommenden Verlagsfirmen hatten ihre Beteili- 
gung zugesagt. 

Das Zusammenwirken zahlreiclier Fachgenossen hat die Absicht 
durchführen lassen, einen ausführlichen Katalog der Ausstellung 



EinleitaDg. Y 

mit dei genauen Beschreibung und zahlreichen Abbildungen der 
einzelnen Objecte vorzubereiten und demselben eine Reihe von Auf- 
sätzen zusammenfassenden Inhaltes voranzustellen. Allen die hier 
Teil genommen, weiss sich der Herausgeber des Kataloges zu be- 
sonderem Danke verpflichtet: er njöehto im speciellen noch der 
wichtigen Beihilfe gedenken, welche die Herren Boltzmann in 
München and Mehmke in Darmstadt den auf mathematische Physik 
und auf Arithmetik bezüglichen Abteilungen gewidmet haben. 

Die Dnicklegung des Kataloges rausste innerhalb der letzten 
fünf Wochen vor dem Termin der Ausstellung bewerkstelligt werden; 
der Unterzeichnete spiicht der Hof- und Univereitäts-Buchdruckerei 
von Dr. Wolf u. Sohn in München für ihr bereitwilliges Entgegen- 
kommen, Herrn stud. math. Daun derer für seine Unterstützung bei 
Correctur und Anfertigung der Register Dank und Anerkennung aus. 

In Nürnberg selbst fand die geplante Ausstellung bereitwilligste 
Unterstützung und gastliche Aufnahme bei den Geschäftsführern der 
Gesellschaft Deutscher Naturforseher und Aerzte, den Herren Medi- 
cinalrat Dr. Merkel und Rector Füchtbauer, wie bei dem 
einführenden Comit6 der Abteilung für Mathematik und Astro- 
nomie der genannten Gesellschaft, den Herren Professor Rudel und 
Gvranasiallehrer Dr. Sievert. Herr Director von Kramer des 
bayerischen Gewerbemuseums stellte ebenso wie die Geschäftsleitung 
der Naturforscherversammlung zweckentsprechende Räumlichkeiten 
in entgegenkommendster Weise zur Verfügung. 

Das k. Staatsministerium des königlichen Hauses 
und des Äussern hat durch seine wichtige Vermittelung und Be- 
fürwortung bei den deutschen Eisenbahnverwaltungen den 
kostenfreien Rücktransport der Ausstellungsgegenstände erwirkt und 
weiter waren von Seiten der Generaldirection der Zölle und 
indirecten Steuern in dankenswertester Weise Vereinfachungen 
für die zollamtlichen Revisionen gewährt worden. 

So waren alle einleitenden Schritte und Vorbereitungen getroflfen. 

Die gesundheitlichen Verhältnisse in Deutsc^hland veranlassten 
am 29. August die Absage der Versammlung deutscher Natur- 
forscher und Aerzte und sie hatten auch am 1. September die 
Absage der Versammlung der Deutschen Mathematiker- Vereinigung 
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im Gefolge. — So kann die Gegen leistung für das £nigegenkommeQ 
und die Beihilfe, welche von Seiten hoher Behörden Bayerns und 
des Reiches, von den Fachgenossen, den technischen Instituten, 
Werkstätten und Verlagshandlungen dem Unternehmen zu Teil 
geworden ist, zunächst nicht in der wirklichen Durchführung des- 
selben, die Anregung und Förderung in weiten Kreisen geben 
sollte, zum Ausdruck gelangen und es muss sich der Unterzeich- 
nete darauf beschränken, mit der Veröffentlichung dieses 
Kataloges Rechenschaft und Dank niederzulegen. 

Im kommenden Jahre aber sei mit frischem Mute an die 
Durchführung dos Vorhabens gegangen ! In München dem für die 
nächstjährige V^ersammlung der Deutschen Mathematiker- Vereinigung 
ausersehenen Ort, werden, wie bereits in dankenswerter Weise zu- 
gesichert ist, die ausgedehnten Räume der technischen Hochschule 
zur Verfügung stehen. Dem Umfange, den die Ausstellung bisher 
gewonnen, soll dann eine verlängerte Dauer derselben entsprechen. 
Es ist der 1. — 30. September 1893 in Aussicht genommen, während 
die Tage der Mathematiker- Versammlung den für die Naturforscher- 
Versammlung in Nürnberg festzusetzenden unmittelbar voraus gehen 
werden. 

Der für die diesjährige Ausstellung fertig gestellte Katalog 
aber mag schon jetzt zur Ausgabe gelangen; nicht mit dem An- 
spruch, ein vollständiges Bild der vielen hierhergehörigen Gebiete 
zu geben, sondern mit der Absicht, Plan und begonnene Durch- 
führung des Unternehmens zu zeigen, und dabei auch die Lücken 
erkennen zu lassen, welche nunmehr noch auszufüllen sind. 

Möge Interesse und Mitwirkung Aller, die in diesem Jahre unser 
Vorhaben gefördert haben, uns dabei nicht fehlen, mögen insbeson- 
dere die Fachgenossen mit Rat und That den Zweck des ganzen 
Unternehmens durchführen helfen, ein vollständiges Bild zu geben, 
air der mannigfachen Hilfsmittel, wie sie heute in Gestalt von Mo- 
dellen, Apparaten und Instrumenten dem Unterricht und der For- 
schung in der reinen und angewandten Mathematik dienen! 

München, im Oktober 1892. 

Waither Dyok. 
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Erster Teil. 



Geometrisches zur Abzahlung der reellen Wurzeln 

algebraischer Gleichungen. 

Von F. Klein in Göttingen. 

Sylvester und Kronecker haben bereits in den 60 er Jahren 
bei der Discuspion der Wurzel real ität algebraischer Gleichungen 
geometrische Constructionen in der Weise herangezogen, dass sie 
die Coefficienten der Gleichung oder sonstige Grössen, von denen 
man die Gleichung abhängig denken mag, als Coordinaten eines 
Raumpunktes interpretirten , — wobei natürlich ihrer unmittel- 
baren Anschaulichkeit wegen diejenigen Fälle besondere Berück- 
sicjhtigung fanden, bei denen man mit Räumen von 2 oder 3 Di- 
mensionen ausreicht*). Es handelt sich da insbesondere um den 
Verlauf derjenigen Mannigfaltigkeit, welche durch Xullsetzen der 
Uiscriminante der vorgelegten Gleiclumg vorgestellt wird — die 
Discriminantenmannigfaltigkeit — , und um die durch diese Mannig- 
faltigkeit vermittelte Zerlegung des Gesamtraumes in verschiedene 
Gebiete. — Ich möchte im Nachstehenden an den bezeichneten 
Ansatz in der Weise anknüpfen, da.ss ich die elementaren, für 
Glei(^hungen beliebigen Grades giltigen Kriterien in Betracht ziehe, 
durch welche man die Anzahl der reellen Wurzeln abzuzählen 
vermag, die gegebenen Falles vorhanden sein mögen. Bei der 
geometrischen Interpretation dieser Kriterien entsteht, wie von 
selbst, eine Auffassnng derselben, vermöge deren die etwas stereo- 
typen Darstellungen der Lehre von der Wurzelrealität, wie sie sich 
in unseni Lehrbüchern finden, der Neubelebung und Weiterent- 

*) Sylvester' iu den „Philosopliical Transiictions'' von 18G4 (On tho real 
and imaginary roots of e<][uations), Krmiecker in Vorlesungen. 
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Wickelung zugänglich werden*). Der Zweck der vorliegenden 
kurzen Mitteilung wird erreicht sein, wenn es mir gelingen 
sollte, in dieser Richtung einen Anstoss zu geben. Um so lieber 
will ich mich im Folgenden auf die allerelementarsten Fälle, 
nämlich auf Gleichungen zweiten und dritten Grades, beschränken : 
ich hoflfe da allgemein verständlich zu sein und kann doch schon 
alles Wesentliche, was ich zu sagen habe, hervortreten lassen. 
Zunächst der allgemeine Ansatz. Sei 

(1) f (z) = z- + dAz-» 4- ^-^— Bz"-» + . . . N = 

eine vorgelegte Gleichung n*" Grades (wo die Binomialcoefficienten 
hinzugesetzt sind, weil dadurch die später zu gebenden Formeln 
einfacher werden). So interpretire man einfach A, B, . . . N als 
Punktcoordinaten in einem n dimensionalen Räume R„. Gleich- 
ung (1) repräsentirt dann, sofern man das z als gegebene Grösse 
und die A, B, . . . als Veränderliche ansehen will, einen in diesem 
R„ enthaltenen (n — l)fach ausgedehnten Raum, Rb_i, und die ganze 
Reihenfolge von Rn-i» welche man so für wechselnde Werte von 
z erhält, umhüllt in ihrer Aufeinanderfolge eben jene Discrimi- 
nantenmunnigfaUigheü, von welcher bereits soeben die Rede war ; 
kann man doch die Discriminante als Resultante von f(z) = o 

und -j— = berechnen. — In nächster Beziehung zu diesem 

R„_, und damit zur Discriminantenmannigfaltigkeit steht nun die- 
jenige rationale „Ciirve", die den Gleichungen (1) mit nf acher 

Wurzel entspricht: 

(z-X)" = 0, 
d. h. diejenige Curve, deren Punkte sich mit Hilfe eines Para- 
meters X so darstellen lassen : 

•) Ich werde weiter unten ijocli horvorholKsn, dass die bez. Darstellungen 
der I^lirbücher vielfach auch unvollständig sind. Aber der wesentliche Maugel 
liegt wohl darin, dass die I^ehrbücher durchgangig an der Auffassung festhalten, 
als handele es sieh bei den hier in ßetraclit koninionden Fnagon um numensclie 
Ciloichungen, also um Verfahrungsweisen, welche keinen allgemeinen Charakter 
haben, sondern sich jeweils nach dem besonderen vorgelegten Falle richteu. 
Im Gegensatze dazu lässt die geometris(;he Interpretation die ( 'oöfficienten der 
zu untersuchenden Gleichungen notwendig als frei veränderliche reelle Grössen 
unseheu. 
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(2) A = — X, B = X\ . . . . N = (—1)' X". 

Möge dieselbe, entsprechend der Ausdrucksweise der neueren 
Geometer, hier schlechtweg als Normcurve benannt werden*); 
den einzelnen durch (2) gegebenen Punkt der Curve werde ich 
als den Punkt X derselben bezeichnen. Da ist denn unmittelbar 
ersichtlich, dass die sämtlichen n Schnittpunkte, welche der durch 
(1) gegebene Rn_, mit der Normcurve gemein hat, in den einen 
Punkt X = z coincidiren : unsere R„_i sind Schmiegungsräume 
der Normcurve und eben dadurch unter allen anderen (n — l)fach 
ausgedehnten linearen Räumen unseres R^ charakterisirt. Die 
Wurzeln z, aber, welche die Gleichung f(z) = o besitzt, werden 
auf der Normcurve durch die n Punkte X = z, vorgestellt sein, 
nämlich durch diejenigen Punkte der Normcurve, in welchen die 
von dem Raumpunkto (A, B, . . . N) an die Curve laufenden 
Schmiegungsräume (n — l)*'"^ Dimension dieselbe berühren. Insbe- 
sondere werden von diesen Wurzeln genau so viele reell sein, als 
von unserem Baumpunkte aus reelle Schmiegungsräume an die 
Curve gehen. 

Specificiren wir diesen Ansatz zunächst für n = 2, so haben 
wir in der Gleichung zweiten Grades 
(8) z' + 2Az + B = o 

die A, B als Punktcoordinaten (etwa geradezu als rechtwinkelige 
Punktcoordinaten) der Ebene zu interpretiren. Wir haben dann 
als Definition der Normcurve 
(4) A = -X. B = X* 

zu Grunde zu legen , was eine Parabel mit der Gleichung 
A" — B = ergibt, wie sie durch die 
nebenstehende Figur versinnlicht wird; 
man beachte, dass auf dieser Parabel 
die Punkte mit positivem X linker Hand, 
die mit negativem X rechter Hand liegen, 
Gleichung (3) wird 2 reelle oder 2 ima- 
ginäre Wurzeln haben, je nachdem von ^^S* ^• 
dem repräsentirenden Punkte (A, B) aus zwei reelle oder zwei 





JL'O 



-^A 



•) Vgl. z. B. Franz Meyer, Apolaritfit und rationale Ourven, Tübingen 
1883. 
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imaginäre Tangenten an die Parabel gehen. Augenscheinlich 
zerfällt mit Rücksicht hierauf die Ebene in zwei durch die Pa- 
rabel getrennte Teile ; ich habe dieselben in 
der nebenstehenden Figur durch die Ziffern 
2 und unterschieden. Die durch die Pa- 
rabel vorgestellte Normcurvc ist hier eben 
selbst die Discriminantenmannigfaltigkeit, und 
unsere Figur also ein (logonbild dafür, dass die quadratische 
(fleichung (3) zwei ()(l(?r null reelle Wurzeln hat, jenachdem die 
Discriminante A^ — B positiv oder negativ ist. 
Wir gehen zur cubischen Gleichung 

(5) v? + 3 Az^ + 3 Bz -f- C = 0. 

Die Raumconstructionen , w eiche hier auszuführen sind , lass(»n 
sich nicht mehr kurz durch ebene Figuren erläutern, und ich 
muss den Leser bitten, falls «anders er die Angaben, die ich 
fernerhin über cubische Gleichungen zu machen habe, völlig in 
sich aufnehmen will, sich selbst geeignete räumliche Modelle zu 
verfertigen. Wir hab(?n da erstlich als Normcurvc die Raumcurve 
dritter Ordnmig 

(6) ' A = —X, B = X2, C = —X», 

dann als Discriminantenmannigfaltigkeit die zu dieser Raumcurve 
gehörige developpable Fläche. Durch sellnge wird der Raum in 
2 Gebiete zerlegt, entsprechend der Möglichkc^it, dass die (xleich- 
ung (5) drei oder eine reelle W^irz(»l für z ergeben kann. Wir 
werden diese (iebi(*t.e dementsprechend mit den Ziffern 3 und 1 
bezeichnen. Von den Punkten (l(\s Gebietes 3 aus laufen immer 
drei reelle Osculationsebenen an die Curve, von den Punkten 
des Gebit^tes 1 aus nur eine. 

Ich wende» mich nun gleich zu den KritericMi für die Ab- 
zahlung der reellen Wurzeln einer gegc^benen Gleichung. Dabei 
werde ich gelegentlich etwas ausholen müssen, insofern diese 
Kriterien in der Mehrzahl der L(»hr])ücher, wie ich schon an- 
deutete, mir unvollständig mitg(»t(Mlt werden. Ich unterscheide 
in erster Linie zwischen solchen Kriterien, welche die Gesamtzahl 
der reellen Wurzeln betreffen, und den anderen, die sich auf die 
reellen Wurzeln in einem gegebenen Intervalle beziehen. Anderer- 
seits trenne ich zwischen genauen Kriterien und solchen, welche 
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nur eine Grenze der Wurzelanzahl geben (approximirende Kri- 
terien). 

Um hiernach mit den genauen Kriterien zu beginnen, durch 
welche man die Gesamtzahl der reellen Wurzeln bestimmt, so 
habe ich gleich hier von der üblichen üai-steilung der Lehrbücher 
abzuweichen. Man findet in den letzteren übereinstimmend das 
Verfahren von Sturm und einen mehr oder minder ausführlichen 
Exeurs über diejenigen Methoden, welche sich an das TrägheUs- 
princip der quadratischen Formen schliessen. Dagegen fehlt zu- 
meist jeder Hinweis auf die bestimmte Ausgestaltung, welche 
letztere Methoden durch Hermite und Sylvester vermöge Aufstell- 
ung jener quadratischen Form von (n--l) Veränderlichen gefunden 
haben, welche Sylvester als Bezoutiante bezeichnet*). Und doch 
zweifle ich nicht, dass erst mit der Bezoutiante der Kernpunkt 
der ganzen Fragestellung getroffen ist. 

Sei wieder f(z) = o die vorgelegte Gleichung. Wir machen 
der Bequemlichkeit halber homogen, indem wir z durch ^'/z« €»r- 
setzen und mit z," herauf multiplieiren. Solcherweise entstehe 
f(z„ z,) = 0, wo wir nun die linke Seite kurzweg mit f bezeichnen 
werden. Entsprechend werde f abkürzender Weise für f(z'„ z'^) 
geschrieben, unter z'j, z', eine zweite Variabeinreihe verstanden. 
Man bilde sich jetzt die „Combinante" : 

af af di dv 

(7) äzi * ^z^ ~ äzi ' äzV 

(Z, Z 2 Zg z ,). 

Dieselbe ist linear und homogen einerseits in 



anderei'seits in 






tmI n-t „< n-3 „/ „I u— « 



Die Bezotdiante 

(8) B (t,, t„ . . . t„.,) 

entsteht nun einfach aus (7), indem man die genannten aujein- 

anderfohjenden Verhindungen der z^, z^ i4)ie der z\, z', beide bez. 

durch die (n — 1) Unbestimmten t, , t^, . . . t„_i ersetzt. Und nun 

•) Vgl. Sylvester in don „Philosophical Trarisactious'' vou 1853: On tJio 
syzygetic relations etc., Hermite in Bd. 52 von „Crcllc's Jonrnal", 1856. Vgl. 
übngous auoh Baltzer's Determinanten. 
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handelt es sich nur noch daiaim, die „Trägheit^' der so gewonne- 
nen quadratischen Form von (n — 1) Veränderlichen zu constatiren, 
d. h, zuzusehen, wie viele positive bez. negative Vorzeichen her- 
vortreten, wenn man es unternimmt, die Form B durch reelle 
lineare Substitution der tj, t,, . . . t„_, in ein Aggregat blosser 
Quadrate zu verwandeln. Die Regel wird kurzweg die, dass 
f = genau so viele Paare imaginärer Wurzeln besitzt, als bei 
der genannten Reduction von B negative Quadrate außreten. Die 
principielle Einfachheit dieser Aussage aber ruht darin, dass B 
nicht nur von den t, sondern auch von den Coefficienten von f 
in quadratischer Weise abhängt (so dass also bei unserer geo- 
metrischen Interpretation B = o eine von den Parametern 
ti, . . . t„_i abhängige Schaar von Flächen zweiten Grades gibt). 
Für die quadratische Gleichung (3) liefert die so formulirte 
Kegel natürlich nichts Neues. Gehen wir also gleich zur cubischen 
Gleichung (5). Hier wird die Bezoutiante: 

(9) (A»— B) t,« + (AB— C) t, U + (ß*— AG) t,«, 

ist also (wie man erwarten konnte), von einem negativen Zahlen- 
faktor abgesehen, mit der sog. Hesse* sehen Form von f(z, , z,) 
identisch. Wir werden wünschen, uns im geometrischen Bilde 
darüber klar zu werden, weshalb die „Trägheit" von (9) in der 
angegebenen Weise mit der Realität der Wurzeln von f =ä o 
zusammenhängt, oder wenigstens, weshalb f = o drei oder eine 
reelle Wurzd liefert, jenachdem die Gleichung 

(10) (A«— B) t,« + (AB— C) t, U + (B»— AC) t.« = o 
für tj : U '^M oder zwei reelle Wurzeln ergibt. Zu dem Zwecke 
fragen wir nach der geometrischen Bedeutung der Gleichung (10) 
bei stehenden tj, t, und finden, dass dieselbe den Kegel zweiten 
Grades vorstellt, der sich von dem Punkte X = Vu der Norm- 
curve nach den anderen Punkten der Normcurve hin erstreckt, 
unsere cubische Gleichung soll also 3 oder 1 reelle Wurzel haben, 
jenachdem durch den Raumpunkt (A, B, C), oder 2 reelle Pro- 
jectionskegel dieser Art hindurchgehen. Nun haben zwei Kegel 
(10) ausser der Normciu-ve dritter Ordnung selbst immer noch 
die Verbindungsgerade ihrer Spitzen gemein. Sind die Kegel 
reell, so ist diese Gerade ebenfalls reell und damit eine eigentlicJie 
Secante der Normcurve, im Gegensatz zu den gleichfalls reellen 
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aber uneigentlichen Secanten, welche unsere Normcurve je in 
zwei conjugirt imaginären Punkten treffen (und die der Schnitt 
zweier conjugirt imaginärer Kegel (10) sind). Daher lässt sich 
der an Gleichung (10) anknüpfende 8atz dahin aussprechen: 

dass die Gleichtin{j f = o eine oder drei reelle Wurzeln habet^ 
wird, jetiachdem durch deti Raumpunkt (A, B, C) eine eigent- 
liche oder eifie uneigentUche Secante der Normcurve dritter 
Ordnung geht. 
Und in dieser Form ist der Satz den Georaetern ohne weiteres 
einleuchtend. Denn die Normcurve dritter Ordnung projicirt 
sich vom Punkte (A, B, C) aus im ersteren Falle als ebene Curve 
dritter Ordnung mit eigentlichem Doppelpunkte, im zweiten Falle 
als solche mit isolirtem Punkte, und es ist wohlbekannt, daSs 
eine Curve der ersteren Art nur einen, eine Curve der zweiten 
Art drei reelle Wendepunkte besitzt. 

Ich habe diese Betrachtung über die Kegel zweiten Grades, 
welche von den Punkten der Normcurve dritter Ordnung aus- 
laufen, um so lieber gegeben, als ihre Besprechung ohnehin un- 
erlässlich ist, wenn man die Zahl der reellen Wurzeln von f = o 
durch die sogenannte Netvton'sche Regel abschätzen will. Ich 
denke dabei an jenes approximirende Kriterium, welches ur- 
sprünglich in Newton 's Arithmetica universalis gegeben worden 
ist, aber erst 1865 von Sylvester bewiesen und zugleich nach ver- 
schiedenen Richtungen erweitert wurde*). In ihrer einfachsten 
Gestalt, die wir hier allein in Betracht ziehen, lautet diese Regel 
dahin : 

dass unsere Gleichung (l) mindestens so viele imaginäre Wur- 
zeln besitzt, als die Rei/ie der quadratischen Ausdrücke 

(11) 1, A«— B, B«— AC, W 

Zeicheniveclisel darbietet. 
Im Falle der Gleichungen dritten Grades (5) haben wir also sicher 
zwei imaginäre Wurzeln, wenn von den beiden Ausdrücken 

A«_B, B«— AC 

*) Vgl. iiKsbesondere Trausactions of the K. Dublin Acadeiny, t. 24, sowie 
Philosophical Magazine, 4 ser., t. 31. — Aucli diese Regel fehlt in vielen Iiehr- 
büchom ; Ausführlicheres darüber gibt u. a. Petersen in seiner „Theorie der al- 
gebraischen OleichuDgen'S 
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auch nur einer negativ ist. Hier bemerke man nun, dass nach 

Gleichung (10) 

(12) A'^-B =- o, B«— AC = o 

die Gleichungen der beiden Projectionskegel sind, die von den 

Punkten 

X = 00, bez. X = 
der Normcurve dritter Ordnung nach dieser Curvo hinlaufen. Der 
geometrische Sinn des Newton 'schon Kriteriums ist dementsprechend 
der, dasif bei der Gleichung drillen Grades sicher zwei imaginäre 
Wurzeln vorluinden siml, sobald der Raumpunkt (A, B, C) im 
Innern auch nur eines der beiden genannlen Kegel liegt. Die geo- 
metrische Anschauung bestätigt nicht nur, sondern vervollständigt 
diese Regel und bringt sie dadurch mit dem aus der Bezoutiante 
abgeleiteten Kriterium in klaren Zusammenhang. Wir wissen be- 
reits, dass keiner der Kegel (10) in das Raumstück eindringt, 
welches den cubischen Gleichungen mit 3 reellen Wurzeln ent- 
spricht; wir fügen jetzt hinzu, was uns ein Blick auf die Gestalt 
der Curve dritter Ordnung lehrt, dass dieses Raumstück ausser- 
halb der sämtlichen Kegel (10) liegt. W'ir wissen andererseits, 
dass das Raumstück, welches den cubischen Gleichungen mit nur 
einer reellen Wurzel entspricht von den reellen Kegeln (10) durch- 
weg zwiefach ausgefüllt wird, und hierin liegt, dass jeder Funkt 
(A, B, C) im Innern dieses Raumstückes jedenfalls auch im Innern 
einer unendlichen Zahl von Kegeln (10) liegt. Wir werden also 
folgenden genauen Satz aufstellen: dass die cubische Gleichung 
dann und nur dann ztvei imaginäre Wurzeln besilzt , wenn die 
Bezoutiante (10) für irgendwelche reelle Werte von t^, t^ negativ 
wird. Und von diesem Satze ist dann die Newton'sche Regel 
ein blosses CoroUar. 

So viel über die allgemeine Abzahlung der reellen Wurzeln. 
Wir wenden uns jetzt zur Abzahlung der Wurzeln in einem Inter- 
valle von X bis y (x < y). Auch hier werde ich mich auf die 
elementarsten Erläuterungen beschränken. Insbesondere will ich 
der Kürze halber die cxacten Abzählungsmothoden ganz bei Seite 
lassen und unter den approximirenden Kriterien nur diejenigen 
betrachten, bei denen lineare Functionen der Coefficienten zu 
Griuide liegen, also den Carlesischen Satz, das Theorem von 
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Fig. 3. 



BudanFourier etc. Audi niö^ren jetzt vor allen Dingen die qtM- 
dralischen Gleichiuujen (3) herangezogen werden, insofern bereits 
bei ihnen alles AVesentlicho hervortritt; über die cubischen Gleich- 
ungen gebe ich nur noch eine kurze «chlussbomerkung. 

Wir hatten bei den Oleichnngen zweiten Grades als Norm- 
ciirve die Parabel der Figur 1. Markiren wir auf ihr die beiden 
Punkte X = X und \ = y (wobei für x < y der Punkt x rechts 
von y liegt) und unterscheiden dann drei 
Gebiete der Ebene, jenachdeni sich vom 
einzelnen Punkte (A, B) aus an das zwischen 
X und y verlaufende Parabelstück 2 oder 
1 oder Tangenten legen lassen, so ent- 
steht offenbar die nel)enstohende Figur, 
welche ich kurzweg als die „richtige'^ Figur 
(x, y) bezeichnen werde: -- die Grenzen 
der dreierlei b(M ihr zu unterscheidenden 
Gebiete werden teils von dem genannten Parabelstücke selbst, 
teils von den beiden, zu den Punkten x 
und y gehörigen I'arabeltangenten gebildet. 
- Lassen wir hier y insbesondere ins Un- 
endliche rücken, so entschwindet für die 
Anschauung die ganze zu y gehörige Tan- 
gente und wir haben als zugehörige Ge- 
bietseinteilung den in Mgur 4 vorgestell- 
ten Fall: wir benennen diese Figur als die 
„richtige-' Figur (x, oo). 

Aufgabe der su dlscutirenden linearen Krilerien wird es nun 
sein, diese richti(/m Figuren mit mögliclister Annäherung durch 
solche zu ersetzen, bei welchen nur gerade Linien zur Felder- 
abgrenzung gebraucht werden. 

Von dieser Auffassung ausgehend, betrachten wir zunächst 
die Cartcsische Zeichenit^gel. Wir wollen dieselbe gleich in die 
verallgemeinerte Form setzen, in der sie die reellen Wurzeln von 
f (z) = o abzuschätzen gestattet, die grösser als ein beliebiges vor- 
gegebenes X sind. Es handelt sich da um die Functionsreihe : 
(13) f(x), f'(x), f"(x) 

und die Regel behauptet, dass f(z) = o höchstens so viele reelle 




Fig. 4. 
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Wurj3eln > x besitzt, als Zeichenwechsel in dieser Functionsreihe 
vorhanden sind, und dass die richtige Zahl der Wurzeln von der 
durch die Zeichenwechsel gegebenen Zahl immer nur um ein Mul- 
tiplum von 2 verschieden sein kann. Zwecks Übersetzung der 
Regel in die geometrische Anschauung werden wir. vor allen 
Dingen die drei geraden Linien construiren, welche in der 
Ebene (A, B) durch Nullsetzen der drei Ausdrücke f(x), f'(x), 
f " (x) vorgestellt werden. Hier gibt f " (x) = o die unendlich ferne 
Gerade und kommt also für die Zeichnung in Wegfall, f ' (x) = o 
gibt die verticale Linie A = — x, d. h. den durch den Punkt 
X der Parabel laufenden Durchmesser derselben. Endlich f (x) = o, 
wie wir von früher wissen, die zum Punkte x gehörige Parabel- 
tangente. Ein jedes der von den genannten Geraden umgrenzten 
Gebiete der Ebene bietet bestimmte Vorzeichen von f (x), f ' (x), 
f " (x) dar. Nun kommt es uns aber nicht auf diese Vorzeichen, 
sondern nur auf die Zahl der Zeichenwechsel an, welche die Reihe 
f(x), f'(x), f"(x) darbietet. Wir markiren dieselbe für die ver- 
schiedenen Teile der Ebene und erhalten so schliesslich die fol- 
gende Figur, welche ich die Cartesische Figur (x, oo) nennen darf: 




Fig. 5. 

f 

Wir verstehen die Cartesische Regel in geometrischer Form, 
indem wir diese neue Figur mit Fig. 4 (der „richtigen" Figur 
[x, oo]) vergleichen. Und dabei bestätigen wir nicht nur die 
Cartesische Regel, sondern erkennen auch ihre Vorzüglichkeit. 
In der That sieht man, dass man die „richtige^^ Figur vermöge 
einer geradlinigen Felder einteilung, an der (unter Einrechnung der 
unendlich ferneti Gerädert) drei gerade Linien participiren, in der 
durch den Cartesischen Satz vorgesehenen Weise unmöglich besser 
approximireti kann, als dies durch die Cartesische Figur geschieht. 
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Wir erläutern ferner, in gleichem Sinne, den Budan-Fourier'- 
schen Satz. Es handelt sich bei demselben allgemein um die 
Zahl der reellen Wurzeln von f(z) == o, welche zwischen zwei 
beliebig vorgegebenen Grenzen, x und y (x <; y) liegen. Man 
bildet die beiden Functionsreihen : 

ff(x), f'(x), f"(i) und 

^ ' "^{(y), f'(y), f"(y), 

bestimmt zuerst die Zahl V(x) der Zeichenwechsel, welche die 
erstere Reihe darbietet, ferner die Zahl V(y) der Zeichen Wechsel 
der zweiten Reihe , und hat dann in V (x) — V (y) eine Zahl, 
welche von der Zahl der zunschen x und y gelegenen reellen 
Wurzeln von f (z) = o höchstens um ein positives Vielfaches von 
2 abweicht. Wieder übersetzen wir diese Regel in eine geo- 
metrische Figur. Indem wir ganz ähnlich verfahren, wie vorhin, 
ergibt sich die folgende Feldereinteilung: 




Fig. 6. 

Ein Vergleich mit Fig. 3 bestätigt darauf die Richtigkeit des 
Budan-Fourier'schen Satzes: überall da, wo Fig. 3 und Fig. 6 
den Punkten der Ebene verschiedene Zahlen beilegen, ist die 
Zahl der Fig. 6 um ein positives Vielfaches von 2 grösser. Aber 
wir fragen angesichts unserer Figuren nicht nur nach der Richtig- 
keit, sondern auch nach der Zweckmässigkeit des Budan-Fourier'- 
schen Satzes. Und da kommen wir zu einem Resultate, welches 
bei einem so elementaren Gegenstande überraschen muss und 
eben darum geeignet sein dürfte, die geometrische Betrachtungs- 
weise, für die wir hier eintreten, nicht nur als eine beiläufige 
Erläuterung, sondern als eine notwendige Ergänzung der gewöhn- 
lich gegebenen Entwickelungen erscheinen zu lassen : Figur (6) mit 
ihren, vier verschiedenen geraden Linien angehörigen Begrenzungs- 
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stachen ist als Annäherung an Figur (3) keineswegs besonders jstvecJc" 
massig gewählt, man kann der Figur (3) mit einer nur aus drei 
geraden Linien gebildeten Figur viel näher kommen. Man hat 
einfach eine Figur zu zeichnen, welche man als projektive Ver- 
allgemeinerung der Cartesischen Figur betrachten kann (sofern 
man bei letzterer die unendlich ferne Gerade piitzählen will), d. h. 
die nachstehende Figur, welche neben den Tangenten der beiden 
Parabelpunkte x, y das geradlinige Verbindungsstück xy enthält: 




Fig. 7. 

Will man das analytische Kriterium aufstellen, welches dieser 
Figur entspricht, so ist es bequem, wieder homogen zu machen, 
also statt f(z) die binäre Form f(z,, z«) und statt x und y die 
Variabeinpaare x», x^ und yi, y, einzuführen. Ich setze ausser- 
dem symbolisch f (Zi, z^) = a,*. Bei Figur (7) handelt es sich 
dann einfach um die Zeichenwechsel der Fuvctionsreihe : 
(15) a,^ a,ay, a/. 

Es ist kaum nötig, dass ich beim Beweise dieser Behauptung oder 
der damit aufgestellten Regel für die Abzahlung der Wurzeln im 
Intervall x — y verweile. Es handelt sich einfach darum, in die 
Gleichung f (zi, Z2) = für z, xi -f- Xyi, für zo Xo -\- Xvo zu 
substituiren und nun für die so entstehende Gleichung in X die 
Zahl der positiven Wurzeln durch das Cartesische Theorem fc^st- 
zulegen, resp. zu umgrenzen. Das ist so einfach, dass es Wunder 
nehmen müsste, w^enn dieser Ansatz nicht schon in früherer Zeit 
bemerkt sein sollte. Und in der That findet sich derselbe bei- 
spielsweise bei Jacobi in Crelle's Journal Bd. 13, 183;") (Observa- 
tiunculae ad theoriam aequationum pertinentes). Nur fügt Jacobi 
merkwürdigerAveise hinzu: regula a clarissimo Fourier proposita 
multis nominibus praestat. 
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Es erübrigt nur noch, dass ich angebe, wie man bei der 
Normcurve dritten Grades diejenige räumliche Figur construirt, 
welche man als Verallgemeinerung der ebenen Figur (7) zu be- 
trachten hat. Bezeichnet man die gegebene cubische Gleichung 
symbolisch mit a,*^ = o, so handelt es sich zumal um die geo- 
metrische Definition der Ebenen 



(16) 



a^» = 0, a,*ay = o, 



a,ay« = 0, a/ = o. 



Diese ist natürlich äusserst einfach. Die drei Schnittpunkte, 
welche die einzelne dieser Ebenen mit der Normcurve gemein 
hat, fallen alle nach x oder y; die folgende Tabelle gibt die Mul- 
tiplicitäten, mit der x und y als Schnittpunkte zählen, genauer an : 





X 


y 




a,» 


3 


a.*a. 


2 


1 


a,a/ 


1 


2 


».« 





3 



In dieser Tabelle tritt das einfache Gesetz, welches für n = 2 
in Fig. 7 befolgt ist, in einer für alle n erkennbaren Fonn her- 
vor. — Wir sollten jetzt forner eine genaue Beschreibung der ver- 
schiedenen Stücke geben, in welche der Raum entsprechend der 
Zahl der bei den Functionen (16) auftretenden Zeichen Wechsel 
durch unsere Ebenen zerlogt wird. Daran würde sich dann der 
Vergleich mit denjenigen Raumeinteilungen schliessen, die als 
Analoga der ebenen Figuren (3), (4), (5), (G) anzusehen sind. 
Hier ist offenbar ohne geeignete Modelle ni(^ht durchzukommen. 
Es wird sehr dankenswert sein, wenn jemand die Herstellung 
solcher Modelle in die Hand nehmen wollte. 



Göttingen, den 9. Juni 1892. 



über Squidistante Curvensysteme auf krummen Flächen. 

Von A. Voss in Würzburg. 

In der Arbeit „Über ein neues Princip der Abbildung 
krummer Flächen", Math. Ann. Bd. 19, S. 1, 1881, hatte ich. 
wie ich glaubte, zuerst auf diejenigen Curvensysteme hingewiesen, 
für die das Längenelement auf einer Fläche die Form 

1) ds« = du« + dv« + 2f du dv 

annimmt. Dieselben lassen sich praktisch dadurch sehr leicht 
herstellen, dass man ein aus parallel ogrammatischen Maschen be- 
stehendes Netz von an den Kreuzungsstellen unter sich ver- 
knüpften unausdehnsamen und vollkommen biegsamen Fäden auf 
der Fläche ausbreitet Inzwischen habe ich aus einer Bemerkung 
des Herrn Darboux im dritten noch nicht vollendeten Buche 
seiner Th6orie g6n6rale des surfaces entnommen, dass Herr Tch^- 
bycheff*) bereits im Jahre 1878 auf diese äquidistanten Curven- 
systeme, wie ich sie nenne, aufinerksam gemacht hat. Herr Dar- 
boux giebt auch die Form der partiellen Differentialgleichung,**) 
von der ein solches „habillement" der Fläche abhängt, in der all- 
gemeinsten Gestalt, ohne indess etwas weiteres hinzuzufügen. Bei 
der Schwierigkeit, die es hat, den so leicht praktisch zu reali- 
sirenden Process der Flächenbekleidung analytisch zu verfolgen, 
werden vielleicht einige Angaben hierüber nicht ungeeignet er- 



*) Tchebycheff^ Sur la coupe des vutements, Assoc. fran<?. pour l'avan- 
ceraent des Sc. Congros de Paris, p. 154, 1878. Dieso Arbeit ist mir bisher 
nicht zugänglich gewesen. 

••) Darboux, Theorie generale, Tom. lU, S. 133 und 2()6. 
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scheinen, welche die in meiner früheren Arbeit gegebenen Re- 
sultate teils recapitoliren, teils erweitern.*) 

§ I. Allgemeine Eigenschaften äquidlstanter Curvensysteme. 

I. Bringt man das Längenelement 1) auf die Form 
ds« = (du + dv)« ^^-^—-^ + (du — dv)« ^--^-^^ 

oder, wenu f = cos z, u -j- v = u', u — v s= v' gesetzt wird 

2) ds« = cos« |- du'» + sin» -J dv», 

so erkennt man sofort**): Die Diagonalmrven eines äquidistan- 
ten Systems bilden ein OrtJwgonalsysiem, in Bezug auf tvelches 
das Längenelement von der Form 2) ist. Umgekehrt ist jedes 
Orthogonalsystem, für das 

ds* = e du* + g dv^ o -{- g = 1 

ist, Diagonalsystem eines äquidistanten Systemes. 

II. Aus dem Ausdrucke für das Krümmungsmass : 

K = — ^^"^ 



smz 



orgiebt sich für die Curvatura integra eines von zwei Paaren der 
Curven u, v gebildeten Viei*seites, dessen innere AVinkel A, B, 
C, D sind: 

r = JK sinz du dv = 2ic — (A 4- B + C + D); 

das heisst: Die Curvaiura integra ist gleich dem negativ genom- 
menen Excess der Winkel des Vierseiis .**'*') 

III. Zu einer beliebigen Schar von Curven gehört im Allge- 
meinen entweder gar keine zweite, die mit ihr ein äquidisianies 
System bildet^ oder nur eine einzige. Nur auf den Developpabeln 



*) Bereits in meiner früheren Arbeit enthaltene Sätze werde ich unter 
A niit Hinzufügung der Seitenzahl citiren. 
*♦) A. S. 3. 
•••) A. S 3. 



18 A. Voss, Äquidistante Curvensysteme. 

kann eine Curvenschar mit mehreren Curvenscliaren äquidistante 
Systeme liefern, und dies auch nur dann, wenn die gegebene 
Schar aus geodätischen Linien besteht, die bei der Abwickelung 
in ein System von parallelen Geraden übergeJien. Auch kann nur 
bei Developpabeln die eine Schar der Curven eines äquidistanten 
Systems von geodätischen Linien gebildet werden. 

IV. Ein äquidistantes Netz, das z. B. die Gestalt eines Recht- 
eckes mit den Seiten AB, AC hat, kann im Allgemeinen auf einer 
Fläche so ausgebreitet werden, dass die beiden Seiten AB, AC mit 
zwei beliebig auf der Fläche von einem Funkte A' aus gezogenen 
Curven A'B', A'C' zusamfnenfallen. Der Bereich aber, in welchem 
eine solche Ausbreitung möglich ist, findet dabei im Allgemeinen 
bald eine Grenze, da der Coordinatenwinkel z von o und tu ver- 
schieden bleiben muss. Trägt man nämlich von den Punkten 
einer Curve C auf der Fläche gleich lange unendlich kleine 
Strecken 6s in der Tangentenebene auf, deren Richtung den 
Winkel <p mit der von C bildet, und denkt man sich das Bogen- 
element in der Form 

e* du* + g* dv* 

gegeben, aber so, dass e = 1 für die gewählte Curve v = v, ist, 
so ergiebt sich 

du 
g 



9 = ^ + J (— ) 



falls die Endpunkte der Strecken 8s eine Curve C bilden sollen, 
die eine auf C unmittelbar folgende eines äquidistanten Systems 

liefert. Ist daher (- — 1 von constantem Vorzeichen, so wird cp 

\ 3v / v„ ^ 

im allgemeinen sehr bald die zulässigen Grenzen überschreiten ; 

vorausgesetzt ist dabei natürlich, dass g nicht verschwindet. 

- j = o und y 

constant. Eine geodätische Linie ändert also ihre Länge nur um 
eine Grösse zweiter Ordnung, wenn ihre Punkte unter constantem 
Winkel mit ihrer Tangente um eine infinitesimale Strecke 8s auf 
der Fläche vei-schoben werden. Zieht man jetzt auf der Fläche 
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zwei geodätische Linien AB, AC, die sich unter dem Winkel a 
schneiden, und bezeichnet man den vierten Winkel eines Vierseits 
äquidistunter Linien, von dem zwei anstossende Seiten aus AB, 
AC gebildet sind, durch ß, so ist der Winkeleoccess gleich ß — a. 
Bei constanter positiver Krümmung -|- 1 ist z. B. 

a — ß == F 

wenn F den lahalt des Vierseits bedeutet, d. h. ß nähert sich 
mit wachsendem F der Null ; bei constanter negativer Krümmung 
— 1 ist dagegen 

ß — a = F 

d. b. ß wächst beständig. Beides lässt sich sehr leicht an einer 
Kugel oder Pseudosphäre zur Anschauung bringen. 

V. Die geodätischen Krümmungen der Coordinatenlinien u, v. 
Bezeichnet man die geodätischen Krümmungsradien der Curven 
V = const (u = const) durch 7, (7») so ist 

l az I az 



Y da ' Y, dv 

Man hat also für die Curvatura integra die Formel 

\ 

du dv = /(| - -^) du 



=J 



T 



av 



Das liefert den Satz: 

Der Excess der Winkelsumme eines von zwei Paaren äqui- 
distanter Curven gebildeten Vierseits ist gleich der Differenz der 
geodätischen Krümmungen . jedes Paares der gegenüberliegenden 
Seiten. 

VI. Die partielle Differentialgleichung äquidistnnter Systeme*) 
Legt man ein isometrisches Orthogonalsystem zu Grunde, so dass 

ds« = X (du« + dv») 

ist, 80 muss nach I 

X (du* + dv«) = edu'2 + gdv», e + g = 1 

•) A. S. 16. 
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werden. Daraus ergiebt sich, wenn 



r = 



gesetzt wird 



3) 



c^y+cv)- 






= — ji 



sf^dass die partielle Differentialgleichuns: für u' wird 
+ ( ^^ j ( ^. u\ + A. u',) = o. 

I 

I 

f 

§ II. Bestimmung iquidistanter Systeme auf einzrinen FUchen- 

gattungeu. 

1. Bei jeder Biegang einer Fläche geht ein a<|uidi$tantes 
System wieder in ein solches über; die partielle Differential- 
gleichung 4) hängt daher auch nur von \ ab. Sie kann auf den 
Dereloppabeln leicht allgemein integrirt werden. Denn hier geht 
durch Abwickelung auf die Ebene das Netz über in ein solches mit 
parallelogrammatischen Maschen, und ein solches entsteht immer 
durch Translation einer beliebigen Curve.*) 

2. Bei den auf eine Rotationsfläche abtclcJcelharen Flächen 
ist A eine Function von u allein. Versucht man nun die Gleichung 
4) durch die Annahme 

u' = U + V 

wo C (V) Function von u (v) allein ist, zu lösen, so folgt 

V" + pV + q = 
wo p und q nur von u abhängen. 
•) A. 8 18. 
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Hieraus ereiebt sich, wenn -^r^, -:i-- nicht verschwinden, 
° 9u 9u 

V = const. 
Setzt man deragemäss u' = ü 4* av, so folgt 



^ = ^ IV?^^' 



oder wenn man das Längenelement der Fläche in der gewöhn- 
lichen Form 

ds'* = (1 + f«)du» + uMv» 
voraussetzt, 

Den . willkürlichen Constanien a «i/wi k entsprechend, erhält 
man so zweifach unendlich viele Systeme äquidistanter Curven, 
wenn man 

u' -f- ^' = u" = const 
u' — v' = v" = const 

setzt. Da aus jeder äquidistanten Teilung der Kugel durch Qua- 
dratur eine Fläche negativer constanter Krümmung hergeleitet 
werden kann, so liefern die Gleichungen 5) zugleich eine von 
zwei Constanten abhängige Schar von Flächen constanter nega- 
tiver Krümmung. 

Auf gewissen Flächen, bei denen——, -— zum Verschwinden 

gebracht werden können, lässt sich noch ein singuläres Netz 
äquidistanter Curven angeben, in welches eine Constante nicht 
eingeht. 

3. Ist das Längenelement von der Form 

du- + dv« 



ü -t- V 
so setze man 
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du 



/au 



c 
dv 



Kv + c 

wo c eine willkürliche Constante. 

4. Bei den TramlcUionsflächen endlich liefern die Translations- 
curven ein äquidistantes System.*) Zur Darstellung an Modellen 
eignen sich besonders solche Flächen, welche wie z. B. das Para- 
boloid 

X = au, y = bv, z s= cu* + dv'* 

oder auch die Schraubenfläche 

z s= au, X = bp cos u, y = cp sin u, 

deren Gleichungen durch die Substitution 

p = kv cos u, u + V = U, u — v= V 

die Form 

2 z = a (U + V) 

2 X == bk (cos U -{- cos V) 

2 y = ck (sin U H- sin V) 

annehmen, unendlich viele reelle Systeme von Translationscurven 
enthalten. 

§ III. Processe, durch welche aus einer äquidistant geteilten 
Fläche andere ebenso geteilte Flächen hergeleitet werden. 

Von dem schon erwähnten Process der Biegung abgesehen, 
scheinen nur wenige verhältnismässig einfach zu realisirende 
Methoden angebbar zu sein, durch die aus einer Fläche andere 
abgeleitet werden können, auf denen wieder ein System von 
Äquidistanten bekannt ist. 

Auf den Flächen negativer consianier Krümmung und nur 
auf diesen bilden die Haupitang&ntencurven ein äquidistantes 

•) A. S. 14. 
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System.*) Trägt man femer auf der Normale einer solchen Fläche 
eine constanie Strecke auf, so erzeugen die Endpunkte eine 
Parallelfläche der Fläche negativer constanter Krümmung, welche 
durch die den Haupt tangentencurven entsprechenden Curven 
wieder äquidistant geteilt ist. 

Wichtiger scheint indessen die ebenfalls leicht zu beweisende 
Bemerkung, dass wenn man — unter u und v die Argumente 
der Haupttangentencurven verstanden — auf der Normale die 
variable Strecke 

X = — sin c(u 4- v) 

c N — ' 

aufträgt, wieder zwei einfach unendliche Scharen äquidistant ge- 
teilter Flächen entstehen. Unter — c* ist dabei das Krümmungs- 
mass, unter k eine willkürliche Constante zu verstehen. 

Eine allgemeine Untersuchung zeigt, dass aus einem äqui- 
distanten System durch Auftragung einer Strecke auf der Nor- 
male nur dann eine durch die Endpunkte dieser Normalen 
äquidistant geteilte Fläche hervorgehen kann, wenn die Original- 
fläche entweder eine Fläche negativer constanter Krümmung^ oder 
eine Rotationsfläche, oder eine Cylinderfläche^ oder endlich eine 
Ebene ist. In dem ganz speciellen letzteren Falle ergeben sich 
die schon in III besprochenen Translationsflächen. Durch diesen 
Satz gewinnt die oben gegebene Construction eine allgemeinere 
Bedeutung; sie ist, abgesehen von den genannten trivialen Fällen,. 
nur bei den Flächen constanter negativer Krümmung möglich. 

§ IV. Flächen, welche die Diagonaicurven eines äquidietanten 

Systems zu KrOmmungslinien haben. 

Vermöge der leicht zu erweisenden Identitäten 

auV Th /~^v yr /"^ 2KH 

a_ /3_— fx^ \ _ / eG_ -^ fF \ e, X, — \^ g,_ 

av V Vü / ~M Kh /"*" 2Kh 

*) A. 8. 7. Derselbe Satz findet sich auch schon in dor Arbeit von Hrn. 
Hazzidakis, Journ. v. Borchardt, Bd. 88, S. 68, 1878; die Priorität gebührt in- 
dessen Hrn. Dini 'Jeorica delle superficie, Ann. di MatemAtica Ser. II Tom. 4.) 
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in denen e, f , g; E, F, G die Fundamentalgrössen, H = eg — f *, 
und X (y, z); p (q, r) die Coordinaten sowie die Richtungscosinus 
der Normale bedeuten, folgt für 

e = g=l, E = G 
die Gleichung 

d_ / x„ — x,f\ _ ^ / (x, — x„ f) \ 

Man kann daher 

x„ — X, f 



Xv — x„ f 



Vi 

setzen, wo X, Y, Z die Coordinaten eines Punktes einer neuen 
Fläche bedeuten, welche durch Quadratur aus der ersten abgeleitet 
wird, und deren Normale in dem Punkte X, Y, Z mit der Nor- 
malen in X, y, z parallel läuft. 

Die Voraussetzung E = G bedingt, dass die Diagonalcurven 
des äquidistanten Netzes die Krümmungslinien sind. Auf sie be- 
zogen, nimmt nach § I das Längenelement die Form 

6) ds* = co8*z du* -j- sin*z dv* 

an^ während es in Bezug auf die Äquidistanten 

ds« = du'« + dv'« + 2 cos 2 z du'dv' 

ist Aus jeder dieser Flächen lässt sich durch QimdrcUur eine 
Fläche von entgegengesetzt gleichem Krümmungsmass, welche auf 
die erste äquivalent abgebildet ist, herleiten, welche wieder auf 
ihre Krümmungslinien bezogen das Längenelement 

ds'^ = du* sin' z + dv' cos* z 

besitzt, indem man 

Y _ sin z _ cos z 



COS z sm z 

setzt. Nimmt man aligemeiner 
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cos (z — a) . sin (z — a) 

COS z sin z 

wo a eine willkürliche Constante ist, so wird das Längenelement 
der auf ihre Krümmungsiinien bezogenen Fläche S, yj, C 

ds"* = cos* (z -— a) du* + sin* (z — a) dv* 
oder auch 

ds"* == du'* + dv'* 4- 2 cos 2 (z — a) du' dv\ 

At^s jeder dieser Flächen kann daher eine einfach unendliche 
Schar von Flächen hergdeitet tverden, deren Krümmungsiinien 
Diagonalcurven eines äquidistanten Netzes sind. Dabei wird der 
Winkel 2 z, unter dem sich die Curven des Netzes schneiden, den 
Wert 2(z — a) annehmen; zugleich bleiben die geodätischen 
Krümmungen der äquidistanten Curven ungeändert. 

Die Existenz einer oo* Schar wird durch den Umstand be- 
dingt^ dass die Bedingungen, denen z genügen muss, nur die 
Differentialquotienten von z, nicht aber z selbst enthalten. 

Die Flächen constanter negativer Krümmung haben in Bezug 
auf ihre Krümmungslinien das Längenelement Ü). Durch die 
Transformation erhält man indess nur Flächen, welche von den 
in § III betrachteten Parallelflächen nicht wesentlich verschieden 
sind. Dabei mag noch erwähnt werden : Eine Fläche, welche ein 
System von Äquidistanten enthält, längs denen die Normalkrüm- 
mungen der Fläche durchweg ein und denselben constanten Wert 
haben, kann als Parallelfläche einer Fläche negativer constanter 
Krümmung angesehen werden. 

§ V. Flächen, deren Krümmungsiinien in mehrfacher Weise die 
Diagonalcurven äquidistanter Netze bilden. 

Eine Fläche, welche in zweifacher Weise zu Diagonalcurven 
eines äquidistanten Systems die Krümmungslinien hat, besitzt in 
Bezug auf die letzteren das Längenelement 

, „ du* -f dv* 
ns" = — — — 
U + V 
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und gestattet demgemäss eine oo ^ Schar solcher äquidistanter 
Systeme. An Stelle derselben kann man auch die Flächen be- 
trachten, welche, wie z. B. die Flächen zweiten Grades das 
Liouvüle'schQ Bogenelement 

ds« = (U + V) (du« + dv«) 

besitzen. Auf die weiteren hierher gehörigen Untersuchungen, 
die eine grosse Anzahl merkwürdiger Beziehungen vermöge des 
in § IV betrachteten Processes liefern, kann indess an diesem 
Orte nicht eingegangen werden, da es in bequemer Weise kaum 
ausführbar scheint^ sie durch Modelle der Anschauung näher zu 
bringen. 

Würzburg, den 15. Juli 1892. 



Ober die Auflösung höherer Singularitäten einer 
algebraischen Curve in elementare. 

Von A. Brill in Tübingen. 

Dass durch Zeichnungen und Modelle der Geometrie Ge- 
danken von weittragender Bedeutung erwachsen sind, die dem 
bloss rechnenden Mathematiker so gut wie dem abstracten Syn- 
thetiker verborgen geblieben wären, wird niemand bestreiten, der 
Newton* s enumeratio linear um curvarum tertii ordinis oder Grameres 
Analyse des lignes courbes oderPiücAcf^« grundlegende geometrische 
Werke eingesehen hat Aber nachdem es der projectiven Geo- 
metrie gelungen war, die Theorie der Kegelschnitte von der 
Vorstellung des einzelnen Falles loszulösen, galt es eine Zeitlang 
für überflüssig und nicht schicklich, ein geometrisches Werk mit 
Figuren auszustatten. Man konnte sie leicht entbehren, denn das 
Interesse jener Zeit beschränkte sich auf solche Eigenschafton der 
geometrischen Gebilde, die von ihrer reellen Existenz unabhängig 
waren. Zu neuem Ansehen verhalfen der sinnlichen Darstellung 
erst wieder die Entdeckungen von Zeutheti und Klein über die 
Realitätsverhältnisse der algebraischen Curven, die an die Figur 
direct anknüpften. Noch heute bieten die Tafeln, die den oben 
genannten Werken angehängt sind, und denen sich die zu ZetUhen's 
„Systemer af plane Kurver" (Äbh. d. Akad. zu Kopenhagen, Bd. 
10, 1873) anreihen, eine Fülle von Anschauung, die jeden mit 
Vorstellungskraft Ausgestatteten aufs lebhafteste anmuten. Lehr- 
reich ist besonders die Darstellung ganzer Systeme von Curven 
mit veränderlichen Parametern, zumal für das Verständnis von 
Curven mit besonderen Vorkommnissen, welche zwischen andern 
einfachen eingeschaltet auftreten. Es hat einen Reiz, zu verfolgen, 
wie mit der Veränderung der Constanten der Zusammenhang der 
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Zweige sich ändert, wie Ovale durchs Unendliche sich dehnend auf 
der gegenüberliegenden Seite der Zeichenebono wieder zum Vor- 
schein kommen, wie Curvenäste durch Bildung neuer Doppel- 
punkte sich mit anderen vereinigen oder abschnüren, oder wie 
einfach singulare Punkte mit andern zu höhern zusammenwachsen. 

Solche Beobachtungen an der Zeichnung waren es, die mich 
veranlassten, das Hilfsmittel der stetigen Deformation von Curven 
mit gewöhnlichen Singularitäten in solche mit zusammengesetzten 
„maskirten" in grundsätzlicher Weise für das Verständnis der 
letzteren zu verwerten, wobei dann später das Bedürfnis einer 
strengern Begründung gebot, die Anschauung durch algebraische 
Methoden zu ersetzen. 

Die Singularitäten erscheinen zur Zeit — hauptsächli(*h durch 
die oben genannten Arbeiten — in den Mittelpunkt der Theorie 
der algebraischen Curven gerückt. Seit Puiseuxs Untersuch- 
ungen nimmt auch die Theorie der algebraischen Functionen an 
ihnen ein hervorragendes Interesse, an sie knüpft seit Rieinann 
und Clehsch der Begriff des Geschlechtes an. Nach beiden Richt- 
ungen hin, der geometrischen wie der functionentheoretischen, 
erweist sich der Satz von Cayley über die Äquivalenz einer 
höheren Singularität mit einer gewissen Anzahl von elementaren 
als wichtig. Aber es fehlte lange an einer Begründung und Um- 
grenzung desselben. H, J. S. Smith hat in dieser Absicht die 
Reihenentwickelungen, die eine Singularität detiniren, auf den 
Einfluss untersucht, den sie auf die Discrinünanten der Curven- 
gleichung und der zu ihr recipro(?en Gleichung besitzen, und ist 
zu wichtigen Beziehungen zwischen den zugehörigen Zahlen ge- 
langt. Aber abgesehen davon, dass Smiürs Beweis zum Teil auf 
nicht algebraischer Grundlage beruht und indirect ist, lässt er 
auch die Frage unerledigt, ob jcMie Äquivalenz mehr als bloss 
eine numerische ist, d. h. inwieweit jede höhere Singularität 
durch wirkliches Zusammenrücken von nur einfachen (elementaren) 
singulären Punkten enlstefiefh kann. 

In einer Abhandlung „Über die Singularitäten algebraischer 
Curven und eine neue Curvonspecies" (Math. Annalen Bd. 17) 
habe ich versucht, durch stetige Umwandlung einer Curve, welche 
mit einer beliebigen, durch vorgegebene Entwickelungen detinirten 
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Singularität behaftet ist, in eine solche von gleicher Ordnung, 
Classe und gleichem Geschlecht, welche nur die einfachen Vor- 
kommnisse aufweist, die zuletzt aufgeworfene Frage zuerst und 
damit Implicite auch die frühere zu beantworten. 

Der vorliegende Anlass legt es nahe, auf den Ausgangspunkt 
für diese Untersuchung: die gestaltliclie Deformation, zurückzu- 
greifen. Dies erfordert indess, wenn die Grundlage sicher sein soll, 
algebraische Entwickelungen, die ich im Anschluss an eine Über- 
sicht über die Ergebnisse jenes Aufsatzes voranzustellen mir er- 
lauben werde. 

Die Absicht ist zunächst die, nachzuweisen, dass mit dem 
Auftreten einer höheren Singularität in die Formeln für das Ge- 
schlecht, die Classe der Curve und die Anzahl ihrer Wendepunkte 
zwei ganze Zahlen linear eintreten, welche zusammen mit noch 
zwei andern ihneu dualistisch entsprechenden in Hinsicht auf die 
PI ücker 'schon Formeln die Singularität vollständig charakterisiren. 
— Von der Grösse dieser Zahlen, die durch das Verhalten der 
adjungirten Curven, bezw. der ersten Polare und der Hesse'schen 
Curve bestimmt ist, sehen wir hier ab. 

In jener Abhandlung wird nun ge;^eigt*), dass jede durch 
Reihenentwickelungen definirte Singularität vorkommen kann auf 
einer „rationalen" Curve (einer Curve vom Geschlecht Null, deren 
Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters darstellbar 
sind) von übrigens noch besondern Eigenschaften, darunter der, 
dass Ordnung und Classe gleich und, weil bestimmt durch die 
Stelle, wo man die Reihenentwickelungen abbricht, noch in ge- 
wissen Grenzen willkürlich annehmbare Zahlen sind. 

Bekannt ist das Verhalten der ersten Polaren, der Hesse'schen 
und der adjungirten Curvo in den einfachsten Singularitäten : 
Doppelpunkt (mit getrennten Tangenten) und Rückkehrpunkt. 
Für Curven, die keine vielfäc^hen höhern Punkte enthalten, ist 
die Anzahl der Wendepunkte linear von der Anzahl jener ein- 
fachsten Singularitäten abhängig, ebenso das Geschlecht und die 
Classe der Curve. 

Doppel- und Rückkehrpunkte nebst den ihnen dualistisch 
entsprechenden Doppeltangenten und Wendetangenten (-punkten) 

*) Die Ausführung für einen besoudern Fall findet mau unten. 
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mögen „elementare Singularitäten^' genannt werden. Für die 
rationalen Curven lassen sich nach Clebsch (Crelle's Journal, Bd. 
64) Gleichungen bilden, denen die Werte der Parameter genügen, 
die den elementaren Singularitäten zugehören. Kommen sie ge- 
trennt vor, so sind die Wurzeln verschieden. Der (Jrad dieser 
Gleichungen entspricht der Anzahl, bezw. der doppelten Anzahl 
der betreffenden mit endlichem Parameter versehenen ausgezeich- 
neten Stellen der Curve. 

Die vier Gleichungen können mehrfache Wurzeln erhalten, 
wenn eine höhere Singularität auftritt. Hat man die ihr ent- 
sprechende Vielfachheit ermittelt, so fragt es sich, ob diese Zahlen 
bereits die an der Geschlechtsformel und in den Plücker 'sehen 
Gleichungen anzubringende Reduction bestimmen. Ist dies für 
die rationale Curve gezeigt, so gilt es für jede andere algebraische 
Gurve, weil in der Umgebung der singulären Stelle das Verhalten 
ihrer Polaren u. s. w. mit dem für die rationale übereinstimmt. 

Nun lässt sich die rationale Curve, welche die- Singularität 
besitzt, durch genau definirte kleine Constantenänderungen in 
eine andere rationale überführen, für welche die Glei(^hungen, 
denen die elementaren Sijigulari täten genügen, an Stelle der mehr- 
fachen Wurzeln lauter verschiedene haben, die von diesen sich 
beliebig wenig unterscheiden, und deren Anzahl je gleich dem 
Exponenten des mehrfa(4ien Factors ist. Durch vorgängige pas- 
sende Wahl des (rrades der rationalen Curve kann man ferner 
bewirken, dass alles Übrige, also namentlich auch die sonstigen 
im Endlichen gelegenen singulären Punkte und die im Unendlichen 
gelegene höhere Singularität bei der Variation an Zahl und an 
Charakter sich nicht ändern. Weil nun auch noch Grad, Classe, 
Geschlecht der Curve dieselben bleiben, so müssen auch die von 
der betrachteten Singularität heri'ührenden Zahlen, die in die 
Plücker'schen Ausdrücke eingehen , von der Variation unberührt 
bleiben. Und zwar bezieht sich dies nicht nur auf die beiden 
ersten Formeln (für Classe und Wendepunkte), sondern, wegen 
der Un Veränderlichkeit der Factorenzahl für alle vier Gleichungen, 
auch auf die ihnen dualistisch antsprechendcn. 

Jene Vielfachheitszahlen definiren hiernach nicht bloss die 
Reductionen an den Formeln für das Geschlecht u. s. w. — dies 
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hatte schon H. J. S. Smith bewiesen — , sondern es ist auch 
dargethan, dass die gleichen Factoren durch verschiedene ver- 
treten werden können, d. h. dass in den angegebenen Beziehungen 
jede höhere Singularität durch eine Anzahl ihr äquivalenter ele- 
mentarer ersetzbar ist. 

Jene Curvengattung, der sowohl die mit der höheren Singula- 
rität behaftete als die varürte Curve angehört, hat die Eigenschaft, 
durch die (ihrerseits von einander unabhängigen) Gleichungen, 
denen die Parameter der Wendepunkte und der Rückkehrpunkte 
genügen, völlig bestimmt zu sein. Die willkürlichen Veränder- 
ungen betreffen daher nur die gleichen Linearfactoren dieser 
beiden Gleichungen, wodurch dann diejenigen für die Parameter 
der Doppelpunkte und der Doppeltangenten eindeutig bestimmt 
sind, und zwar, wenn man gewisse besondere Wertsysteme der 
Variationen aussc^hliesst , in der Weise, dass auch sie nur ver- 
schiedene Wurzeln besitzen. 



Die Ausstellung, die diesen Aufsatz veranlasst hat, enthält 
einige Blätter mit Zeichnungen, die Übergänge darstellen, bei 
denen eine höhere Singularität sich in die äquivalenten elemen- 
taren auflöst. Sie entsprechen dem besondern Fall, dass dieselbe 
eine „unicursale" ist (ein „superlinear branch" nach Cayley), 
d. h. dass ihre Entwickelungen einen einzigen Cyklus bilden« 
Wir stellen hier die algebraischen Hilfsmittel für die Behandlung 
dieses Falles zusammen. 

Die Entwickelungen in einem unicursalen Element (es ent- 
hält nur eine^i reellen Curvenzweig, wenn die Entwickelungs- 
coefficienten reell sind) können zusammenfassend dargestellt werden 
durch eine Reihe für die Ordinate y, die im Allgemeinen nach 
gebrochenen Potenzen der Abscisse x aufsteigt: 

q qi 

y = ao xP 4- ai xP -t- . . . . , 



wo die ao ai Constante; p, q<; q, <;q2 < . . . ganze 

positive Zahlen sind, und wo ohne Beschränkung der Allgeraein- 
heit q>'P angenommen werden kann. 



32 A. Brill, SiDgnlaritäteD algebnischer Cnnren. 

Setzt man diese Reihe, die, als dem Element einer algebra- 
ischen Function zogehörig, nach Canchy immer einen Convergenz- 
bereich in der Umgebung von x = o, y = o besitzt, fort bis zu 
dem Glied: 

a^xP, 
für das noch qk und p teilerfremd sein mögen*), so kann man 

setzen : 

X = XP = x(X); 

y = ao X<i + ai X^i« + .... + akX<>^ = y W. 

Diese Gleichungen stellen nun eine ^rational ganze ^ Curve 

dar, für welche 

1) die Gleichung p (X) = o für die Parameter aller im End- 
lichen vorkommenden Rückkehrpunkte gegeben ist durch: 

^^ = X W = o, 
also durch: 
(1) p(X) = pXP-^ == o 

2) Die Gleichung cö(X) = o für die Parameter der Wende- 
punkte der Curve ist: 

(2) «w=a*';:(^!j5:!)=J^"'"''"' (««(q-p)+»>q'(«i»-p)^'"-'+-) - 

3) wo femer die Parameter X, Xi der zwei in einem Doppel- 
punkt si(;h durchsetzenden Zweige den Gleichungen genügen : 

. x(XO-x(X) y(XO-y(X) 

(') -x,-x"" = ^ "X,-X"' = ^ 

oder, in X und D = Xi — X geschrieben (a. a, 0. S. 376, wo 
einige Zahlencoefficienten der einen Formel hiernach zu ver- 
bessern sind): 

D . D« 

o = P + P' 2 + f " 3"! "^ • • • 

(Sa) j = A (pco' 4- ^^P') 4- ^.^ (pco- I- ,Va>' + p-a>) 

•D^ / ü'"<ü\ 

f ^1 (pco- f 4pV' + 6p"«>' -f 3 P^ - j + . . 

*) Bezüglich der Bedeutung dieser Annahme vergl. man a. a. 0. § 5 (S. 
378) uDd § 9 (S. 401). 
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In diesen Eonnein sind durch Striche die Ableitungen nach 
X bezeichnet, 3 ! ist = 1 . 2 . 3, u. s. w. 

4) Endlich ergeben sich die Parameter der Berührungspunkte 
der Doppeltangenten aus Gleichungen wie (3), gebildet für die 
LiniencoordincUen u, v, die mit x, y durch die Gleichung zu- 
sammenhängen : ux — y — V = ; oder kürzer nach Vertausch- 
ung von 10 mit p aus (3 a). 

Es folgt aus diesen Gleichungen, dass die der singulären 
Stelle entsprechende Wurzel X = o: (p — l)fach in der Gleich- 
ung für die Eückkehrpunkte, (q — p — l)fach in der für die 
Wendepunkte (-tangenten) und, wenn p und q teilerfremd sind *), 
¥V — ^) (q — 3) fach bez. ^(q — p — 1) (q — 3) fach in den Gleich- 
ungen für die eigentlichen Doppelpunkte (mit getrennten Tangenten) 
und für die Doppeltangenten auftritt. 

Statt auf die obigen Ausdrücke x (X), y (X) kann man die 
Definition der Curve auch auf die Annahme der ganzen Func- 
tionen p(X), <tt(X) stützen. In der That, es ist: 

X (X) = f p (X) dX u (X) = f * CO (X) dX 

e/ o «^ o 

y (X) = J ^ p (X) u (X) dX V (X) = ux - y = J ^ {}) «ö W dX 

Die vollkommene Analogie der so definirten linien- mit den 
Punktcoordinaten springt in die Augen. 

Der Process der Consianiefwariation besteht nun darin, dass 
man an Stelle des Factors von p (X) (bezw. von co (X)], der aus einer 
Potenz von X besteht, je eine ganze Function in X von gleichem 
Grade setzt, deren Coöfficionten — bis auf den der höchsten Po- 
tenz — sehr kleine willkürlich angenommene Grössen sind. Man 
substituire also für p (X), (o (X) die ganzen Functionen : 

Pi Q<) = P (>^ — «0 (X — a,) . . . . (X — a,_0 

(0, (X) = A (X - ß,) (X - ß,) (X- ß,_,_0 

(»0 (q — p) +a, q, {q, — p) X«»» «^ -}- . . . .), 



•) Die Modificationon, dio diese Zalilen erfahren, wenn p, q nicht teiler- 
fremd sind, findet man a. a. 0. § 9 S. 400 angegeben. 

8 
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die sich, wenn alle a und ß gleich Null siftd, auf p (X) und ©(X) 
reduciren, und bilde nun wieder mit Hilfe von pj und (Oj die 
Ausdrücke für x, y, u, v wie oben. Den willkürlich annehm- 
baren kleinen Grössen a, ß entsprechen dann „penultimate^^ 
Curvenformen, welche diejenigen elementaren Singularitäten neben- 
einander enthalten, die in der höheren Singularität vereinigt sind. 
In Bezug auf die Wendepunkte (a) und die Rückkehrpunkte (ß) 
verfügt man über Anordnung, Realität u. s. w. durchaus unbe- 
schränkt. Was die Doppelpunkte und -Tangenten angeht, so wird 
die Forderung, dass sich die in der penultimaten Form auftreten- 
den nicht wieder zu mehrfachen Punkten u. s. w. vereinigen, 
erfüllt, wenn man vermeidet, die a, ß so zu wählen, dass weder 
die Discriminante der aus (3ä) durch Elimination von D ent- 
stehenden „Doppelpunktsgleichung'' in X, noch die für die Doppel- 
tangentengleichung versehwindet, sowie dass die Resultante aus je 
zweien der vier Gleichungen Null wird. 

Aus dem Studium dieser Discriminanten und Resultanten 
ergab sieh ein merkwürdiger Satz, der sich auf den Fall reeller 
Coefficienten in der Entwicklung und der variirten Parameter- 
ausdrücke für X, y bezieht. Bezeichnet man mit r und w die 
Gesamtzahl der Grössen a bezw. ß, d. h. der aus der Singularität 
hervorgegangenen Rückkehr- und Wendepunkte, mit r' und w' die 
reellen unter diesen, mit d' und V die isolirten (aus der Singu- 
larität hervorgegangenen) Doppelpunkte und Doppeltangenten, so 
besteht, wie auch die Auflösung erfolgen möge, immer die Be- 
ziehung : 

r' _ w' -f. 2 (d' — t') = r — w. 

Der Betrag der linken Seite dieser Gleichung, der auch im 
Falle einer mehrelementigen Singularität von der Art der Varia- 
tion nicht abhängt, ist in den ausgestellten Blättern für jede 
Singularität als ihr ,,Realitätsindox" besonders angeführt. 



Die ausgestellten Zeichnungen und die zugehörigen Rech- 
nungen hat im Jahre 1883 Herr Ch, SchulÜieiss, damals Stu- 
dirender der Mathematik an der technischen Hochschule in 
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München, ausgeführt. Die Zahlenannahmen sind auf den Blättern 
selbst bemerkt, die Bezeichnungen die dieser Note, um die 
Singularitäten auch für das Auge zu trennen, hat man die Or- 
dinaten teilweise in anderem Masstab wie die Absoissen aufge- 
tragen. 

Eine Vorstellung von den Zeichnungen mögen die folgenden 
Beispiele geben: 

1. Beispiel. Entwicklung: y = x* -f- . . . , oder x = X', 
y = X*. p (X) = 3 X« = ist die Gleichung für die Bückkehr- 
punkte. Wendepunkte ( w (X) = -^ j existiren keine. Setzt man 

p,(X) = 3(X« - e), a>,(X) = a>(X) = i-, 

so erhält man für die Punkt- und Liniencoordinaten der variirten 
Curve: 

X =~3eX + X» u =4-5^ 

o 

y=,— 2eX'' + X* v = — 2eX«+4-^* 

o 

Für die Doppelpunktsparameter hat man die Gleichungen: 

o = 3 (X» — s) -f 3 X D + D» 

= X -f ^. 

Daher: X = — X^ = r 3s, oder einen Doppelpunkt in x = o, 
y = 3 6^ Doppeitangenten treten (im Endlichen) nicht auf. Die 
Bückkehrpunkte sind : x = + 2 e Ke, y == — e*. Der Bealitäts- 
index ist = 1. Die Gleichung einer der adjungirten Curven 
(n — 1)= (oder von niedrigerer) Ordnung lässt sich in der Form 
darstellen (a. a. o. § 11 S. 407): 

x(y + e*) = 0. 

Im Folgenden sind drei Typen gezeichnet nebst ihren reci- 
procen Formen, indem einmal x, y, das anderemal 0,15 u, v als 
rechtwinklige Goordinaten aufgetragen sind. 
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2. Beispiel. Entwlckelung y = x' + • • • • oder x = h^, 

y = X*. p (X) = 3 X^ = o; OD (X) = — X = o sind die Gleich- 

o 

ungen für die Rückkehr- und Wendepunkte. Man setze für die 

variirte Curve: 



p.(X) = 3(X«- e); 
Dann wird: 



o>i (>>) = 3" (^ ~ 'J)- 



X = — 3sX + X» 

y = ösTjX« - I eX=» - 1 TjX« -f X* 

« = - y 1>> + 3 ^' 

V = ösijX» - -| sX' - 1 7]X« + I X* 
Die Coordinaten der Kückkehrpunkte sind: 

Die Gleichung für die Parameter der Doppelpunkte ist: 
x* + 2x"a + x'(4a' — 7) + 4xa-f 12a«4- 16 = o, 

wo a = . fT--= und x = 77-^^ ist. 
4 V — e V — s 

Die Discriminante dieser Gleichung ist: 

e (t)* — s) (25 T)' — 16 e)\ 
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wo der erste Factor dem Zusammenrücken der zwei Spitzen, der 
zweite dem Auftreten einer Schnabelspitze, der dritte dem Auf- 
rücken einer Spitze auf einen gewöhnlichen Curvenzweig entspricht. 
Für Yj = o erhält man, wenn e negativ ist, isolirte Doppel- 
punkte in 

Der Realitätsindex ist = 1. 

Ich füge noch die Gleichung einer adjungirten Curve dritter 
Ordnung (s. oben) an, die schematisch (punktirt) eingezeichnet ist: 

(y — ax) (x-ß) = x(x-t)*8 

4 . 86« 5 ^ 2 

woa = 3S, ß = -^-, T = 2S,, « = .- 

ist, und lasse hier einige Typen folgen (die Ordinaten sind im 
10 fachen Masstab der Abscissen aufgetragen): 
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Die entsprechenden reciprocen Formen, die durch Auftragen 



u 



von ^ und 10 v als rechtwinkligen Coordinaten entstehen, sind: 
o 







3 Beispiel (Schnabelspitze): y = s' -|- x' + . . . . oder 
X = X«, y = X* + X». 
Für p, = 2X, 

15 . 8 

3 



(U, 



wo a = 1 — - s, b = — ~6 gesetzt ist, wird: 



X = X* 



y = bX» + d>* -f X' 



5 



u«-bX + 2aX« H- ^X» 
v=|x» + aX« + |x». 
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Die Parameter des Doppelpunktes sind: X = — X 



. - ^y'i 



Die Gleichung für die Berührpunkte der Doppeltangente lautet: 

= ( A x« -- 2 aX - 2 hf 4- ( Y y^ -a) 0") aX« -f -| bX + ab). 
Ihre Discriminante zerfällt wieder in Faktoren: 

b(4a^-^^''b) (a^ + öbA 

deren Verschwinden dem Auftreten einer Schnabelspitze, dorn 
Zusammenrücken zweier Wendepunkte und dem Falle, dass eine 
Wendetangente noch einmal berührt, entsprechen Der Realitäts- 
index ist = o. 

Die folgenden Typen zeigen den Übergang von positiven 
Werten von s durch Null zu negativen (die Ordinaten sind in 
doppeltem Masstab aufgetragen) . 



/ 



«. • «. f 





«• ~0.* 



mlJ* 




Die Zerfällung der Discriminanten der Singularitätengleichun- 
gen für die hier betrachteten besonderen rationalen Curven, die 
inzwischen Herr F. Meyer (Math. Ann. Bd. 38) auf allgemeine 
rationale ausgedehnt hat, besitzt insofern eine weitere Bedeutung, 
als sie den algebraischen Kern einer bekannton Relation zwischen 
den reellen Singularitäten einer algebraischen Curve, die Ilorr 
F, Klein aufgestellt hat (Math. Ann. Bd. 10), wenigstens für ra- 
tionale Curven blosslegt. 



Tübingen, im Juli 1892. 



über die constructiven Postulate der Raumgeometrie 
in ihrer Beziehung zu den Methoden der Darstellenden 

Geometrie. 

Von G. Hauck in Berlin. 

Einleitung. 

Für (las Arbeitsgebiet der Darstellenden Geometrie sind haupt- 
sächlich zwei Gesichtspunkte massgebend: 1) die Aufgabe, gegebene 
drei-dimensionale Objecte durch zweidimensionale Gebilde darzu- 
stellen oder abzubilden, 2) die Aufgabe, die ideellen räumlichen Con- 
structionen, welche bei der Lösung von geometrischen Problemen 
zunächst nur in der inneren Vorstellung vollzogen werden, praktisch 
zu verwirklichen. 

Man geht bei dem gewöhnlichen Lehrgang in der Regel von 
der ei-sten Aufgabe aus, indem man, anknüpfend an den natür- 
li(^hen Sehprocess die vei^chiedenen Abbildungsmethoden ent- 
wic^kelt, und behandelt dann die zweite Aufgabe auf Grund der 
ersten , indem man die Constructionen , die eigentlich an den 
Raumobjecten selbst zu vollziehen wären, in deren Abbildungen 
ausführt. Auch der geschichtliche Entwicklungsgang der Wissen- 
schaft weist auf diesen Weg als den naturgemässen ; der Begriff 
der Pi*oj(H^tion stand bereits zur Verfügung, als die wissenschaft- 
liche Behandlung der zweiten Aufgabe in Angriff genommen wurde. 

Trotzdem bietet der Versuch, den umgekehrten Weg zu 
gehcMi , das heisst : die zweite Aufgabe an die Spitze zu stellen 
und imabhängig von dem Begriff der Abbildung zu behandeln, 
ein hohes Interesse. Das Bestreben, die ideellen Raumconstruc- 
tionen zu realisiren, hat an und für sich mit dem Sehprocess 
nichts zu schaffen. Erst durch die Behandlung dieser Aufgabe 
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a priori, wie sie im folgenden vorsucht werden soll, gewinnt man 
ein klares Urteil über die innere Notwendigkeit der Methoden, 
die zur Lösung der Aufgabe dienen; man erkeimt, was an den 
ihnen zu Grunde liegenden Anschauungen notwendig und aus 
welchen Zwe(;kmässigkeitsgründen das Nicht-notwendige aufge- 
nommen ist. 

Man wird bei einem solchen Versuche von den ideellen con- 
strudiren Postulaten der Riumgeometrie ausgehen müssen, welche 
man auf wirklich vollzieh bare Operationen zu reduciren bestrebt 
sein wird. 

Eine Erörterung jener Postulate möchte schon an sich an- 
gezeigt ei-scheinen. Es will mich bedünken, als ob darüber viel- 
fach eine gewisse ünbekümmertheit und Unklarheit herrschte, 
und als ob namentlich die Verschiedenheit, die in dieser Bezieh- 
ung zwischen den Anschauungen der Euklidischen Geometrie und 
der neueren Geometrie besteht, nicht genügend zum Bewusstsein 
gekommen wäre. Während den Axiomen der Geometrie die 
eingehendsten Untersuchungen gewidmet worden sind, hat man 
sich hinsichtlich der Postulate meist nur auf die Constructionen 
in der Ebene beschränkt (Mascheroni, Steiner). Das Problem der 
Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden mit einer Ebene 
scheint mir in seiner fundamentalen Bedeutung für die räumlich- 
constructive Geometrie, wie sie bei den folgenden Betrachtungen 
zu Tage treten wird, bisher nicht genügend gewürdigt worden 
zu sein. 

§ 1. Die constructiven Postulate der Euklidischen und der 

neueren Geometrie. 

Euklid stellt zunächst für die Ebene die Postulate auf: Es 

sei möglich, 

1) von jedem Punkt nach jedem andern eine gerade Linie 

zu ziehen, 

2) eine begrenzte gerade Linie stetig gerade fort zu ver- 
längern, 

3) aus jedem Punkte in jedem Abstände einen Kreis zu 

beschreiben. 
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Diese Postulate übertragen sich dann auch auf den Raum, 
insoferne sich ihre Giltigkeit auf jede durch drei Punkte bestimmte 
Ebene erstreckt. Euklid denkt sich also, es sei immer möglidi, 
durch irgend drei beliebige Punkte des Raumes eine Ebene zu legen 
und in ihr die Constructionen der ebenen Geometrie auszuführen. 
Man könnte diese letztere Forderung, die Euklid zwar nicht direct 
ausspricht, deren Voraussetzung aber aus seinen thatsax^hlichen 
Constructionen folgt, zu den obigen drei planimetrischen Postu- 
laten noch als ergänzendes stereometrisches Postulat hinzufügen. 

Jede ausgedehntere räumliche Construction setzt sich aus 
gewissen Fundamentalconstructionen zusammen. Von diesen ist 
die bedeutsamste die Bestimmung der Schnittlinie zweier Ebenen 
oder des Schnittpunktes einer geraden Linie mit einer Ebene. 
Da sich jede dieser zwei Aufgaben unmittelbar auf die andere 
zurückführen lässt, so ist es gleichgiltig, welche man als die 
ursprünglic^he nimmt. Wir geben im folgenden der zweiten den 
Vortritt und bezeichnen sie kurz als „Schnitipunktproblem^*. 

Merkwürdigerweise gibt sich nun bei Euklid, dessen 
constructiver Inhalt überhaupt ein beschränkter ist, nirgends 
ein Anlass zur Anwendung jener zwei Aufgaben, so dass er 
keinen Grund hat, sich überhaupt mit denselben zu befassen. 
Dagegen gibt er die Lösung der Aufgabe: auf eine gegebene 
Ebene von einem ausserhalb derselben gegebenen Punkt eine 
Senkrecht^} zu fällen, — mit deren Hilfe sich das Schnittpunkt- 
problem sofort erledigt. 

um von einem Punkt Ä (vergl. Fig. 1) 
eine Senkrechte auf eine Ebene P zu fällen, 
zieht man in P eine beliebige Gerade BC\ 
fällt (in der durch BG und A bestimmten 
Ebene) AD J_ BC, errichtet (in der Ebene P) 
DE _L BC und fällt (in der durch AD und *^'K- 1- 

DE gedachten Ebene) AF _[_ DE: so ist AF die verlangte 
Senkrechte. 

Soll nun der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene 
bestimmt werden, so fällt man (vergl. Fig. 1) v(m einem beliebigen 
Punkt A der gegebenen Geraden die Senkrechte AF auf die ge- 
gebene Ebene und errichtet in der durch die Gerade luid die 
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Senkrechte gedachten Ebene auf AF in F eine Senkrechte: so 
schneidet diese die gegebene Gerade in dem gesuchten Schnitt- 
punkt 5. 

Es möchte vielleit^ht auflFallend oder gar paradox erscheinen, 
dass die Lösung dieser Aufgabe, die wir doch als lineare Auf- 
gabe zu betrachten gewöhnt sind, die mehrfache Anwendung des 
Zirkels verlangt. Eine Lösung, die bloss mit geraden Linien 
operirt, lässt sie nicht zu. 

Es hängt dies eben mit den durch die Euklidischen Postulate 
gegebenen Consü'uctionsbedingungen zusammen und dürfte in 
letzter Instanz zu der Theorie der Ebene in Beziehung zu 
bringen sein. 

Mit der Anschauungsweise der neueren Geometrie steht es 
allerdings in directem Widerspruc^h. Diese hilft sich denn auf 
einfache Weise dadurch, diiss sie für ihre Constructionen das 
neue Postulat einftihii;: es sei mit einer Geraden und einer Ebene 
eo ipso auch deren Schnittpunkt, oder mit zwei Ebenen eo 
ipso auch (ieren Schnittlinie bestimmt. Der BegrifT „lineare Con- 
strudion*' wird von der Ebene auf den Rium tibertragen; wäh- 
rend er aber dort die blosse Benützung von geraden Linien in 
sich schliesst, kommt im Raum noch die Ebene hinzu, und es 
wird nun, entsprcc^hend dem analytischen Ui'sprung jenes Be- 
griffes der S(»hnitt zweier Ebenen oder einer Ebene mit einer 
Geraden ganz ebenso postulirt wie in der Ebene der Schnitt 
zweier Geraden. 

Es findet sich zwar dieses Postulat meines Wissens nirgends 
ausdrücklich ausgesprochen, es wird nur stillschweigend, vielleicht 
auch unbewusst angenommen. Aber über seine thatsächliche An- 
nahme kann kein Zweifel bestehen. Wenn man z. B. sagt, durch 
den Schnitt eines Ebenenbüschels mit einer geraden Linie sei 
eine Punktreihe bestimmt, so denkt niemand daran, die einzelnen 
S(*hnittpunkte alle erst durch besondere Constructionen zu er- 
mitteln, sondern die Schnittpunkte sind mit dem Ebenenbüschel 
und der Geraden eo ipso vorhanden. Schon das Dualitätsprincip 
verlangt mit Notwendigkeit eine Gleichberechtigung zwischen 
Punkt und Ebene ; wenn daher die Bestimmung der Verbind- 
ungslinie zweier Punkte postulirt wird, so muss notwendig das- 
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selbe auch für die Schnittlinie zweier Ebenen verlangt werden. 
Während also das in Frage stehende Postulat vom Standpunkt 
der Euklidischen Geometrie als überflüssig und daher unzulässig 
bezeichnet werden muss , kann vom Standpunkt der neueren 
Geometrie seine Berechtigung nicht beanstandet werden. Nur 
darf es nicht versteckt untei-schoben, sondern muss ofTen ausge- 
sprochen werden. 

Die stillschweigende Annahme des SchnUtpunktpostulaies 
durch die neuere Geometrie, verbunden mit dem Umstand, dass 
Euklid die betreffende Aufgabe nicht ausdrücklich behandelt, gibt 
wohl die Erklärung für die in der Einleitung erwähnte Unsicher- 
heit und Unbekümmertheit, die sich vielfac^h hinsichtli(»li der con- 
structiven Postulate der Raumgeometrie bemerkbar macht. 



§ 2. Reducirung der Euklidischen Postulate. 

Wir halten vorerst an den Euklidischen Postulaten fest und 
gehen darauf aus, die auf sie gegründeten ideellen Kaumcon- 
structionen in eine für die praktische Ausführung geeignetere 
Form zu bringen. Man wird zu diesem Zwecke vor allem be- 
müht sein, das Construiren in allen möglichen Ebenen in Weg- 
fall zu bringen, indem man jene Constructionen sämtlich auf eine 
und dieselbe Ebene zu übertragen sucht. Dies ist in der That 
möglich : man kann die Constructionen so reduciren , dass man 
nur in einer einzigen, ein für allemal bestimmten Ebene zu 
zeichnen hat und dass von Operationen im Raum nur das Ziehen 
von geraden Linien und das Abmessen von Punktabständen 
(mittelst Stechzirkel oder Masstab) verbleibt. 

Bei dieser Reduction kommt die Hilfsautgabe der Bestimmung 
des Schnittpunktes einer Geraden mit einer Ebene fortgesetzt zur 
Anwendung. Da sie nach der in § 1 gegebenen Lösung das 
Zeichnen in 4 vei'schiedenen Ebenen erfordert, so erscheint es 
zweckmässig, sich zuerst mit dieser Fundamentalaufgabe zu be- 
fassen. 

Man wird zunächst versuchen , das Anwendungsgebiet der 
etwas umstän(Uichen Construction möglichst einzuschränken. (Da- 
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ZU mag voi^rpifend glei<'li bemerkt wordsn, <iass, auch wenn man 
im yinne der neueren Oonmetrio den Sclinitfpunkt einer Ocraden 
mit einer Ebene als oo ipso gegeben postuiirt, man aufh liier gut 
thun wirrt, das Mass der Forderung mir anf das Notwendigste 
zu beschranken.) In dieser Hinsicht lässt sich nun leicht zeigen, 
dass OS nur erforderlich ist, die Schnittpunkte der Strahlen irgend 
einen StrahletAündels mit einer einzigen Ebene Aurcix Hie hcwusste 
Constniction (bezw, durch Postulat) zu bostimnion; für jede an- 
dere Gerade und Ebene ci^ibf sich dann der Schnittpunkt durch 
eine einfache LineiwonslrurMon. Bezeichnen wir das Centrum 
jenes Strahlen bündeis als Hauptpunkt, die Strahlen als Haupt- 
strahlen, ferner jene einzige Ebene als Hauplehefie , so gestalten 
sich die betrefifenden Linienconstructionen wie folgt : 

Um den Schnittpunkt iS einer beliebigen Geraden ^if (vergl. 
Fig. 2) mit der Hauptehene P zu finden , zieht man nach zwei 
beliebigen Punkten A, B der Ge- 
raden Strahlen vom Hauptpunkt 0, 
bestimmt deren Schnittpunkte a,h 
mit der Haupfebene: so schneidet 
die Verbindungslinie ah die ge- 
gebene Gerade in dem gesuchten 
Spurpunkt S. 

Um ferner (vergl. Kig. 2} den 
Schnittpunkt feiner Geraden AB 
mit einer beliebigen, durch drei Punkte C, D, K bestimmten 
Ebene zu finden, zieht man nach <len fünf Punkten A, B, C, D, 
E Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte a, b, c, d, e 
mit der Hauptehene. Schneidet dann die Linie ab den Umfang 
des Dreie(^ks cde in /und */, und zieht man 0/"und Og, welche 
die entsprechenden Seiten des Dreiecks CDE \n F und G 
schneiden, so erJiält man im S<'hnittpunkt der Linie FG mit der 
Geraden A B den gesuchten Punkt T. 

Hiernach bleibt die Anwendimg der in § 1 besprochenen 
Constniction nur auf die Schnittpunkte von Hauptstrahlen mit 
der Hauptebene beschränkt. — Man wird also weiter bestrebt 
sein, {die p^nannte Constniction in dieser Begrenzung so zu 
raodificiren, dass nur in der Hauptebene gezeichnet zu werden 



Fig. 2. 
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braucht und im Kaum nur Linien zu ziehen und Punktabstände 
zu messen sind. 

Zunächst lässt sich die Euklidische Lösung der Hilfsaufgabe 
— von einem Punkt eine Senkrechte auf eine Ebene P zu 
fällen — folgendermassen modificiren: Man verbindet (vergl. 
Fig. 3) den Punkt mit drei 
beliebigen Punkten p, q, r der 
Ebene P und klappt die zwei 
Dreiecke p q und p r in 
die Ebene um, indem man die 
Abstände pO, qO, rO abmisst /^^-^vr^-::-'-'-^^^ 
und aus|>, q, r mit den betref- 
fenden Abständen Kreisbögen ^^' ^' 
in der Ebene P beschreibt, vrelche sich in Di und Cs schneiden. 
Fällt man dann von Di und Dj auf pq und pr Senkrechte, 
welche sich in (o schneiden, so ist Ow die verlangte Senkrechte. 

Hat man nun den Schnittpunkt irgend eines Haupt«trahles 
OA mit der Hauptebene zu bestimmen, so fällt man ausser der 
ein für allemal bestimmten Senkrechten Oft) nach demselben Ver- 
fahren auch noch vom Punkt Ä die Senkrechte Äa auf die 
Hauptebene. Zieht man dann <oa, so schneidet diese den Haupt- 
strahl 0^ im gesuchten Schnittpunkt a. 

Nach diesen Vorbereitungen hält es nunmehr nicht schwer, 
allgemein bei jeder Euklidischen Raumconstruction die in allen 
möglichen Ebenen sich bewegenden planimetrischen Operationen 
in eine einzige Ebene zu übertragen. Es geschieht dies mittelst 
des Umklappungsverfahrens. Als Constructionsebene dient wieder 
die Hauptebene: 

Die Ebene im Raum, in der eine planimetrische Operation 
auszuführen sei, sei bestimmt durch die drei Punkte -4, B, C 
(vergl. Fig. 4). um zunächst die Spurlinie der Ebene zu er- 
halten, bestimmt man die Spui-punkte der Linien AB, BC, CA 
auf die oben (S. 45, Mitte) angegebene Weise: Zieht man nach 
A, B, C Hauptstrahlen und bestimmt deren Schnittpunkte a, b, 
c mit der Hauptebene, so schneiden sich ab und AB, bc und 
BC, ca und CA in den drei Spurpunkten S,T,Ü, welche in 
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einer Geraden liegen, nämlich in der Spurgeraden der Ebene 
ABC. Man kann nun die U m klappung ?l 93 S des Dreiecks ABC 
um diese Spurgerade zeichnen, indem man die Strecken SA, 
SB, ÜA, UC abmisst, 
aus S imi SA und aus 
U mit ÜA Kreisbögen 
beschreibt, die sich in 2( 
schneiden, endlich auf 
Ä?l und J7?( die Strecken 
553 = SB und U^ = 
UC aufträgt. Die übri- 
gen Punkte der Drei- 
ecksebene, die bei der 
auszuführenden Con- 
struction ins Spiel kom- 
men, z. B. X, werden dann in die Umklappung übertragen, in- 
dem man XB und XC zieht, welche die Spurgerade in Y und 
W schneiden mögen, ferner FSB und TF(£ zieht, welche sich 
in X schneiden. Vollzieht man sodann die verlangte planimetrischo 
Construction in der Hauptebene, so hat man schliesslich die re- 
sultirenden neuen Punkte auf umgekehrtem Wege aus der Un>- 
klappung in den Raum zu übertragen. Ist also X ein resultiren- 
der Punkt in der ümklappung, so zieht man XS und 3£@i, welche 
die Spurgerade in V und W schneiden, zieht ferner VB und 
WC, welche sich im Raumpunkt X schneiden. 

Hiemit ist nun bewiesen, dass die consirucMven Postuliäe 
Euklids reducirt werdeti können auf die folgenden einfacheren: 
Es sei mö(jlich, 

1) im Baum Punkte durch Linien zu verbinden, die Lin/iefi 
beliebig zu verlängern und Strecken auf ihnen abzumessefi. 

J2) in einer einzigen Ebene Kreise zu beschreiben. 

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass der 
Versuch, die Operationen der Euklidischen Geometrie auf die Be- 
nützung einer einzigen Constructionsebeno zu reduciren, schon 
bei dem Schnittpunktproblem ganz von selbst auf den Begriff der 
y.Prqjection** geführt hat, insofeme man das Hauptstrahlenbündel 
als projicirendes Strahlenbündel, die Hauptebene als Projections- 
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d>ene auffassen und also z. B. in Fig. 2 Dreieck cde als Pro- 
jection von Dreieck CDE betrachten kann. Hier ergibt sich 
also der Begriff der Protection -direct aus der Aufgabe, die 
ideellen Baumconstructionen praktisch zu verwirklichen, ganz unab- 
hängig vom Sehpro(5ess, aus dessen mathematischer Abstraction 
jener Begriff' in der Regel abgeleitet wird. 



§ 3. Weitere Reduction mit Hiife des Schnitt-Puoictpostuiates. 

Methode der cotirten Projectionen. 

Die Constructionen auf noch einfachere Operationen im Raum 
als das Ziehen von geraden Linien und das Abmessen von Strecken 
zurückzuführen, ist, wie wir sehen werden, nicht möglich, solange 
wir an den Euklidischen Postulaten festhalten ; es kann aber er- 
möglicht werden durch Annahme des Schnittpunktposiulates, 

Der nächste Schritt zur weiteren Reduction würde der Ver- 
such sein, das Ziehen von Goraden und Abmessen von Strecken 
im Raum atisöxhliessUch auj Eauptstrdhlen zu beschränken. Be- 
zeichnet man den Abstand eines Punktes von seiner Projection 
als seine ,yCote'\ (unter Verallgemeinerung des mit dieser Be- 
zeichnung gewöhnlich verbundenen Begriffs), so kommen bei dem 
Abmessen offenbar bloss Goten in Betracht; denn die Länge 
einer beliebigen auf einem Hauptstrahl liegenden Strecke ergibt 
sich als Differenz der Goten ihrer Endpunkte. 

Mustert man nun die im vorigen Paragraphen besprochenen 
Gonstructionen, so scheinen sich dieselben in der That leicht der- 
ai't modificiren zu la,ssen, dass von Operationen im Raum nur 
das Ziehen von Hauptstrahlen und das Abmessen bezw. Auftragen 
von Goten ziu* Anwendung kommt. Die Modification besteht 
darin, dass man das Ziehen von anderen Raumgeraden und das 
Abmessen von Raumstrecken in den Umklappungen ilu*er pro- 
jicirenden Ebenen vornimmt. 

Was zuei*st die Bestimmung des Schnittpunkts einer Geraden 
mit einer beliebigen Ebene anlangt (vergl. Pig. 2, S.6), so waren, 
um den Schnittpunkt T zu gewinnen, im Raum die Linien CE, 
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DJS, FQ ZU ziehen. Dies kann nun dadurch umgangen werden, 
dass man sich zuei*st die Cotenlängen fF und gG ermittelt, in- 
dem man die projieirenden Dreiecke ceO und deO umklappt, (man 
misst z. B. die Goten cO, cC, eO, eE ab, setzt daraus die Um- 
klappnng von Dreieck ceO samt der Linie GE zusammen, zeichnet 
die Linie fO mit Schnittpunkt F ein und misst fF ab). Sind 
die Längen von fF und gG gefunden, so ist es weiterhin leicht, 
die Umklappung der projieirenden Ebene abO mit sämtlichen in 
ihr liegenden Linien zu zeichnen, wodurch man die Projection / 
sowie die Länge der Cote tT des gesuchten Schnittpunktes ge- 
winnt. Schliesslich erhält man dann den Punkt T im Raum, 
indem man den Hauptstrahl Ot zieht und auf ihm die Cote tT 
aufträgt. 

In ähnlicher Weise lässt sich die ((hirch Fig. 4, S. 8) illustrirte 
Lösung der Aufgabe moditiciren : ein beliebig im Baum liegendes 
Dreieck ABC in die Hauptebene umzuklappen und umgekehrt 
einen Punkt 3E der ümklappung in den Baum zu übertragen. 
Um zunächst die Spiugerade SU zu finden, klappt man das pro- 
jicirende Dreieck abO samt den Punkten A und B um, alsdann 
ergibt sich Punkt S als Schnittpunkt der Linie ah mit der Um- 
klappung von AB. Analog bestimmt sich U mittelst Umklappung 
des Dreiecks acO. Da diese zwei Umklappungen zugleich die 
wahren Längen von SA und SB, TIA und ÜC enthalten, so kann 
nunmehr die Umklappung 3l8i£ des Dreiecks ABC sofort ge- 
zeichnet werden. Um weiter den Baumpunkt X aus seiner Um- 
klappung 3t' zu erhalten, bestimmt man zuerst die Projection rr, 
indem man X© und IS zieht, welche die Spurgerade in V und 
W schneiden, dann Vh und Wc zieht, die sich in x schneiden. 
£ndlich bestimmt man die Cotenlänge xX^ indem man das pro- 
jicirende Dreieck xcO umklappt, in der Umklappung Punkt 6' 
einträgt und WC zieht, welche von der Umklappung von xO die 
gesuchte Cotenlänge abschneidet. Punkt X im Raum ergil)t 
sich dann durch Auftragen der Cote xX auf dem Hauptsti-ahl Ox. 

Man beachte bei diesen Modificationen wohl, dass, während 
es sich vorher nur um ein Ahmessen von Strecken im Kaum 
handelte, nunmehi- auch (his Aujtrageji von Strecken auf Haupt- 
strahlen ins Spiel kommt. 

4 
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Nun darf aber nicht vergessen werden, dass in allen diesen 
Construotionen noch die vorherige Bestimmung der Projectionen 
der einzelnen Raumpunkte, also die Bestimmung der Schnittpunkte 
von Hauptstnüilen mit der Hauptebene steckt. Die Lösung dieser 
letzteren Aufgabe aber, wie sie im vorigen Paragraphen gegeben 
wurde (vergl. Fig. 3, S. 7), lässt sich in keiner Weise auf das blosse 
Ziehen von Hauptstrahlen und Abmessen von Goten zurückführen. 
Wir kommen also zu dem Schluss, dass die versuchte Reduction 
n\vht möglich ist, solange man an den Euklidischen Postulaten 
festhält, dass sie aber möglich wird, sobald man das Postulat der 
neueren Geometrie für Hauptstrahlen und Hauptebene adoptirt. 

So gelangt man dazu, die folgenden neuen Postulate betreffs 
der im Raum zu vollziehenden Operationen aufzustellen : 

Es sei möglich, von einem festen Punkt (Hauptpunkt) einen 
Strahl nach jedem Punkt des Raumes zu ziehen, dessen S(4initt- 
punkt mit einer festen Ebene (Hauptebene) zu bestimmen und 
auf ihm eine Strecke abzumessen und aufzutragen. 

Odei' anders ausgedrückt: 

Für jeden Punkl des Raumes sei dessen auf ein gegeheties 
Projectionssystem bezogene Projection he^sHmmhar und seine Cote 
ahmessbar und aufiragbar. 

Damit sind wir nun zu der darstellend-geometrischen „Me- 
thode der cotirten Projectionen^^ gelangt. 

Bei der praktischen Verwertung der Methode wird der Haupt- 
punkt odcM* das Projcctionscentrura am bequemsten im Unendlichen 
in zur Hauptobene senkrechter Richtung angenommen, wodurch 
sich die vorbesprochenen Fundamentalconstructionen principiell 
nicht ändern, wohl aber erheblich vereinfachen. 

Auch die axonometrische Constructionsmethode kann in ge- 
wissem Sinn unter denselben Gesichtspunkt untergeordnet werden. 



§ 4. Di6 Methode der doppelten Projection. 

Bei der zuletzt vorgenommenen Reduction blieb als Restbe- 
stand von Operationen im Raum 1) das Ziehen von Strahlen in 
einem bestimmten Strahlenbündel, 2) das Abgreifen und Auftragen 
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von Massen auf diesen Strahlen. Das zweite ist jedenfalls eine 
weniger einfache Operation als das erste. Man kann daher ver- 
suchen, die Constructionen noch weiter zu modificiren dadurch, 
dass man die zweite Operation in We^all bringt -und an ihre 
Stelle eine zweite Auflage der ersten Opei-ation treten lässt. 

Man wird also neben dem aus Hauptstrahlenbundel und 
Hauptebene bestehenden ersten Projedionssystem noch ein zweites 
Hauptstrahlenbündel einführen, welches mit einer zweiten Haupt- 
ebene ein zweites Projecfionssysfem bildet. Der Einfachheit halber 
kann man (vergl. Fig. 5) den zweiten Hauptpunkt 0' in der ersten 
Hauptebene P annehmen und die zweite Hauptebene P durch 
den ersten Hauptpunkt legen. 

Die gegenseitige Lage der Hauptebenen und Hauptpunkte 
mag man sich etwa dadurch bestimmt denken, dass die genioin- 
schaftliche Schnittkante g der Hauptebenen (Grundschnüt), (h}v 
von ihnen gebildete Winkel w, und in jeder Hauptebene dei' be- 
treffende Hauptpunkt gegeben sei. Es ist alsdann leicht, die Ent- 
fernung 00' der zwei Hauptpunkte zu bestimmen. Fällt man 

nämlich (vergl. Fig. 5) in P von die 
Senkrechte Om auf g und errichtet in P 
ii^Ox<ßr' \ auf ^ im Punkt m eine Senkrechte, welche 

|\ YtjJ^x^ \ die durch 0' mit g gezogene Pa- 

f^ \\ ^^v' / rallelen in n schneidet , so enthält 

Dreieck Omn bei m den Winkel w, Dreieck 
OnO' ist bei n rechtwinklig; beide Dreiecke 
^^^' ^' können also in wahrer Gestalt gezeichnet 

werden, wodui'c^h sich die Länge von 00' ergibt. 

Es ist noch daran zu erinnern, dass gemäss den Er(')rterungen 
in § 2 für die zweite Hauptebene nicht das Schnittpunktpostulat 
vorauszusetzen ist. In der Tliat erkennt man (vergl. Fig. ö), dass 
wenn a und a* die beiden Projectionen eines Riuimpunktes A 
sind, die Linien Oa* und O'a sich in einem Punkt j) des (Jrund- 
sclmitts g schneiden müssen. Ist also in <\oy ersten Hauptebene 
die Projection a vermöge des Schnittpunktpostulates bestimmt, 
so findet sich die zweite Projection a* dadurch, dass man OUi bis 
zum Schnitt p mit g zieht, dann Op zieht, welche von 0*A in 
a' geschnitten wird. 

4* 
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Die bei der Methode der cotirten Projectionen erforderliche 
Operation des Abmessens und Auftragens von Goten im Raum 
kann nunmehr auf folgende Weise umgangen werden: 

1) Ist (vergl. Fig. 5) die Länge der Cote aÄ abzumessen, 
so bestimmt man auch noch die zweite Projection a' des Punktes 
A auf die oben angegebene Weise. Hierauf kann man (mittelst 
der abgemessenen Strecke p und der ein für allemal be- 
stimmten 00) das Dreieck O'pO in die ei-ste Hauptebene um- 
klappen, in der Umklappung Punkt a' eintragen, O'a' und Oa 
mit Schnittpunkt A einzeichnen und die umgeklappte Cotenlänge 
uA abmessen. 

2) Ist umgekehrt der Raumpunkt A mittelst Auftragens der 
Cote aA auf dem Hauptstrahl Oa zu bestimmen, so zieht man 
O'a bis p und pO. Hierauf khippt man Dreieck O'pO in die 
erste Hauptebene um, zieht in der ümklappung Oa, trägt auf ihr 
aA gleich der gegebenen Cote auf und zieht O'A bis a'. Ueber- 
trägt man dann Punkt a* aus der Umklappung auf die Linie Op 
in (1(M- zweiten Hauptobeno, so bestimmt sich der Punkt A im 
Raum als Schnittpunkt der zwei Hauptstrahlen Oa und 0*a\ 

Man bemerke, dass die Functionen der zwei Hauptebenen 
nicht gleichwertig sind. Während die mit dem Schnittpunktpostulat 
behaftete ei-ste Hauptebene als die eigentli(*he Constructionsebene 
fungirt^ beschränken sich die Operationen in der zweiten Haupt- 
ebene lediglich auf das Ziehen von Strahlen durch und 
das Abmessen, bezw. Auftragen von Strecken (Coten) auf ihnen. 
Es erscheinen also die vorher im Raum vollzogenen Abmessungs- 
operationen nunmehr in die zweite Hauptebene verlegt. — Übrigens 
können die Rollen der zwei Hauptebenen selbst veretänd lieh be- 
liebig getauscht werden. 

Wir sind mit diesem Verfahren zu der darstellend-geome- 
trischen j, Methode der doppelten Projection^* gelangt. 

Bei der praktischen Verwertung der Methode können zum 
Zweck der Vereinfachung der Constructionen die zwei Hauptpunkte 
im Unendlichen in zum (frundschnitt senkrechter Richtung ange- 
nommen und kann der Winkel w der zwei Hauptebenen gleich 
90^ g(^wälilt werden. Man hat dann die „Grfind- und Au/riss- 
Methode*" von Monge. 



6. Hanck, Conatroctive Postalate der Baumgeometrie. 53 

§ 5. Die AufTassungsweise der Darstellenden Geometrie. 

Es ist schliesslich auf einen wesentlichen Unterschied zwischen 
unserer seitherigen Betrachtungsweise und der gewöhnlichen An- 
schauungsweise der Darstellenden Geometrie aufmerksam zu 
machen, wodurch die an das Schnittpunktpostulat sich knüpfenden 
Schwierigkeiten aufgehoben werden. 

Die Euklidische Geometrie geht von der Vorstellung aus, 
dass die Punkte im Raum in ihrer gegenseitigen Lage unmittel- 
bar gegeben seien, und schliesst ihre ideellen Constructionen an 
die Raumpunkte direkt an. Indem wir von dieser Auffassung 
unseren Ausgang nahmen, mussten wir bei unseren Versuchen, 
jene ideellen Constructionen durch Uebertragung auf eine einzige 
Constructionsebene zu realisiren, die im Baum gegebenen Punkte 
erst in Beziehung zur Constructionsebene setzen dadurch, dass 
wir ihre Projectionen bestimmten. 

Nun können wir aber diese Vorstellungsfolge auch umkehren, in- 
dem wir uns nicht die Punkte im Kaum, sondern ihre Projectionen 
und Coten (bezw. doppelten Projectionen) ursprünglich gegeben 
denken, so dass also die Punkte im Raum nicht unmittelbar, 
sondern mittelbar durch jene Bestimmungselemente gegeben er- 
scheinen. An Stelle der an die Raumpunkte anknüpfenden ideellen 
Forderung der Bestimmung der Projectionen und Coten tritt dann 
die ideelle Aufgabe, umgekehrt aus den gegebenen Projectionen 
und Coten (bezw. doppelten Projectionen) die Lage der Punkte 
im Raum zn ermitteln, bezw. sich in der inneren Vorstellung zu 
vergegenwärtigen. 

Dies ist nun in der That die gewöhnliche Auffassungsweise 
der Darstellefidefi Geometrie. Durch sie kommen die Bedenken, 
die sich gegen die Annahme des Schnittpunktpostulates für die 
Constructionsebene erheben lassen, in Wegfall. Denn die Frage, 
wie denn nun eigentlich die Projection eines im Raum gegebenen 
Punktes praktisch bestimmt werden soll, wird dadurch gegen- 
standslos. 

Berlin^ den 5. August 1892. 



Historische Studie Ober die organische Erzeugung ebener 
Curven von den ältesten Zeiten bis zum Ende des acht- 
zehnten Jahrhunderts. 

Von A. V. Braunmüh 1 in München. 

Wenn ich es hier vereiiche eine kurze Skizze der Bestreb- 
ungen zu entwerfen , die seit Entstehung unserer geometrischen 
Wissenschaften darauf gerichtet waren, coniplicirtere Linien als 
die Gerade und den Kreis auf organischem Wege zu erzeugen, 
so kann es weniger meine Absicht sein, Vollständigkeit in der 
Aufzählung der hiezu erfundenen Instrumente zu erreichen oder 
gar eine eingehende Beschreibung und Kritik derselben von mecha- 
nischem Standpunkte aus zu geb^n, als vielmehr diejenigen Mo- 
mente in den einzelnen Entwicklungsepochen der Geometrie klar- 
zulegen , aus denen das Bedürfnis nach solchen Mitteln hervor- 
ging. Dabei habe ich meine Untersuchung bis gegen Endo des 
18. Jahrhunderts fortgeführt, weil bis dahin alle Vorbereitungen 
getroffen waren, um eine systematische Begründung der geometrischen 
Bewegungslehre zu ermöglichen , die man heute in dem Namen 
Phoronomie zusammen fasst. 

Unsere Kenntnis von den geometrischen Bestrebungen der 
Culturvölker beginnt ungefalir im siebenten Jahrhundert vor 
Chr. mit dem Auftreten des griechischen Weisen Thaies^ dem 
Gründer der jonischen Schule. Allein die Kenntnisse dieser 
Schule, soweit sie sich aus den spärlichen Nachrichten ersehen 
lassen , die auf uns gekommen sind , müssen noch als sehr pri- 
mitiv bezeichnet werden, und fanden ihre weitere Ausbildung 
erst in der italischen Schule, deren Gründer Fythagoras war 
(569—468). 
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Obgleich uns nur wenige Naraen von hervorragenden Männern 
aus jener Zeit bekannt sind, die zur Förderung unserer Wissen- 
schaft beitrugen, so tritt doch der Charakter der letzteren bereits 
mit grosser Deutlichkeit hervor, denn die mathematischen Kräfte 
centralisirten sich damals bereits auf die Lösung dreier Probleme, 
die auch in der Folge die hervorragendsten Geister des ganzen 
Altertums beschäftigten, und die Erweckung und Ausbreitung 
der verschiedensten Gedanken im Gefolge hatten. Es sind dies 
das sogenannte delische Problem, nämlich die Aufgabe einen 
Würfel zu construiren, der doppelt so gross ist als ein gegebener, 
dann das Problem, einen Winkel in drei oder mehr gleiche Teile 
zu teilen und endlich die Quadratur des Zirkels. 

Die intensive Beschäftigung mit diesen drei Problemen, 
welche allen Versuchen einer Auflösung mittelst Zirkel und Lineal 
beharrlichen Widerstand entgegensetzten, war es, die den scharf- 
sinnigen Mathematikern des Altertumes den Gedanken an die 
Erzeugung complicirterer Curven nahelegte, mit deren Hilfe die 
Lösung dieser Aufgaben gelingen sollte und auch mehr oder 
weniger gelang. Das erste Problem, dessen sagenhaften Ursprung*) 
wir übergehen, wurde, nachdem es Hippokrates von Chios (um 450) 
auf die Aufgabe zurückgeführt hatte : zu zwei gegebenen Strecken 
zwei mittlere Proportionalen zu construiren, von PlcUo mittelst 
eines Instrumentes gelöst, das jedoch nur ein unsicheres Heraus- 
probiren der gesuchten Lösung ermöglichte. Diese von dem 
Commentator Eutokius von Askalon**) stammende Nachricht (der 
auch Piatos Instrument abbildet) gibt wohl zum erstenmal Kunde 
von einem Instrumente zur Lösung geometrischer Aufgaben und 
verdient deshalb hier wenigstens erwähnt zu werden, obgleich das- 
selbe nicht zur Erzeugung einer Curve verwendet wurde. 

Mit dieser empirischen Ijösung nicht; zufrieden, suchten Plato^s 
Schüler nach neuen Mitteln, um die schwierige Aufgabe zu be- 
wältigen und fanden sie auch bald in den Kegelschnitten, deren 
Entdeckung wahrscheinlich dem Menächmus oder dem fast gleich- 



*) Vgl. M. Cantor: Euklid u. sein Jahrhundert. Zeitschr. f. Math. u. 
Phys. Jhrg. 12. SuppL, pg. 18. ' 

**) Eutocü Ascalonitae in Archimedis libros de sphaera et cylindro atquo 
ailos quosdam Commentaria. Basiloao 1542. pg. 15. 
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zeitigen Aristaeus, (im 5. Jahrhundert) der 5 Bücher über die 
Kegelschnitte schrieb, zuzuerkennen ist. Menächmus löste das 
delische Problem auf zwei Arten, indem er einmal zwei Parabeln 
und dann eine Parabel und eine Hyperbel verwendete, und da 
diese Methoden nur dann praktisch angewendet werden konnten, 
wenn Instrumente erfunden w^aren, welche eine mechanische Er- 
zeugung dieser Curven gestatteten, so werden wir kaum fehlgreifen, 
wenn wir die Erfindung der ersten Kegelschnittzeichner bereits 
in die Zeit des Menächmus verweisen. In der That bemerkt auch 
Eratosthenes an einer Stelle, dass Menächmus zur Construction 
seiner Curven Instrumente gebraucht habe, über deren Beschaffen- 
heit er aber leider nichts verrät*). 

Zur Behandlung des zweiten Problems, der sogenannten Tri- 
section des Winkels, wurde, wie Proklus in. seinem Commentar 
zum Euklid angibt, von Hippias^ einem Zeitgenossen des Sokrates, 
eine transcendente Curve erfunden, die auch Dinostratus, der 
Bruder des Menächmus, sowohl auf dieses Problem, als auch zur 
Quadratur des Kreises anwandte. Von letzterer Verwendung er- 
hielt sie den Namen Quadratrix des Dinostratus. Dass die Alten 
auch diese neue Curve, wie es wahrscheinlich ist, mechanisch er- 
zeugten, darüber findet sich allerdings in der Literatur keine 
Spur, dagegen wurde man durch die Neuerfindung dieser und 
ähnlicher krummer Linien zu der bekannten Einteilung derselben 
in Classen**) geführt, indem man die Gerade und den Kreis als 
„ebene örter", die Kegelschnitte als „körperliche örter'^ und 
die übrigen Curven als „lineare örter*' bezeichnete, welch letztere 
man auch nach ihrer Erzeugung „mechanische'' nannte. Diese 
Einteilung der örter findet sich vorzugsweise auch in jenen 
Schriften wieder, welche zur Zeit der Glanzperiode der griechischen 
Mathematik verfasst wurden, die mit der Gründung der Alexan- 
drinischen Schule durch Ptolemäus Lagi begann und die Heroen 

*) Eutokius 1. c. p. 22. führt einon Brief des Emtosthenes an den König 
gtolemaeus von Aegypten an, in welchem jener sagt: „Accidit enim omnibus 
his (Bearbeitern des Problems) dcscripsisse demonstrative, verum non posse, 
quae invenerunt, manu effieero, et in usum deducere, praeterquam in brevitate 
Menaechmi: et haec difficulter." 

••) Vgl. z. B. Newton: Arithmetica universalis Lugduni 1732 pg. 212, 
und Chasles, Geschichte der Geometrie d. v. Sohncke, Halle 1839. pg. 2. 
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der Mathematik des Altertumes, Euklid, Archimedes, ApoUonius 
und andere hervorbrachte. Aber leider haben wir gerade aus 
dieser an geistiger Arbeit so reichen Epoche nur einen Bericht 
über eine instrumentale Erzeugung einer Curve überkommen, 
nämlich der sogenannten Conchoide oder Muschellinie des Niko- 
medes. Dieser Mathematiker, der im 2. Jahrhundort vor Christus 
lebte, nahm das delische Problem abermals in Angriff und gab 
eine Construction desselben an, die uns Pappus*) und Eutokius 
überliefert haben, und welche die Lösung der Aufgabe erforderte, 
durch einen festen Punkt eine Gerade so zu legen, dass das von 
ihr durch zwei feste Linien abgeschnittene Stück eine gegebene 
Länge hat. Hiezu durfte man nur den Ort bestimmen, den der 
eine Endpunkt jenes constanten Stückes beschreibt, wenn der 
andere die eine der beiden festen Linien durchläuft, während die 
Gerade sich um den festen Punkt dreht. Die durch den beweg- 
lichen Endpunkt erzeugte Curve war jene Conchoide. Nikomedes 
hat zu ihrer Construction ein Instrument erfunden, dessen Zusammen- 
setzung aus der nebenstehenden 
Fig. L ohne weiteres ersichtlich 
sein wird, die wir aus des Euto- 
kius Common tar pag. 24 ent- 
nehmen**). Welch vielfache Ver- 
Wendung diese leicht und sicher 
zu erzeugende Curve später noch 
fand , werden wir weiter unten 
sehen, und bemerken hier nur, 
dass sie Nikomedes auch zur 
Lösung der Trisection des Winkels 
verwendete, eine Lösung, die zwar nicht erhalten ist, aber leicht 
reconstruirt werden kann***). 




Fig. 1. 



•) Pappi Alexandrini collectiones mathematicae. Ed. Ck)mman(linus. 
Venetiis 1588. üb. 3. pg. 5, ferner üb. IV. pg. 55. — Eutokius 1. c. pg. 24. 

**) Das von Nikomedes verfasste, leider verlorene Buch heisst itepl xo^- 
'It'.lmw Ypttii-jJ^Mv. M. Curtzo hat in soinon Reüquiae Coppemioanae, Zeitschr. 
f. Math. u. Phys. Bd. 29. die vei-schiedenen Stellen gesammelt, welche sich 
über die Conchoiden in den uns überüeferten Schriften der Alten finden. 

***) Vgl. Cantor: Vorlesungen über Geschichte d. Mathematik, Ijoipzig 1880, 
L pg. 305. 
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Im Anschluss hieran erwähnen wir noch die Erfindung der 
Cissoide oder Epheulinie durch Diokles^ der ebenfalls im 2. Jahr- 
hundert vor Christus lebte und mittelst dieser Curve das delische 
Problem löste. Doch wissen wir nicht, ob er eine mechanische 
Erzeugung der Curve gekannt hat, die erste uns überlieferte 
rührt von Newton her, worauf wir noch näher zu sprechen kommen. 

Verfolgen wir die spärlichen Nachrichten, die von den späteren 
geometrischen Arbeiten der Griechen auf uns gekommen sind, 
so finden wir erst um die Mitte des 5. Jahrhunderts nach Chr. 
wieder eine interessante Notiz in den Commentaren, die ProMus 
(410 — 485), Vorsteher der platonischen Schule in Athen, zu Eu- 
klids Werken geschrieben. Dieser gibt nämlich die mecha- 
nische Erzeugung der Ellipse durch die Bewegung eines Punktes 
einer Geraden an, deren Endpunkte auf zwei Schenkeln eines 
Winkels hingleiten.*) Bei der praktischen Verwendung, die die 
Griechen ihren geometrischen Erfindungen gaben, ist es wohl 
kaum zu bezweifeln, dass des Proklus Gedauke auch mechanisch 
ausgeführt wurde. Somit müssen wir ihm die Erfindung jenes 
Principes für Kegelschnittzeichner zuschreiben, auf welchem bis 
in die neueste Zeit herein unzählige Instrumente beruhen, die 
sich nur durch die technische Ausführung unterscheiden. 

An Proklus* Ellipsenerzeugung schliesst sich die Erfindung 
eines Instrumentes zur mechanischen Beschreibung der Parabel an, 
das von Isidorus von Milet, einem Philosophen derselben Schule, her- 
rührt und von seinem Erfinderebenfalls zur Lösung der delischen 
Aufgabe verwendet wurde. Der schon wiederholt erwähnte Eu- 
tokius, ein Schüler des Isidorus, der diese Nachricht überliefert 
hat, gibt nur an, dass das betrefifende Instrument die Gestalt des 
griechischen X besessen habe**). 

Das ist die geringe Ausbeute, die wir für unseren Zweck 
aus dem Vermächtnis der griechischen Mathematiker auffinden 
konnten. Mit der Verbrennung jener berühmten Bibliothek in 
Alexandria, der Metropole griechischer Bildung, durch den ara- 



*) Prodi Diadochi in primum Euclidis elementorum libruni Cornmontarii 
Ed. Friedlein. Leipz. 1873 pg. 106. 

*•) Dies erwähnt Eutokius bei Gelegenheit der Ausführung der Construction 
dos Menächmus für die Würfel Verdoppelung 1. c. pg. 21. 
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bischen Chalifen Omar im Jahre 640 nach Chr erlag die Cultur 
des Altertums dem Verhängnis, um nach kurzer Zeit gerade 
wieder in dem Volke zu neuer Blüte zu gelangen, von dessen 
Barbarei sie vernichtet worden war. Denn kaum hundert Jahre 
nach der Gründung des arabischen Weltreiches lindon wir die 
Wissenschaften unter den Abbasiden in hohem Aufschwung, und 
namentlich war es die Mathematik, die die Araber, teils von den 
Indern , teils von den Griechen überkommen , wenn auch mit 
wenig selbständigen Ideen bereichert, doch mit grossem Fleisse 
und Sachkenntnis der Nachwelt überliefert haben. 

Auch in der arabischen Literatur treten wieder die drei 
berühmten Probleme der Griechen in den Vordergrund , und es 
sind uns verschiedene Lösungen derselben durch arabische Mathe- 
matiker aus dem 11 . Jahrhundert nach Chr. bekannt; dazukommt 
aber noch, dass die Araber die Lösung der gesamten Gleichungen 
dritten und einiger vierten Grades mittelst der Kegelschnitte 
gaben, Untersuchungen, die uns erst in den letzten Decennien 
namentlich durch Franz Wöpcke bekannt geworden sind. Was 
die instrumentale Erzeugung der Curven anlangt, so ist uns aus 
der arabischen Literatur zunächst die sogenannte Gärtner-Con- 
struction der Ellipse mittelst einer in den beiden Brennpunkten 
befestigten und durch den beschreibenden Stift gespannten Schnur 
bekannt, die von dem jüngsten der drei Brüder Mohammed, Ahmed 
und Alhctsan, den Söhnen des Musa Jbn Schakir, eines einfluss- 
reichen Mannes am Hofe des Chalifen Almamun (regierte 813 bis 
833) stammt*) 

Ausserdem hat uns Wöpcke, der ausgezeichnete, leider zu 
früh verstorbene Kenner der mathematischen Literatur der Araber 
mit drei Abhandlungen über einen allgemeinen Kegelschnittzirkel 
(compas parfait) bekannt gemacht, die bezüglich aus dem 10., 11., 
und 12. Jahrhundert von den Arabern Ahmed Jbn Mohammed 
Jbn Abdel DjelU es-Sidjzi, Abou Sehl Ouidjen Jbn Ouestem eh 
Kouhi und Mohammed Jbn Hocein stammen.**) In der im 

•) Vgl. M. Oantor. Vorl. ü. G. d. M. Bd. I. pg. 629 und Woepcko, Jour- 
nal asiatique 1855. pg. 223. 

**) Trois traitos Arabos sur lo compas parfait, publios ot traduits par 
Fr. Woopcke. Noticos et extiuit» dos manuscrits de la Bibliotheque national ot 
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Manuscript voranstehonden Abhandlung des letzten der drei Ma- 
thematiker findet sich die Abbil- 
dung dos Instrumentes, die wir 
in Fig. 2 wiedergeben. Dieses 
Instrument verdankt seine Ent- 
stehung der von den Arabern 
schon frühzeitig gemachten Be- 
obachtung, dass die Linien, welche 
der Endpunkt des Schattens eines Ym. 2. 

Gnomons beschreibt, Kegelschnitte sind (vgl. 1. c. pag. 17.) Das 
Instrument gibt also direct die Curve als Schnitt eines Kegels 
mit einer Ebene; es besteht aus einer (in unserer Figur senk- 
rechten) Axe, die unter einem beliebigen Winkel gegen die Zeich- 
nungsebene eingestellt werden kann; auf dieser Axe sitzt eine 
um dieselbe drehbare Hülse auf, die einen Zirkelkopf trägt, um 
welchen ein Zirkelfuss gedreht werden kann, der sich unter be- 
liebigem Winkel gegen die Axe einstellen lässt und ein Röhrchen 
trägt, in welchem ein langer Zeichnungsstift so verschiebbar ist, 
dass derselbe während der Drehung des Instrumentes im Con- 
tacte mit der Zeichenebene erhalten worden kann. Während der 
älteste der drei Autoren, Ahmed Jbn Mohammed, das Instrument 
nur ganz kurz beschreibt, behandeln es die beiden anderen ein- 
gehend und bestimmen in übersichtlicher und klarer Darstellung 
die verschiedenen Stellungen, die die Teile des Instrumentes haben 
müssen, um Gerade, Kreis, Parabel, Ellipse oder Hyperbel zu ver- 
zeichnen. 

Mohammed Jbn el Hocei'n teilt in einer Einleitung zu seiner 
Schrift mit, dass die Alten (ob er darunter die Griechen oder 
Vorfahren eigenen Stammes versteht, lässt sich leider nicht ent- 

autres Bibliotheques. 1874. t. 22. Das hier v(3rÖffciitlichte Manuscript befindet 
sich in der Bibliothek zu Leydon. Nr. 1076. Auf diese wichtige Veröffentlich- 
ung wurde ich durch eine gütige Mitteilung des Herrn M. Cantor aufmerksam 
gemacht. — "NVoepcke gibt als Einleitung zu seiner Übersetzung eine Ableitung 
der Formeln, die zwischen dem öffnungswinkol dos Kegels a, der Neigung 
seiner Axe ß gegen die Schnittebene, der grossen Axe 2a und dem Parameter 
2p des Kegelschnittes bestehen, mittelst des Dandolin'schen Satzes. Diesen 
Satz benützte in neuester Zeit Herr Hildebrandt zur Construction eines Kegel- 
schüittzeichnei's ; vgl. E. Fischer. Dingler polytechn. Journal Bd. 282. pg. 241. 
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scheiden) ein allgemeines Instrument zum Zeichnen der Kegel- 
schnitte erdacht hätten, und dass er in einem Werke des be- 
rühmten Abou'r ßeihän el-Biroumi die Notiz gefunden habe, dass 
Abou Sehl Ouidjen ein solches Instrument angab, dass er aber 
das Werk des letzteren, worin es mitgeteilt sei, nicht habe auf- 
finden können. Deshalb habe er sich selbst an die Erfindung 
eines solchen Apparates gemacht, die ihm auch mit Beihilfe seines 
Herrn des Scheik Abou'l Ma'ali Mou9a Ben Jounos gelungen sei. 
Das fragliche Werk des Abou Sehl ist nun aber gerade unsere zweite 
Abhandlung, die also doch nicht so ganz unauffindbar gewesen 
zu sein scheint ! Dieselbe tibertrifft an Klarheit und Reichhaltig- 
keit die des Hocei'n entschieden, zumal da Anweisungen gegeben 
werden, wie mittelst des Instrumentes Kegelschnitte zu zeichnen 
sind, die gegebenen Bedingungen genügen. 

Das Bedürfnis nach solchen Instrumenten war bei den 
Arabern teils den Anforderungen der Kunst (vgl. 1. c. p. 21), 
teils denen der Wissenschaft entsprungen. So führt Woepcke 
in seinem Werke L'Algöbre d'Omar 1851. pag. 93 einen Mecha- 
nismus an, dessen sich der Mathematiker Jhn Ahdüham zur Con- 
struction eines Archimedischen Problems bediente, das auf die 
Gleichung x* — ex* -|- ^^b = o führt und in AhaVthams Auf- 
fassung die wenn auch unbewusste Construction einer Fusspunkten- 
curve der Parabel verlangt. Ebenso haben die Araber, nach 
Woep(;ke, die Kreisconchoide zu den Problemen dritten Orades 
benützt, deren Kenntnis sie wahrscheinlich schon von den Griechen 
überkamen.*) 

•) Vgl. hierüber auch M. Curtze: Roliquiao Coppornicanao in der Zeitschr. 
f. M. u. Ph. Bd. 19. pg. 449 und 450 und in der von ihm besorg:ten Heraus- 
gabt^ des „Lib«ir trium fratruni", Nova Acta Aoad. Caes. Leopold. Car. germ. 
iiaturae curiosorum. t. 49. 1887 pg. 155. Hier wird die Trisection des Winkels 
mittelst der von Woepcike als „geomeü'ie mobile" bezeichneten Metliodo geleistet. 
Woepcke sagt hierüber: ,,Le proc^de de la geometrie mobile consiste a faire 
pivotor autour du point D une regle, divisee en parties aliquotes du rayon, 
jiLsqu'a ce que le nombre des parties iiiterceptees entre la circoufereuce de cercle 
et le prr3loug<»mcnt de AB soit egal au nombre de ces parties qui com^spond 
ä la longueur du rayon." Die Zeichnung des beschriebenen Ortes würde die 
Kreisconchoide liefern. Dasselbe Verfahren findet sich dann wieder bei Cam- 
panus in seiner Uebersetzung dos Euklid und bei Jordanus Nemorarius im 
13. Jahrhundert, der in seinem „Liber de triangulis" die Construction der drei 
Brüder wörtlich reproduciit. 
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Im Abendland, wo nur allmälig durch gelehrte Mönche die 
Wissenschaft der Araber in den Klöstern Eingang gefunden hatte? 
ohne jedoch in breitere Schichten des Volkes zu dringen, lag die 
Geometrie noch lange Zeit tief darnieder, bis endlich vom J!nde 
des 15. Jahrhunderts ab, teils aus den Reihen der Praktiker*) 
Männer wie Lionardo da Vinci und AlbrecM Dürer auftraten , die 
die geometrischen Wissenschaften förderten, teils Übersetzer und 
Commentatoren, wie Commandinus und der Grieche Maurolykus 
die Geometrie der Griechen wieder aus ihrem tausendjährigen 
Schlafe erweckten , so dass die geometrische Foi-schimg anfangs 
zwar langsame Fortschritte machte, bald aber an Allgemeinheit 
die griechischen Vorbilder übertraf. 

Fassen wir zunächst die beitlen eben genannten grossen 
Künstler ins Auge, so tritt uns Lionardo da Vinci**) (1452 bis 
1519) als der Erfinder des bekannten Ovalwerkes oder der Ellipson- 
drehbank entgegen, die in wenig veränderter Form noch heute 
im Gebrauch ist; Albrecht Dürer aber gibt in seiner „Under- 
weysung der messung mit dem zirkel vn richtscheyt", Nürnberg 
1525, ausser verschiedenen Methoden die Kegelschnitte punkt- 
weise zu construiren, zwei Instrumente zur Zeichnung von Curven 
an. Das eine (Fig. 3) dient zur Zeich- 
nung eiuer von ihm „muschellini" ge- 
nannten Curve 4. Ordnung, „die in man- 
cherley Sachen zu brauchenn ist'**. Das 
in der Figur sichtbare Rädchen wird in 
der horizontal liegenden Rinne, die in 
32 Teile geteilt ist, verschoben, während 
der um die Axe des Rädchens drehbare 
Zeiger längs der in 32 ebenso grosse Teile 
geteilten verticalen geschlitzten Schiene Fig. 3. 




*) Dio (ieuts(;hen Bauhütten des Mittolaltere haben erwiesonorinassen nach 
l)estininiten geometrischen Normen gearbcitot; S. Günther: Zur Oeschichto dtT 
Math, im Mittelalter. Ztsohr. f. M. u. Ph. Bd. 20. Hist. Abtl. pg. 2. 

••) Dass Lionardo da.s Ovalwerk erfand, ergibt sich aus einer Bemerkung 
in der Schrift IiOmazzo\s : Idea de! tempio d(»lla pittura. 1590 pg. 17, wost^lbst 
der Verfasser mit Benifung, auf Melzi, einen Schüler Lionardo's, angibt, dass 
derselbe das Ovalwerk construiii; habe: „Oltre di cio egli ritrovo larte 
dMntornir gli ovali ehe e eosa degna di molta maraviglia. 



A V. Braunmühh Studie über Carvonerzeufrung. 



63 




jedesmal auf dieselbe Nummer eingestellt: wird, auf welcher der Mittel- 
punkt des Rädchens steht ; hiebei markirt die Spitze des Zeigers die 
Punkte der Curve. Das zweite Instrument ist verfertigt „damit 
man an vil end /hoch / nyder/ zur seytten/vfür sich oder hynder 
sich / eyne schlangenlini deuten vn reyssen mag.'^ Die in Fig. 4. 
oi*sichtlichon Stangen können an den ge- 
teilten Rädern (deren Radien sich wie 4 : 
2V'» : K« verhalten) unter beliebigen Winkeln 
eingestellt und ausserdem verlängert oder 
verkürzt werden und lassen sic^h um die Axen 
der Räder nach allen Richtungen bewegen. 
Man erkennt, dass man mit diesem Instru- 
mente je nach Stellung, Bewegung und An- 
zahl der Stangen die verschiedensten cyklischen 
Curven erzeugen kann, als deren Erfinder 
also Dürer gelten niuss.*) So erhält man 
z. B. wenn die beiden mittleren Stangen fest- 
gestellt, und nur die ei'ste und letzte be- Fig. 4. 
weglich gelassen werden, die Punkte einer gewöhnlichen Epicykloide 
mit einer Schleife, sobald man die beiden Arme um gleich viele 
auf den Rädchen abzulesende Grade in 
gleichem Sinne dreht. Diese Epicykloide 
zeichnet Dürer und nennt sie eine „spinnen- 
lini"; ihre Erzeugung durch zwei aufeinander 
rollende Kreise von gleichen Radien kennt 
er jedoch noch nicht. 

Währemi Lionardo und Dürer das 
praktische Interesse im Auge hatten, tritt 
uns in dem V^enotianor Francesco Barozzi 
(Barocius), dem Übers(»tzer und Common- 
tator des Proklus und Heron ein Mathema- 
tiker entgegen, der in seinem 1586 verfass- 
ten Buche über Asymptoten**) zwei Apparate 

*) S. (iünther: Albn»cht l)üror, einer dor Begründer der modernen Curven- 
l*»hre. Bibliotheca math(*nmtica v. Knnostroin. 188ö. pg. 139. 

**) Bezüglich der genaueren Citato verweise ich auf meine Notiz über 
die ersten Kogelschnittzirkel. Zeit-schr. f. M. und Phvs. B. 35. Hiat Abtl. 
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zur Construction von Kegelschnitten angibt, die auf demselben 
Gedanken beruhen, wie das von uns früher angeführte der Araber. 
Baroeius, der sein Instrument wahrscheinlich unabhängig von 
seinen arabischen Vorläufern 1566 erfand, gibt daselbst auch 
noch die Zeichnung und Beschreibung eines von einem Zeitge- 
nossen Giulio Thieme (f 1588) erfundenen Zirkels, dessen mangel- 
hafte Abbildung wir aber hier nicht wiedergeben wollen. Das 
in Fig. 5. abgebildete Instrument ist dem der Araber so ähnlich, 
dass es ohne weitere Erklärung verständlich sein dürfte. 

Ein ähnliches Instrument zum Zeichnen von Ellipsen, wahr- 
scheinlich für Handwerker bestimmt, findet sich in dem 1578 
erschienenen Theatrum machinarum et instrumentorum von Bessoni, 
ebenso schlecht gezeichnet als erklärt, woselbst auch ein Zirkel 
zum Beschreiben von Spiralen angegeben ist. Doch halten wir 
uns hierbei nicht länger auf und erwähnen, der Zeit etwas vor- 
greifend, den Kegelschnittzirkel des Astronomen Christoph Scheiner 
(1573 — 1650), der auf dem gleichen Principe wie die Instrumente 
des Barozzi und der Araber beruht, aber eine etwas bessere Aus- 
führung zeigt. Scheiner construii-te ihn speciell zum Zeichnen 
der Schattencurven. Diese Curven, bereits den Arabern als Kegel- 
schnitte bekannt, scheinen im Mittelalter erst durch den oben er- 
wähnten Maurolykus *) wieder als solche erkannt worden zu 
sein, als derselbe einen Tractat über die Sonnenuhren schrieb, die 
damals die Mathematiker vielfach beschäftigten. Dieser Zirkel 
besteht (Fig. 6.) aus einer Axe AB, die unter beliebigem Winkel 



pag. 161, die oino Biographie des im Text erwähnten Giulio Thieme veranlasste: 
0. Thieme, uomo d'anne e di scienze del secolo XVI. Venezia da Fedele 
T^mpertico 1891. Interessante Notizen über, Baroeius finden sich in IJbri: 
Histoire de sciences mathematiques. t. 4. p. 85—87. — Eine sehr sehöne 
Zusammenstellung der neueren Apparate zum Zeichneu der Kegelschnitte findet 
man in : E. Fischer: Beiträge zur Geschichte der Zeicheninstrumente. Diuglers 
polytechnisches Journal. B. 188. 217. 261. 

•) Die Stelle findet sich in den 1553 und 1578 ei-schienenen „De lineis 
horariis libri tres." Ausg. 1575. pag. 81—82. Von da ab werden in der 
Literatur über Gnomonik die Stundenlinien stets als Kegelschnitte construirt, 
so z. B. in dem zu Rom 1562 erschienenen Werkchen des Conimandinus : „De 
horologioruin descriptioue" pag. 56, sowie in des beriihmten Christoph ('lavius : 
„Fabrica et usus instrumenti ad horologioruni des(;riptioni'm". Romae 1586. pag. 46. 
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Fig. 6. 



gegen die Zeichnungsebene 
festgestellt werden kann 
und die ganze Vorrichtung 
trägt. Der graduirte Halb- 
kreis G D E ist in einer 
Hülse um die Axe leicht 
drehbar, und kann in be- 
liebiger Höhe auf derselben 
durch die Hohlkügelchen G 
und E festgestellt werden. 
Die Schiene P G, die längs 



des Schlitzes um die Schraube D aufwärts und abwärts ge- 
schoben werden kann^ trägt den Zeichenstift und wird unter 
eiaem bestimmten Winkel gegen die Axe eingestellt, was in der 
Weise geschehen kann, dass, während man Halbkreis und Schiene 
DF um die Axe dreht, der Stift beständig die Zeichnungsebene 
berührt. Scheiner's Schüler, Georg Schönberger, der das In- 
strument in seinen ,,Exegeses fundamentorum gnomonicorum^S In- 
golstadt 1614, beschreibt, gibt genau die Stellungen an, die Axe 
und Stift haben müssen, damit man die drei yerschiedenen Gatt- 
ungen von Kegelschnitten erhalte. Zur Construction von Sonnen- 
uhren, far die es be- 
stimmt war, mag das 
^^ ^ Instrument wohl brauch- 

bar gewesen sein, ob- 
wohl es kaum sehr feine 
Zeichnungen geliefert 
haben wird. 

Zu diesen Kegel- 
schnittzeichnern gesellt 
sich noch ein Instru- 
ment, das die Hyperbel 
Fig. 7. aus ihren Brennpunkten 

und der constanten Dif- 
ferenz der Radienvectoren zu erzeugen lehrt und sich in einem 
hinterlassenen Manuscript des berühmten Italieners Cruido Uhaldo 
del Monte (1545—1607), einem Schüler des Coramandinus und 

5 
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Zeitgenossen Galileis findet.*) In Fig. 7 sind a und b die beiden 
Brennpunkte. Die Schiene bm wird in b auf der Zeichenebene 
festgesteckt, in a ist ein Schieber mit einem Stift, durch den die 
Schiene kl ebenfalls befestigt und zugleich je nach der Axenlänge 
an der zu zeichnenden Hyperbel verlängert und verkürzt werden 
kann. Ferner sind auf den gleichen Längen bm und In gleiche 
Masstabe aufgetragen, so dass man die beiden Lineale durch Dreh- 
ung um ihre festen Punkte in den Punkten zur Kreuzung bringen 
kann, die mit gleichen Nummern versehen sind. Diese E>euzungs- 
punkte sind dann die Punkte der Hyperbel. Es scheint dieses 
Instrument das älteste zu sein, das zu einer wenigstens punkt- 
weisen Erzeugung der Hyperbel aus einer ihrer Eigenschaften 
dient Anschliessend an die Mitteilung desselben gibt Ubaldo 
auch die auf demselben Principe beruhende continuirliche Be- 
schreibung der Hyperbel durch Fäden, die der Gärtnerconstruction 
der Ellipse durch Alhasan entspricht. 

Wir haben eingangs unserer Abhandlung gesehen, dass die 
Griechen die Curven in drei Classen einteilten : die ebenen , die 
körperlichen und die llneai-en oder mechanischen örter. Diese Unter- 
scheidung behauptete sich bis zum Erseheinen der Geometrie von 
Rene Descartes (1596 — 1640) im Jahre 1637. Dieser grosse 
Philosoph und Mathematiker, der in jenem bescheidenen Werkchen 
die Grundlage unserer analytischen Geometiie schuf**), unterzieht 
jene Einteilung im 2. Buche desselben einer eingehenden Analyse 
und kommt zu dem Schlüsse, dass dieselbe keineswegs berechtigt 
sei, da die Kegelschnitte sowohl als die höheren Curven ebenso- 
gut als ebene örter aufzufassen seien, wie Gerade und Kreis, 
indem sie wie diese durch Bewegung eines Punktes in der Ebene 
erzeugt werden können, und jegliche Bewegung, die durch ein 
Instrument hervorgebracht werden kann, in der geometrischen 
Forschung in gleicher Weise berechtigt sei. Auch sagt er sehr 
ti-effend, dass die leichtere oder schwierigere Ausführung eines 



•) Libri: Histoire des sc. raath. en Italie, t. 4. pag, 380. Note VII. 

*•) Geometria a Kenato Des Cartes anno 1637 gallice edita. Editio Franc. 
Schooten. Amstolodami 1659. pag. 17—23. Bezüglich der Vorläufer Descartes* 
in seiner Coordinatenmetbode vgl M. Curtze: Die mathem. Schriften des 
Nicole Oresme, Zeitschr. f. M. u Phu ß. XIII SuppL p. 68-92. 
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Fig. 8. 



Instrumentes viel eher den Gebrauch desselben aus der Mechanik 
als aus der Geometrie verbannen müsse, da es ja bei letzterer 
nur auf die Exactheit des Gedankens (ratiocinatio) ankomme, die 
bei jeder Erzeugung von Curven gleich vollständig sein könne 
(aeque perfecta esse potest). Dagegen will er nicht ganz conse- 
quent die von Leibniz als transscendent bezeichneten Curven, 
wie die Spirale, die Quadratrix und andere, von der Geometrie 
ausgeschlossen wissen. An diese Gedanken anschliessend gibt 
er als Beispiel eine Erzeugung höherer algebraischer Curven an, 
die man durch ein in Fig. 8. 
abgebildetes Instrument erreicht, 
das nach seiner Ansicht eben- 
sogut zu verwenden ist, als ein 
Zirkel. Dasselbe besteht Fig. 8. 
aus einem festzuhaltenden Line- 
ale T Z ; um Punkt T ist eine 
zweite Schiene TX drehbar, die 
in B ein senkrecht zu ihr be- 
festigtes Lineal B C trägt, während die übrigen in beliebiger Zahl 
vorhandenen Winkel-Lineale C D, D E etc. sich bei Oeffnung des 
Winkels X T Z in leicht ersichtlicher Weise längs der Schienen 
XY und TZ verschieben, wobei Punkt B einen Kreis, die 
Punkte D, E, F etc. aber complicirtore Curven beschreiben. Hieran 
anschliessend zeigt er an einem einfacheren Beispiele (Erzeugung 
einer Hyperbel aus ihren Asymptoten und einer Axe), wie man 
eine solche durch beliebige Bewegung erzeugte Curve mit Be- 
ziehung auf ein festes Coordinaten System durch eine Gleichung 
zwischen zwei Veränderlichou darstellen kann, und hiedurch eine 
sachgemässere Einteilung der Curven nach dem Grade ihrer 
Gleichung erhält. Doch verfolgen wir diesen Gedanken, der für 
die Curvenlehre so fruchtbar wurde, nicht weiter und beschränken 
wir uns auf die Wiedergabe der mechanischen Erzeugung der 
sogenannten Cartesischen Ovale, die er in demselben Werke pag. 54 
angibt. Sie verdanken ihre Entstehung optischen Betrachtungen, 
indem sie die Eigenschaft besitzen, Lichtstrahlen, welche von 
einem Punkte ausgehen, durch Refraction wieder in einem Punkte 
zu vereinigen. In Fig. 9. ist F A = A G und F G in L so geteilt, 

5' 
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Fig. 9. 



dass FL : LG = m:D gleich einem 
coDstanten Brechungsindex ist Femer 
ist A L in K halbirt. Nun dreht man 
um F eine bewegliche Schiene, wäh- 
rend man einen in E an derselben 
befestigten Faden mit dem Stifte in 
C stets an die Schiene andrückt. 
Dieser Faden läuft von E über C um den Zapfen in K, dann 
wieder nach C zurück, um in dem zweiten Zapfen in G zu enden. 
Die Länge dieses Fadens ist also G A + A L + F E — A F. 
Punkt C beschreibt das Oval. 

Einer der ersten, der die Tragweite der reformatorischen 
Ideen Descartes' wenigstens teilweise erkannte und mit Wort und 
Schrift für die anfangs heftig angegriffenen Lehren eintrat, war 
der Niederländer Franz von Schooten, der Jüngere (1615 — 1660), 
der auch Descartes' Geometrie in lateinischer Übersetzung und, 
nach dem Gebrauche jener Zeit, mit Commentaren versehen, heraus- 
gab. Er ist als der erste zu bezeichnen, der die Kegelschnitte 
als ebene Curven auffassend, eine systematische Erzeugung der- 
selben aus ihren Eigenschaften versuchte, wodurch er zur Con- 
struction einer Reihe mehr oder weniger verwendbai-er Instru- 
mente gelangte, die er in einem „De organica conicarum sectio- 
num in piano descriptione tractatus** betitelten Werke 1675 
herausgab. 

Schooten beginnt seine Darstellung, indem er die einfache 
Geradführung angibt, die entsteht, wenn der Endpunkt D (Fig. 10.) 
eines der constanten Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks 
ABD auf der Basis gleitet, während der 
andere Schenkel sich um seinen Fuss- 
punkt A dreht. Ein Punkt C, der sich 
auf dem ersteren in einer Entfernung 
von der Spitze gleich dem constanten 
Dreiecksschenkel befindet, beschreibt dann 
eine Gerade AC, während jeder andere 
Punkt des gleitenden Schenkels E eine 
Ellipse durchläuft Darauf gründet sich 
das Instrument in Fig. 10., das auch in der Form angegeben wird, 




Fig. 10. 
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wo Punkt E ausserhalb der Strecke BD liegt Da aber bei 
dieser Bewegung der Funkt G auf der Axe läuft, so kann man 
das Gelenk A B weglassen und durch einen Schlitz der Axe A 
ersetzen, in dem ein Zapfen C der verlängerten Schiene DBG 
sich bewegt; dadurch erhält man die bekannte organische Be- 
schreibung des Proklus wieder, für welche Scbooten mehrere Aus- 
führungen angibt. An zweiter Stelle zeigt er, dass der eine 
Basispunkt G eines unveränderlichen gleichschenkligen Dreieckes 
BGD in Kg. 11., das mit seiner Spitze B an einem um A beweg- 
lichen Gelenk BA (=BD=BG) in einem 
Chaniier drehbar befestigt ist, eine Gerade 
A G beschreibt, wenn sein anderer Basis- 
punkt D auf der Linie A D gleitet. 
Irgend ein weiterer mit dem Dreieck 
fest verbundener Punkt dagegen durch- 
läuft eine Ellipse. Nach diesem Principe 
construirt er ebenfalls ein Instrument, 
ähnlich wie das in Fig. 10. abgebildete, nur trägt ein Punkt auf 
GD in Fig. 11. den Stift. Des weitern ergibt sich aus diesem 
Princip, dass man auch zwei schief gegeneinander liegende Schienen 
zur Führung der Punkte G und D in Fig. 10. anwenden kann. 
An dritter Stelle benützt Schooten das Princip der constanten 
Badiusvectoren-Summe und gibt ausser der Fadenconstruction des 
Alhasan zwei Instrumente an, in denen 
die Fäden durch Schienen ersetzt sind. 
Dieselben sind aber wegen der not- 
wendigen mehrfachen Gharnierverbind- 
ungen in ihrer Beweglichkeit jeden- 
falls sehr gehindert, so dass sie kaum 
eine praktische Verwendung zulassen. 
Das Gleiche gilt von seinen zur Gon- 
struction der Hyperbel aus den Axen 
oder conjugirten Durchmessern sowie 
aus der constanten DifTerenz der Brenn- 
strahlen abgeleiteten Instrumenten, die 
in grosser Zahl angeführt werden. In ^*ß- ^^' 

Fig. 12. geben wir eines derselben wieder, das noch relativ am 
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Fig. 13. 



bequemsten verwendbar ist und wohl keiner weiteren Beschreib- 
ung bedarf. Für die Parabel endlich werden zwei Apparate an- 
gegeben, mit welchen man dieselbe aus Brennpunkt und Directrix: 
erzeugt. Das eine Instrument, das wir in Fig. 13. wiedergeben, 
ist wohl im Princip dasselbe, welches schon Isidorus von Milet 
erfunden hat (vgl. pag. 5). 

Die Erzeugung der Kegelschnitte durch Bewegung finden 
wir auch noch in des Niederländers Johann de Witt (1625 
bis 1672) „Elementa curvarum linearum", 
wo dieselben erhalten werden, indem der 
eine Schenkel eines mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit um seinen Scheitel rotirenden 
Winkels eine sich gleichförmig parallel ver- 
schiebende Gerade schneidet. Diese Idee 
hatte auch Cavalieri 1647 gehabt, und sie 
bildet den Keim der berühmten organischen 
Erzeugung der Kegelschnitte durch Newton und Maclaurin, auf 
die wir weiter unten noch zu sprechen kommen. 

In diesen Männern trat uns vornehmlich der Mathematiker 
entgegen, dem es darum zu thun ist, die Erzeugungsweise der 
Curven zu studiren; anders bei Benjamin Bramer, weyl. Fürstl. 
Hess. Kent- und Baumeister zu Ziegenhayn, der in seinem 1634 
entstandenen und 1684 zum erstenmale erschienenen „ApoUonius 
Cattus oder Kern der gantzen Geometriae*' ohne, nach seiner 
Behauptung, vorhergehende Schriften über Kegelschnitterzeugung 
zu kennen, eine Reihe 
von Instrumenten 
zeichnet , beschreibt 
und mathematisch be- 
gründet, die für prak- 
tische Zwecke dien- 
lich sein sollen. Dar- 
unter ist neben den 
schon wiederholt er- 
wähnten Fadeneon- 
structionen der drei 
Kegelschnitte zum erstenmale eine leidlich gute Ausführung des 




Fig. 14. 



A. Y. Braunmühl, Studie über Corvenerzeugang. 



71 



B 



Eilipsographen der Alten, die wir in Fig. 14. abbilden. Femer 
gibt er zwei Apparate an, die auf demselben Principe, wie 
Barozzi's und Scheiner's Zirkel beruhen. Wir können hier nur den 
ersten anführen, da der zweite, sein sogenanntes „TTniversal- 
Gonisches Instrumenf^ eine Abbildung erforderte, die wir im 
Texte nicht unterbringen können, und übrigens, wenn er auch 
ingeniös ausgedacht ist, doch wohl 
praktisch kaum mit Vorteil ver- 
wendet werden kann. 

Der in Fig. 13. dargestellte 
Apparat besitzt in G D einen Stift, 
der in einem Böhrchen G E läuft, 
während die Zeichnungsebene A B 
gegen die Axe GH des Instru- 
mentes beliebig geneigt werden 
kann. Die Drehung des Röhrchens 
geschieht mittelst des Schlüssels J. 
Hat die Zeichnungsebene die in 
der Figur angegebene Stellung, so 
entsteht eine Parabel, während man 
Ellipsen erhält, wenn AB nach 
oben, und Hyperbeln, wenn sie nach 
hinten geneigt wii'd. 

Wir haben im Fortgang unserer Entwicklung gesehen, wie 
bis zum Ende des 17. Jahrhunderts einerseits die praktischen Be- 
dürfnisse, andererseits das fortschreitende Wachstum der geo- 
metrischen Wissenschaften vielfach Erzeugungsweisen von Curven 
und Instrumente zur Ausführung derselben zu Tage förderten, 
und müssen nun zunächst des Einflusses gedenken, den die 
durch Vieta (1540—1603) und Descartes angebahnte Verbindung 
der Algebra mit der Geometrie auf diese Bestrebungen ausübte. 

Wohl hatten sich schon die Araber der Gurven zur Auflös- 
ung der Gleichungen dritten und vierten Grades bedient, und 
eine genaue Durchforschung der uns leider noch zu wenig be- 
kannten Literatur aus den Zeiten der Glanzperiode dieses Volkes 
dürfte noch manche bisher unbekannte Resultate ans Licht bringen; 
aber diese Forschungen der Orientalen wai*en bis auf unsere 
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Zeit fast gänzlich unbekannt geblieben. Vieta's Entdeckung, das» 
jede cubische Aufgabe in den Problemen der Würfelverdoppelung 
und der Trisection des Winkels enthalten ist*) sowie Descartes' 
Construction der höheren Gleichungen mittelst der Kegelschnitte 
müssen daher als selbständige Nacherfindungen aufgefasst werden. 
Letzterer hatte im dritten Buche seiner Geometrie die Auflösung 
der Gleichungen dritten und vierten Grades gelehrt und als 
oberstes Princip hingestellt, dass man zur Construction derselben 
Curven von möglichst niedrigem Grade, wie die Kegelschnitte, 
verwenden solle. An ihn schloss sich im 17. und 18. Jahrhundert 
eine ganze Eeihe von Gelehrten an, aus deren Arbeiten wir das 
für uns interessanteste gleich hier im Zusammenhange heraus- 
heben, um später nicht noch einmal auf die geometrische Auf- 
lösung der Gleichungen zurückkommen zu müssen. 

Manche Autoren, wie der Niederländer Fr, van Schooten und 
der Be\^eT de Sluze (1659), sowie die Engländer JBaÄier (1684) und 
Halley (1687)**) vervollständigten Descartes' Methode und fassten 
die gefundenen Resultate in Regeln zusammen, die eine raschere 
Verwendung erlaubten, während Isaah Newton t wie überall, so 
auch in diesem Zweige der reinen Mathematik, neue Gesichts- 
punkte eröffiiete. Descartes und seine Nachfolger hatten sich 
hauptsächlich des Kreises und der Parabel zur Construction der 
Gleichungen bedient; Newton aber bemerkte in seiner „Arith- 
metica universalis" 1732, pag. 213, dass er nicht den Grad oder 
die Einfachheit der dieCurve bestimmenden Gleichung als mass- 
gebend für ihre Auswahl zur Construction halte, sondern ledig- 
lich ihre leichtere instrumentale Enseugungsweise, weshalb er es 
auch für vorteilhafter hielt die Nikomedische Conchoide als die 



•) Vgl. M. Cantor. Vorl. über G. d. M. II. pag. 539, oder Suter: Ge- 
schichte der Mathematik I. pag. 166. 

*•) Fr. de Schooten : Commentar zu Descartes Geometrie. Vgl. Anm. ** zu 
pg. 13. De Sluze : Mesolabiuni seu duae median proportionales per circulum et 
ellipsin vel hyperbolani infinitis modis exhibitae. Leod. 1659. — Baker : Clavis geo- 
raetrica catholica 1684. — Halley: De constructione problematum solidorum 
sive aequationum t^tiae vcl qoartao potestatis, unicä data parabolä ac circulo 
efficiendä, dissertatiuncula. Philosophical transactions 1687, Nr. 188. Auch 
als Anhang zu Newtons Arithm. univ. p. 274 gedruckt 
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Kegelschnitte zu benützen. Von den letzteren aber zieht er wieder 
die Ellipse wegen ihrer leichteren und genaueren Construirbarkeit 
der Parabel vor (pag. 234). So voUzieht denn Newton die Auf- 
lösung der Gleichungen dritten und vierten Grades mit Benützung 
einerseits der Conchoide, andererseits der Ellipse. Auch führt er 
1. c. pag. 130 und pag. 231 eine organische Erzeugung der 
Cissoide des Diokles an, um auch diese Curve zur Construction 
der beiden mittleren Proportionalen verwenden zu können. Die 
einfache Beschreibung dieser Curve, die sich leicht durch ein 
Instrument realisiren lässt, besteht darin, dass in Vig. 16. der eine 

Schenkel D K des rechten Winkels D E F 
beständig durch Punkt D geht, während der 
Endpunkt F des anderen Schenkels, der 
gleich A D gemacht ist, auf der zu A D senk- 
rechten Geraden A F gleitet. Die Mitte C 
^^S- 16- von E F beschreibt dann die verlangte Curve. 

Bisher hatte man die Gleichungen graphisch dadurch gelöst, 
dass man ihre Wurzeln als Schnittpunkte zweier Curven auf- 
suchte, die entweder nach Descartes von möglichst niedrigem Grade 
oder nach Newton möglichst leicht instrumental erzeugbar sein 
mussten. Diese letztere Forderung brachte nun Jac. Bernoidli 
und den Marquis de VHöpital (1720)*) auf den Gedanken eine 
Gleichung von der Form 

a = bx -j- ex" + dx' + ex* -f • • • • -t" "^° 
dadurch zu construiren, dass sie direct die Schnitte der Linie y = a 
mit der Curve y = bx -f- cx^ + dx* -[-•••• aufsuchten. 
In derselben Weise verfuhren auch Gabriel Gramer und Andreas 
von Segner**), der die Sache noch dahin vereinfachte, dass er die 
Schnittpunkte der Curve 

y = — a -4- bx + ex" + •••• + Tix° 
mit der x-Axe aufsuchte. Segner, der angibt selbständig auf 
diesen Gedanken gekommen zu sein, ohne Cramers Methode zu 
kennen, wurde wie dieser von dem Gesichtspunkte geleitet, dass 

•) De rHopital: Traite analytique des sections coniques. Paris 1720. 
pag. 348. Jac. Bemoulli; opera pag. 690. 

••) Gramer: Introduction ä l'analyso des lignes courbes algebriques. 
Geneve 1750. pag. 92. Gegner: Novi Coinmeutarii Acad. roti'op. 1761. p. 111. 
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sich solche parabolische Curven wenigstens punktweise mit ge- 
nügender Grenauigkeit construiren lassen, wenn auch, wie er sagt, 
die Herstellung eines Instrumentes zu ihrer mechanischen Er- 
zeugung sehr schwierig sei, weshalb er sie nicht versucht habe. 
Diese Bemerkung veranlasste 1768 den Engländer Rotiming 
zu dem Versuche der Construction eines solchen Apparates, den 
er in den Philosophical Transactions 1771. V. 60 p. 240 beschreibt 
und abbildet. Dieser beruht auf folgendem Principe. Sei z. B. 
die Gleichung 3. Grades zu lösen ; 

a -f bx + ex« + dx« = (= y), 

dann bedeute in Fig. 17. ZZ, SS ein recht- 
winkliges Axensystem. Man macht 




A = — , A B =— , B C = 

n n 



CD = 



Fig. 17. 



n n 

wobei jede dieser Grössen je nach ihrem 
positiven oder negativen Zeichen von dem 
Endpunkte der letzten Strecke aufwärts 
oder abwäi'ts aufzutragen ist. Durch den 
letzten Endpunkt, in unserem Beispiele D, 
zieht man eine Parallele zu Z Z, die die 
in der Entfernung 1 von senkrecht zu Z Z gelegte Gerade 
R R in c triflft. c C schneidet dann eine beliebige Parallele 
MM zu RR in q; zieht man qk || ZZ, so trifft diese RR in b, 
bB schneidet MM in p und pl || ZZ triflft die RR in a. während 
endlich aA die MM in s durchsetzt; dann ist, wie man leicht zeigt, 

— -?- — "> + fax + c y^ -f dx^ 



n 



n 



Bleiben nun die Linien SS, ZZ, RR, De, cC, beständig 
fest und verschiebt man MM parallel zu sich selbst, so dass q 
beständig auf MM bleibt und auf cC gleitend die Linie kb 
parallel zu sich selbst mitfuhrt, so verschiebt sich b längs RR 
und p gleitet auf MM und der sich um B drehenden Linie Bb 
und zieht die Linie 1 a beständig parallel zu sich selbst mit. Ge- 
langt nun Punkt s, der die parabolische Cun^e verzeichnet, auf 
die Absciss(Mi}ixe, so gibt die Entfernung Os = x eine reelle 
Wurzel der Gleichung y = Qs = o an. 



A. V. Braanmühl, Btudie über Can^eDerzeagang. 75 

Dieses Prihcip hat Rowning, wie schon bemerkt, in einem 
Apparat verwirklicht und zwar für den Fall einer Gleichung 
2, Grades, dessen Abbildung wir aber im Text nicht wiedergeben 
können. Das Instrument wurde, wie der Erfinder bemerkt, von 
einem ausgezeichneten Mechaniker in London ausgeführt. Ueber 
die praktische Verwendbarkeit eines solchen naturgemäss compli- 
cirten Apparates brauchen wir uns nicht weiter zu verbreiten, 
es genügt uns darauf hingewiesen zu haben, wie die Gloichungs- 
theorie auch die mechanische Erzeugung der höheren parabolischen 
Curven veranlasst hat. 

Damit haben wir in Kurzem den Einfluss geschildert, den 
die Algebra auf die Erzeugung der Curven zu üben vermochte, 
und kehren wieder zu den geometrischen Forschungen zurück. 
So eifrig sich einzelne Zeitgenossen Descartes bemühten, die ana- 
lytische Methode desselben zu verwerten, so dauerte es doch noch 
geraume Zeit, bis es gelang, wirklichen Vorteil aus derselben zu 
ziehen, und wir sehen daher, dass die bedeutendsten Mathematiker 
seines Jahrhunderts, wie Fermat (1608 — 1666), Blaise Pascal 
(1623 — 1662) und andere sich noch mit Vorliebe der Methode 
der Alten bedienten. Dazu trug auch hauptsächlich die Eichtung 
bei, die die geometrische Forschung genommen hatte, seitdem 
Cavalieris „Geometria indivisibilium" 1635 erschienen war. Diese 
Richtung gipfelt in drei Problemen: der Quadratur der Curven, 
dem Problem der Tangentenlegung und der Rectification der 
ki-uromen Linien, welche den Boden bereiteten, auf dem die In- 
finitesimalrechnung emporspross, die dann im Verein mit Descartes* 
analytischer Geometrie die Methoden der Alten auf lange Zeit fast 
ganz verdrängte. Von jenen Ciirven, die hauptsächlich zur Be- 
handlung dieser drei Probleme in's Auge gefasst wurden, tritt 
uns zunächst eine entgegen, die in der Geschichte der Mathematik 
eine hervorragende Rolle spielt, die Cykloide. Obgleich die epi- 
cyklisclie Bewegung schon Hipparch im 2. Jahrhundert vor Christus 
bekannt war, und Albrecht Dürer, wie wir sahen, cyklische Curven 
zeichnete, so ist doch auf die Entstehung der gewöhnlichen Cykloide, 
die durch einen Punkt eines auf der Geraden rollenden Kreises er- 
zeugt wird, erst 6aWe?( 1590) aufmerksam geworden*), von dem auch 

*) Vgl. Cantor. Vorl. üb. G. d. M. n. p. 780. ■ • 
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ihr Name stammt. Sein berühmter Schüler TariceUi (1608 bis 
1647), der fast gleichzeitig mit Boberval (1602—1675) zuerst 
wieder das Interesse auf sie hinlenkte, erwähnt dann in seinem 
1644 erschienenen Werke „Opera geometrica'* auch diejenigen 
Cykloiden, welche durch einen ausserhalb oder innerhalb des 
rollenden Kreises befindlichen Punkt beschrieben werden. Da 
für uns nur die mechanische Erzeugung der Curven von Bedeutung 
ist, so übergehen wir den hervorragenden Einfluss, den dieselbe 
vermöge ihrer interessanten Eigenschaften auf die Entwicklung 
der mathematischen Wissenschaften hatte, und wenden uns zur 
Geschichte der allgemeinen cyklischen Curven. 

Eine solche Curve, die von Pascal und Boberval auchBou- 
lette oder Trochoide genannt wurde,*) wird durch einen Punkt 
erzeugt, der mit einem Kreise fest verbunden ist, welcher ausser- 
halb oder innerhalb auf der Peripherie eines festen Kreises rollt. 
De la Hire (1640 — 1718), der in seinem „Trait6 des 6picycloides 
et leur usage dans les möcaniques" 1699 **) die Epicykloiden und 
deren Verwendung zur Verzahnung der Bäder eingehend behandelt, 
ninmit in der Einleitung die Erfindung dieser Curvenerzeugung 
für sich in Anspruch, indem er nur erwähnt, Desargues habe sie 
zur Construction eines Zahnrades angewendet, jedoch ohne, soviel 
ihm bekannt, etwas darüber veröffentlicht zu haben. Dabei schweigt 
er aber gänzlich von dem Dänen Olaf Boemer, der damals in 
Paris lebte, imd denLeibniz ausdrücklich als den Erfinder (1674) 
der cyklischen Verzahnung bezeichnet. ***) Ein sehr specieller Fall 
dieser BoUcurven findet sich schon von Cardanus 1570 f) er- 



*) Robervai: De Trochoide, Memoires de rAcademie 1666. t. 6. p. 361. 
Pascal: Histoire de la Roulette. Oeuvres i V. pag. 163 und pag. 200. 

**) Memoires de TAcad^irie. t. 9. p. 341. Vgl. bezüglich der einschlägigen 
Literatur: L. Bannester, liehrbuch der Kinematik. Leipzig 1888. 2. Abschnitt, 
Anmerkungen. 

***) Leibniz berichtet hierüber in einem Briefe an Bernoulli vom 18. Ja- 
nuar 1698, indem er sagt, es sei ihm unbegreiflich, dass de la Hire sich die 
Erfindung habe zueignen wollen, „nam eram Parisiis eo tempore quo is (Olaf 
Roemer) inyenit, remque non tantum ab ipso Roemero sed et Hugenio intellexi 
quo tempore La Hirius in Academiam Scientiarum Regiam erat receptus.'^ 

t) Cardanus. Opus novnm de proportionibns numerorum, motuum etc. 
Basil. 1570. prop. 137. pag. 186. 
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wähnt, nämlich jener, wo ein Punkt der Peripherie eines Kreises 
der in einem andern von doppeltem Radius rollt, eine Gerade er- 
zeugt. Jene speciellen Curven aber, die von einem Punkte der 
Peripherie des rollenden Kreises beschrieben werden, sind zum 
erstenmale als Cykloiden bezeichnet und untersucht in Newtons 
berühmten Werke „Principia philosophiae naturalis mathematica*' 
1686 pag. 158. Man nennt dieselben jetzt bekanntlich Epicy- 
kloiden oder Hypocykloiden, je nachdem der rollende Kreis ausser- 
halb oder innerhalb des festen sich bewegt 

Diese Curven sind aber einer doppelten Erzeugung durch 
zwei KreispaAre fähig, deren feste Kreise con- 
centrisch sind. Dabei ist der Radius des rollen- 
den Kreises bei der Erzeugung durch das eine 
Kreispaar gleich dem Abstände der Mittel- 
punkte des anderen Kreispaares, und wenn R, 
r, in Mg. 18. die Radien des ersten R', r', die 
des zweiten Paares sind, so besteht die Be- 
ziehung:*) Fig;78, 

— — — — 1 
r r' 

Diese doppelte Erzeugung wurde schon von De la Hire und 
fast ein Jahrhundert später 1781 von L. Euler (1707—1783), der 
des ersteren Arbeit nicht kannte, angegeben**), jedoch behandelten 
beide Autoren nur den Fall, dass der beschreibende Punkt A 
auf der Peripherie des rollenden Kreises liegt. 

De la Hire, welcher mit staunenswerter Gewandtheit die 
Methoden der Alten zu handhaben verstand, verallgemeinerte als- 
bald, ohne Descartes' Analysis zu benützen, das Problem der 
Rollcurven in seinem 1706 in den M6moires de TAcad^mie pag. 
340 veröffentlichten „Traitö des roulettes*'. Er lässt eine be- 
liebige Ourve in einer beweglichen Ebene, mit der ein Punkt 
derselben irgendwie fest verbunden ist, auf einer zweiten Curve 




*) Vgl. bezüglich dieses Satzes Burmester 1. c. pg. 187, dem auch Fig. 16 
entnommen ist. Herr Barmester hat ganz kürzlich diese doppelte Bewegong 
dnrch einen schönen Apparat veranschaalicht. 

*^) De la Hire 1. c. pag. 255. Euler. Acta academiae Petrop. 1784 pro 
anno 1781. pars I. pg. 48. 
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abrollen, die in einer festen Ebene lieg^, und untersucht die 
Eigenschaften der Bahn des bewegten Punktes: der Roulette. 

Inzwischen hatte Huygens (1629^ — 1695) bei Gelegenheit 
seiner Studien über die Pendeluhr 1673*) die Evoluten der 
Curven gefunden und speciell für die Cykloide und die Kegel- 
schnitte bestimmt. Diese benützte De la Hire, um zu zeigen, 
dass man jede Curve als Koulette eines Punktes einer Geraden 
auffassen kann, die an einer zweiten Curve hinrollt Die so er- 
haltene Roulette ist also nichts anderes als eine Evolvente der 
gegebenen Curve, die nach Huygens' Auffassung durch den End- 
punkt eines Fadens beschrieben wird , den man stets gespannt 
haltend an der Evolute abwickelt. Als speciellen Fall dieses 
Problems behandelt de la Hire pag. 369 auch die Kreisevolvente. 

Nachdem noch 1707 Nicole**) die Differentialgleichung der 
Rouletten für den allgemeinsten Fall gegeben und so de la Hire's 
T5(ieorie vervollständigt hatte^ wandte sich letzterer der allgemeinen 
Einengung der Conchoiden zu, indem er 1707 in dem Artikel 
„Des cpnchoides g6n6rales*' ***) sich diese Curven folgendermassen 
erzeugt denkt. In einer beweglichen Ebene liegt eine constante 
Strecke A P, mit der ein beliebiger Punkt C durch P C fest ver- 
bunden ist. Diese Ebene gleitet über eine zweite feste Ebene 
so, dass der Endpunkt A eine beliebige Curve der letzteren, die 
Basiscurve, durchläuft, während P A beständig durch einen festen 
Punkt jener Ebene geht. Punkt C beschreibt dann eine Con- 
choide. Als specielle Fälle werden die Conchoide des Nikomedes, 
die Kreisconchoide und die parabolische Conc^hoide betrachtet, 
Curven, deren Erzeugung und gestaltliche Verhältnisse auch in 
einem demselben Bande der Memoiren angehörigen Aufsatze von 
ReaumUr (1683 — 1757) (pag. 197), näher untersucht werden, wo 
auch die Conchoiden auf elliptischer und hyperbolischer Basis 
ihre Behandlung finden. 

Ausser der cykliscJien und conchoidischen Erzeugung haben 
wir noch ein eigentümliches Verfahren zu erwähnen, wodurch 
es gelingt eine unbegrenzte Menge von Curven, ähnlich den Car- 



*) Horologium oscillatorium. Paris 1673. pag. 59. 
**) Memoires de TAcademie. 1707. pag. 81. 



j Memoires de rAcadeiuio. 1708. pag. 32. (VDm 10. Doz. 170?), . : 
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tesischen Ovalen zu erzeugen. Dasselbe rührt von Ehrenfried 
Walter v. Tschirnhausen (1651 — 1708), einem Freunde Leibniz's 
1681*) her, der sich ebenfalls mit dem Tangentenproblem be- 
schäftigte und eine Methode entdeckt zu haben glaubte, die aller- 
dings mit einiger Modification für die eigens zu diesem Zweck 
erfundene Curvengattung, nicht aber allgemein galt. Tschirnhausen 
denkt sich eine Reihe von festen Focalpunkten mit Stiften ver- 
sehen, in zweien derselben einen Faden befestigt und denselben 
um die übrigen Stifte so geschlungen, 
dass man ihn mit einer Bleifeder spannen 
und bevsregen kann ; dann beschreibt 
die Feder eine Tschirnhausen'sche Focal- 
curve; vgl. z. B. Fig. 19 die den Fall 
von 4 Brennpunkten erläutert. Man er- 
kennt sofort, dass die Ändeining der Fig. 19. 
gegenseitigen Lage und der Anzahl der Brennpunkte eine Menge 
von Curven zu erhalten gestattet, die Tschirnhausen in Geschlechter 
teilt Ausserdem verallgemeinert Tschirn- 
hausen seine Methode noch, indem er statt 
der Brennpunkte wieder die so gefundenen 
Ovale gesetzt denkt, um welche sich der 
Faden windet, um wieder neue Curven zu 
beschreiben, vgl. z. B. Fig. 20. Das Pro- Fig. 20. 
blem, die Tangenten an diese CuiTen zu legen, erhielt eine ge- 
wisse Berühmtheit und wurde von den ersten Mathematikern jener 
Zeit auf verschiedene Arten gelöst. 

Grosses Interesse erregten auch die Tractorien oder Tractrix- 
curven, auf welche Huygens 1693 bei Gelegenheit seiner Unter- 
suchungen über die Quadratur der Hyperbel stiess**). Ks interes- 
sirte ihn daran hauptsächlich der Umstand, „dass man sie durch 
eine einfache Bewegung beschreiben kann", indem die einfachste 
derselben von einem schweren Piuikte durchlaufen wird, den 

•) Tschirnhausea erwähnt soine Curven zuerst iu einem Briefe an Leibniz 
vom 7. April 1681 und hat sie dann in seiner „Medicina mentis et corporis^ 
1687 pag. 68 und 69, veröffenüicht. 

♦♦) Leibnizens mathem. Schriften, herausgegeben von 0. J. Gerhardt 
L Abtl. Bd, II. pag. 164—165 
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man an einem Faden befestigt, dessen Ende man längs einer Ge- 
raden fortzieht. Die Richtung des Fadens ist hiebei beständig 
tangential an die Curve, und da seine Länge constant ist, so ist die 
erzeugte Bahn die Curve der constanten Tangenten. Die constanto 
Tangente kann man auch, wie Huygens bemerkt (1. c. 517) durch 
ein Lineal ersetzen; wir werden weiter unten ein Listrument 
kennen lernen, wobei dies zur Anwendung kommt. 

Allgemeine Tractorien ergeben sich, wenn man das Faden^ 
ende statt auf einer Geraden auf irgend einer beliebigen Curve 
führt. Auch diese scheint Huygens schon gekannt zu haben, da 
er die zuei^st angeführte Tractrix als diejenige bezeichnet „quae 
inter Tractorias (ita enim voc'ari possunt) simplicissima censenda 
est". Ldbniz^ dem Huygens von diesem Probleme Mitteilung 
machte, sagt in einem Briefe vom 11. Oktober 1693*), dass er 
auf dasselbe durch den Arzt Perraut, den bekannten Herausgeber 
des Vitruv, aufmerksam gemacht worden sei, und bei Betrachtung 
desselben erkannt habe, dass es mit der Quadratur der Hyperbel 
zusammenhänge. Dabei bemerkt er sofort, dass man als Leitcurve 
jede beliebige Curve annehmen und somit durch diese Bewegung 
jede Curve mechanisch erzeugen könne. Ferner äussert sich 
Leibniz dahin, dass diese tractorische Erzeugung der Curven, 
na(;h seiner Ansicht ebensogut in der Geometrie zuzulassen sei, 
wie die cyklische oder die Erzeugung mittelst der Evoluten und 
da,ss er keinen Grund einsehe, warum man (nach Descartes) als 
geometrische Curven nur die algebraischen anerkenne. Seine 
Lösung der Quadratur mittelst der Tractorien , die er Huygens 
mitteilte, fand jedoch nicht dessen Beifall, indem derselbe ganz 
richtig bemerkt, dass eine exacte organische Erzeugung der höheren 
Tractrixlinien viel zu schwierig sei. 

An diese Ei-findung der Tractrixcurven knüpft sich noch eine 
andere Curvcnheschreil)ung, die von Johann BernouUi (1667 bis 
1748) herrührt**). Derselbe lässt eine beliebige Curve an einer 
andern ebenfalls belic^bigen Curve so liingleiten, dass sie sich 
beständig parallel bleibt und untersucht die Curven, die ihre 
Punkte beschreiben. Diese Bewegung nennt er „motus reptorius'' 

*) Briet Huygens slü D'ibniz vom 29. Mai 1694 i. c. pag. 176. 
♦*j Jüh. Bernouiii opera. 1. 1. „Motus roptorius", pag. 415. 
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und unterscheidet einen „motus subreptionis" und einen „motus 
obreptionis", je nachdem die bewegliche Curve innerhalb oder 
ausserhalb der festen Curve liingleitet Diese Bewegung muss 
nach Bernoullis Ansicht der von Leibniz und Huygens behandelten 
tractorischen mindestens an die Seite gestellt, wenn nicht vorge- 
zogen werden, da die Parallelverschiebung die einfachste Beweg- 
ung sei und da man durch sie aus geometrischen (algebraischen) 
Curven wieder geometrische erhalte. 

Die geschilderten Versuche, die verschiedenartigsten Beweg- 
ungen in die Geometrie einzuführen, mussten notwendig den 
Wunsch rege machon, Instrumente zu besitzen, mit denen sie sich 
roalisireu Hessen. Solche Apparate und Instrumente wurden in 
grosser Zahl von dem Venetianer Conte Gianbattista Stmrdi an- 
gegeben, der im Jahre 1762 ein reich ausgestattetes Werk*) ver- 
öffentlichte, in welchem er zur Beschreibung aller damals bekannten 
Curvengattungen Instrumente mitteilte. Wir erwähnen hier zu- 
nächst zwei Apparate zur graphischen Erzeugung der gewöhn- 
lichen Cykloide und der übrigen cyklischen Curven, von welchen 
er eine ganze Fülle der verschiedenartigsten Formen mitteilt, die 
er mit seinem zweiten Instrumente (Fig. 22.) erhalten hat. 

Der erste Apparat zur Construction der gemeinen Cykloide 
beruht auf folgendem Princip. Ist (Fig. 21.) DRV der rollende 
Kreis und V der erzeugende Punkt, so denkt sich Suardi den 
Kreis fest, legt in R die 
Tangente ERT an densel- 
ben imd macht RT = arc. 
R V. Fällt man dann T N 
_L D R und zieht R 
parallel der Basis DK, so 
ist der Schnittpunkt S ein 
Punkt der Curve (R S = RT). 
Dreht sich nun der Radius 
C R um C und bleibt, wäh- 
rend bei dieser Bewegung 
R den festen Kreis durch- ^* 




*) Nuovi istroroenti per la descrizioDe di diverse cun^e antiche e moderne 
etc. del conto Gianbattista Suardi. Brescia. 1752. 

6 
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läuft, beständig RT = ri-c.RV, < N = -~ und OBS M DK, so 

benclireibt S die Cykloide. Für das auf dieser AuffassuQg be- 
ruhende Instrument gibt Siiardi eine selir gute Zeichnung im 
Grundriss und Anfriss sowie eine Totalansicht, 

Den zweiten Apparat, bei weitem den brauehharsten von 
allen, nennt Suardi die „penna geometrica", und unter diesem 
Kamen findet er sich auch bei George Adams, mathematischem 
Inwtmmentcnmacher in London, der ihn in seinem Verzeichnisse 
verkäuflidier Instrumente führte und in seinen „Geometrischen und 
graphischen Versuchen" (deutsch von Oeissler), London 1795 pag. 
176' beschrieb und abbildete. Der Gedanke, der diesem Apparate 
zugruilde liegt, ist selir einfacli; die cyklische Cnrve wird nämlich 
in dei-selbeh Weise continuirlich erzeugt, wie sie Alhrecht Därer 



Fig. 22. 

mit seinem Instrumente ininktweiso verzeichnete. Um ein festes 
Ccntrum dreht sicli ein Arm vim constanter Länge, um 
dessen Endpunkt ein den Stift führender zweiter Arm mit con- 
stanter, übrigens beliebig regulirbarer Geschwindigkeit rotirt. Es 
ist dies also genau die Entstehung der Epicjkeln, wie sie sich 
Hipparch und Ptoleraäus gedacht hatten. Die Abliängigkeit der 
beiden Bewegungen wird entweder durch eine Schnur oder besser 
(vgl. Fig. 22.) durch Zahnräder regulirt. Von diesem Apparat 
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gibt Suardi ebenfalls eine Zeiolinung in Grundriss und Aufriss, 
sowie zwei Totalansichten, jo nachdem die Transmission durch 
eine Schnur ' oder durch Zahni-äder hergestellt ist. Unsere Ab- 
bildung gibt den letzteren Appai-at in V» <'^i* Grösse von Suardi's 
Zeichnung. Man erkennt sofort, wie durch die Wahl der Zahn- 
räder und durch die Verkürzung oder Verlängerung der beiden 
Arme die yerschiedensten Cur\'en erhalten werden können. Suardi 
zeigt sich über die ausgezeichnete Verwendbarkeit seines Instru- 
mentes hoch erfreut, indem er pag. 99 sagt: „Quelle istromento 
delle ruote sta presse di me „e per lo sperimento piü volte fatto 
nella presenza di Personaggi in questa materia, e nelle matematiche 
versatissimi posso asserire , che riesce a maraviglia . . .''. Er 
zählt auch die erzeugbaren Curven und gelangt zu dem Resultate, 
dass 1273 vei-schiedene Gattungen von cvklischen Curven erhalten 
^Verden können. So gibt er an, wie man als Bahncurve des er- 
zeugenden Punktes eine Gerade, einen Kreis, eine Ellipse erhält und 
zeigt, was besonders bemerkt werden muss, dass die cyklische Er- 
zeugungsweise der Ellipse unmittelbar auf die bekannte Ellipsener- 
zeugung vonProklus führt, eine Bemerkung, die nach Rittershaus*) 
erst unserem Jahrhundert angeluh-en würde. Ausserdem gibt 
Suardi noch die Zeichnungen von einer Menge sogenannter geo- 
metrischer Blumen**), die er mit seinem Instrumente erhielt, indem 
er nach einander 12 Räder von verschiedenen Radien einfühi*te. 
Auch zum Zeichnen von Spiralen hat er seinen Apparat einge- 
richtet, indem er statt der Zahnräder eine Schnur einsetzt, die 
sich um einen Kreis- odei* elliptischen Cylinder, einen Kreis- 
oder elliptischen Conus aufwindet, der an Stelle der Haupt- 
axe angebracht werden kann und den festgestellten zweiten Arm 
gegen das Centriun hinzieht. Hiedui'ch ergeben sich Spiralen 
.der verschiedensten Gestalt***). Von Interesse ist auch die theo- 

*) Rittorsbaus gibt in seinem Aufsatze „"Über Eilipsographen", Vorhand!, 
des Gewerbe /ercins für Proussen 1874 an, dass Jopling 1820, Mechanics 
Magazine Vol. 9. pg. 216, diesen Zusammenbang der beiden Erzeugungsw(Msen 
zuerst erkannt habe. 

*•) Solche Blumen hatte schon Guido Grandi 1728 gezeichnet: Fiores 
Geometrici. 

***) Einen eigenen Spiralenzirkel für Archimedische Spiralen hatte 1742 
Tillieros gefertigt. Machines approuvecs par TAcadomie t. 7. p. 163. 

6* 
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retische Betrachtung der Zusammensetzung von mehr als zwei 
Bewegungen, die Suardi an die Besprechung seines Instrumentes 
anknüpft. So erzeugt er die Gerade durch drei gleiche Gelenke, 
von denen sieh die beiden letzten in entgegengesetzter Richtung, 
aber mit gleicher Winkelgeschwindigkeit (velocitä angolare) wie 
das erste bewegen ; zugleich wird bemerkt, dass irgend ein Punkt 
des letzten Gelenkarmes bei dieser Bewegung eine Ellipse be- 
schreibt. In ähnlicher Weise werden auch mit Abänderung der 
Winkelgeschwindigkeiten und unter Beibehaltung von drei oder 
Einschaltung von mehr Gelenken die Gerade, der Kreis und die 
Ellipse erhalten. 

Wir wollen nun noch einen kurzen Blick auf die übrigen 
Instrumente werfen, die Suardi's reicher Erfindungsgabe ent- 
sprangen. Er construirte ein Instrument zur Beschreibung der 
Nikomed'schen Conchoide, das sich mit einer kleinen Abänderung 
auch zum Zeichnen der £[reisconchoide einrichten lässt, deren 
Erfindung er sehr galant der Contessa Maria Gaetani Agnesi 
zuschreibt, die sich mit Mathematik beschäftigte*). Femer 
ersann er einen Apparat zum Zeichnen der Cissoide, der auf 
dem Princip der Newton'schen Erzeugungsweise dieser Curve 
beruht, dann einen solchen zur Erzeugung einer gewissen blatt- 
förmigen Curve vierter Ordnung mit zwei Spitzen, deren Gleichung 
er selbst aufstellte, endlich Instrumente für die Quadratrix des 
Dinostratus und für die Cardioide. Diese herzförmige Curve, 
die auch als eine Epicykloide aufgefasst werden kann, als welche 
sie Gabriel Cramer**) erzeugte, rührt von einem sonst unbekannten 
Mathematiker, Namens Koersma her und wurde zuerst von dem 
französischen Akademiker Carre untersucht***). Ihren Namen 
erhielt sie von Castülione-f), 

*) Maria Gaetani Agnesi. Institutiones Analiticae Lib. I. § 4. cap. 5. 
probl. 4. — M. Curtzo in seinen Reliquiae Coppernicanae Zeitschr. f. M. u. 
Phys. Bd. 19. pg. 450. macht es sehr wahrscheinlich, dass schon Nikomedes 
diese Curven kannte. 

••) Gabriel Cramer. Introduction ä l'analyse des lignes courbes. Geneve 
1750. pag. 431. Er bemerkte jedoch nicht, dass diese Curve die unter dem 
Namen Cardioide bekannte ist. 

•••) Care Memoires de TAcademie 1705. pg. 71. 

t) Philosophical Ti-ansactions. 1741. pg. 778. 
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Mehr Interesse verdient ein Instrament znm Zeichnen der 
logarithmiscben Linie sowie zur Erzeugung der Tractrix tod 
Huygene. Die erstcre Curve , welche seit der Erfindung der 
Logarithmen eine gewisse Bolle spielte, besitzt bekanntlich die 
Eigenschaft eine constsnte Subtangente zu liaben. Darauf beruht 
die Conetruction von Suardi's 

einfachem Instrument , wel- r- 

ches in Fig. 23 abgebildet 
ist. wahrend das prismatJeche 
Lineal A c, das in g einen 
festen Stift und in de eine 
verstellbare Schiene c T trägt, 
an dem Handgriff UA gegen 
E gezogen wird, läuft das 
horizontal stehende Rädchen K 
längs Tc bin, indem es von e 
dieser Schiene beständig be- ^^^ »s 

rflhrt wird, wobei sich das 

geKchlitzte Lineal OD vermöge des verticalen Rades R längs des 
Stiftes g verschiebt, und da hiebei Rg die Tangente der von dem 
Berührungspunkt des Rädchens R beschriebenen Curve und Rd 
die Ordinate ist, so ist die constante Strecke dg die Subtangente; 
somit verzeichnen die spitzen Zähne, mit denen das Rad R ver- 
sehen ist, die verlangte Curve. Um die Eindrucke der Zähne 
deutlich zu machen, ist das Rad durch eine Kugel bei K beschwert 
Schiebt man dagegen den Stift g durch das Loch der Schiene 
OD, entfernt den Arm cT als überflüssig und benätzt das Instru- 
ment wie vorhin, so erhält man als Spur des Rädchens R die ge- 
wöhnliche Tractrix. 

Als mit der Erfindung und dem Ausbau der Infinitesimal* 
rechnung die Probleme des Tangentenziehens, der Quadratur und 
Rectification mit einem Schlage in ihrer Allgemeinheit lösbar 
geworden waren, und ausserdem die analytische Methode Descartes 
namentlich auch durch Newton *) an Ausbildung gewonnen hatte, 
treten uns diese beiden Zweige der Wissenschaft fast beständig 

•) Arithmetica univeraaliB. 1-iigd. Bntav. 1782. 
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vereint entgegen und beherrschen von der ersten Hälfte des 
18. Jahrhunderts an fast allein die Fortentwicklung der Mathe- 
matik. Nur eine kleine Anzahl von Gelehrten, darunter aller- 
dings sehr bedeutende, interessirtcn sich noch für die rein geo- 
metrische Forschungsweise der Alten, und ihre Bemühungen, die 
Methoden derselben zu verallgemeinern, stützten sich dabei auf 
die Vorarbeiten von Desargues, Pascal und de la Hire, Auch 
auf das uns speciell interessirende Problem der Curvenerzeugung 
übten diese Bestrebungen ihren Einfluss aus, den wir noch kiu^z^ 
charakterisiren wollen. 

Schon Newton hatte in seiner Enuraeratio linearum curvarura 
tertii ordinis. 1706*) gelegentlich gezeigt, dass man sämtliche 
Kegelschnitte erhalten könne , indem man zwei unveränderliche 
Winkel mit gleicher Geschwindigkeit um ihre Scheitel sich drehen 
lässt: bewegt sich der Schnittpunkt des einen Schenkelpaares 
hiebei beständig auf einer Geradon, so beschreibt der Schnittpunkt 
des anderen Paares die verlangte Curve. Ferner hatte er auch 
ohne Beweis angegeben, dass wenn der erstere Schnittpunkt sich 
auf einem Kegelschnitt bewegt, der des zweiten Paare? eine Curve 
dritter oder vierter Ordnung erzeugt, die in jenem Drehpunkt 
einen Doppelpunkt besitzt, durch den der Kegelschnitt etwa geht. 

Diese Bemerkungen genügten, den schottischen Mathematiker 
Colin MaC'Laurin (1698 — 1746) zur Schaffung seiner „Qeometria 
organica seu descriptio linearum curvarum universalis. Lond. 1720" 
zu veranlassen, worin er Newtons Gedanken zu einer vollständigen 
Theorie der Erzeugung höherer Curven erweiterte. Zu diesem Zwecke 
Hess er einerseits den Schnittpunkt des einen Schenkelpaares auf 
verschiedenen Cunen laufen und untersuchte die Erzeugnisse 
des zweiten Schenkelpaares, andererseits vermehrte er die Anaahl 
der Pole, indem er die Schnittpunkte der einzelnen Schenkelpaare 
auf Cunen führte und die Curven bestimmte, die der Schnitt- 
punkt des letzten Paai-es durchläuft. Auch setzte er an Stelle 
der Winkel Gerade, deren gegenseitige Bewegung ebenfalls diu-ch 
Führung ihrer Schnittpimkte auf festen Qurven geregelt wird. 
Durch seine Betrachtungen gelang ihm auch die Tjösung eines 

•) Newton opera oinnia t. 1. pg. 556 — 557. 
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von Newton als schwierig bezeichneten Problemes, nämlich eine 
höhere Curve zu erzeugen, die keinen Doppelpunkt besitzt. In 
einem Supplemente zu diesem Werke, von dem er in denPhilo- 
sophicalTransactions.Vol. 39. 1732*) spricht, das aber nicht mehr 
erschien, zeigt er ferner, dass eine unbegrenzte Vermehrung der 
Pole, wie sie sein Zeitgenosse Braikenridge**) vorgeschlagen 
hatte, im Allgemeinen keine Erhöbung des Grades der erzeugten 
Curve verursache. So kann man, um ein bekanntes Beispiel ai\- 
zufiUiren, die n Seiten eines Polygons um n feste Pole sich 
drehen und n — 1 seiner Ecken auf ebensovielen Geraden fortr- 
rücken lassen, dann beschreibt der letzte Eckpunkt doch nur 
eine Curve zweiter Ordnung, wie gross auch n genommen wird. 

Alle diese jetzt dem Gebiete der sogenannten neueren syn- 
thetischen Geometrie zugehörigen Betrachtungen haben eine rein 
wissenschaftliche Bedeutung, da eine Realisirung dieser Bewegungen 
in exacter Weise wohl nicht möglich ist. 

Blicken wir nun zum Schlüsse noch einmal zurück auf den 
ausgedehnten Weg, den wir mit flüchtigen Schritten durcheilt 
haben, so sehen wir zunächst, wie die alten Griechen nur all- 
mählich und durch ihre Probleme gezwungen den Begriff einer 
andern als der Kreiserzeugung in der Geometrie zuliessen, wie 
dann die Araber sich schon mit grösserer Freiheit der mechanischen 
Erzeugung der Kegelschnitte und überhaupt einer gewissen „Geo- 
metrie der Bewegung*' bedienten, wie im Mittelalter die Anforde- 
rungen der Praxis zur Vermehrung der Curven beitrugen, und 
endlich im 17. Jahrhundert Descartes und Newton die organische 
Beschreibung beliebiger algebraisclier Curven in der Geometrie 
zuliessen. Allmählich fand dann auch die organische Beschreibung 
transcendenter Curven in der Geometrie Eingang und mechanische 
und geometrische Anschauungen verbanden sich. Die ersten, die 
diese wieder zu trennen und jede der beiden Wissenschaften in 



*) Ein anderes Princip zur punktweisen Erzeugung von Curven aus ge- 
gebenen, das der harmonischen Mittel, gibt Mac-Laurin in der Schrift: De 
linearum geometricarum proprietatibus gener. 1748, die man gewöhnlich als 
Anhang seines Treatise of Algebra. Lond. 1748 findet. 

**) Philosophical Transactions Nr. 436. pg. 25. A goneral mothod of 
desciibing Curves, by the intersection of right lines. 
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ihre natürlichen Grenzen zu bannen suchten, waren D^Älembert*) 
und Euler^ welche scharf hervorhoben, dass die Geometrie nur 
den von einem bewegten Punkte durchlaufenen Weg in's Auge 
zu fassen habe, während die Mechanik die Zeit und die Kräfte 
in Rechnung zieht, in weicher und durch welche diese Bewegung 
vor sich geht. Damit waren der geometrischen Untersuchung 
alle Bewegungen als solche ohne Rücksicht auf die sie erzeugenden 
Kräfte zugewiesen, und es war das Gebiet umgrenzt, das man 
später mit dem Namen Phoronomie belegte und das in unserem 
Jahrhundert zu einer eigenen Wissenschaft sich ausbildete. 



•) Traite de dynainique. Paris 1758. Discours preliminaire pag. VII. — 
Eoler: Formulae generales pro translatione quacuoque corporum rigidoruni. 
1775. pag. 199, und deutsche Ausgabe der Theoria motus corporum rigidorum 
p. 557. — 



über die Methoden der theoretischen Physilc. 

Von L. Boltzmann in München. 

Von der Redaetion des Katalogs aufgefordert, dieses Thema 
zu behandeln, sah ich alsbald, dass nur wenig Neues zu sagen 
bleibt; so vieles und gediegenes wurde gerade in neuerer Zeit 
hierüber geschrieben. Ist ja doch für unsere Zeit eine fast über- 
triebene Kritik der Methoden der naturwissenschaftliehen Forschung 
charakteristisch ; eine potenzirte Kritik der reinen Vernunft möchte 
man sagen, wenn dieses Wort nicht vielleicht all zu unbescheiden 
wäre. Es kann auch nicht meine Absicht sein, diese Kritik noch- 
mals zu kritisiren; nur einige orientirende Worte will ich für 
jene bringen, welche diesen Fragen ferner stehen, aber doch 
Interesse dafür hegen. 

In der Mathematik und Geometrie war es zunächst unzweifel- 
haft das Bedürfnis nach Arbeitersparnis, welches von den rein 
analytischen wieder zu den constructiven Methoden sowie zur 
Veranschaulichung durch Modelle führte. Scheint dieses Bedürf- 
nis auch ein rein praktisches, selbstverständliches, so befinden 
wir uns doch gerade hier schon auf einem Boden, wo eine ganze 
Gattung modern methodologischer Speculationen emporwuchs, die 
in der präcisesten, geistreichsten Weise von Mach zum Ausdrucke 
gebracht wurden. Dieser behauptet geradezu, der Zweck der 
Wissenschaft sei nur Arbeitersparnis. 

Fast mit gleichem Eechte könnte man, bemerkend, dass bei 
Geschäften die grösste Ersparnis wünschenswert ist, diese einfach 
für den Zweck der Verkaufsbuden und des Geldes erklären, was 
ja in gewissem Sinne in der That richtig wäre. Doch wird man 
nur ungern, wenn die Distanzen und Bewegungen, die Grösse, 
physikalische und chemische Beschaffenheit der Fixsterne ergründet, 
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wenn Mikroskope erfunden und damit die Urheber unserer Krank- 
heiten entdeckt werden, dies als blosse Sparsamkeit bezeichnen. 

Allein es ist am Ende Sache der Definition, was man als 
Aufgabe, was als Mittel zu deren Erreichung bezeichnet Hängt 
es ja sogar von der Definition der Existenz ab, was existirt, ob 
die Körper, ob deren lebendige Kraft, oder überhaupt deren Eigen- 
schaften, so dass wir vielleicht noch einmal unsere eigene Existenz 
einfach hinweg definiren können. 

Doch genug hievon ; das Bedürfnis nach der äussersten Aus- 
nützung der Mittel unserer AufiFassungskraft existirt, und da wir 
mit dem Auge dio grösste Fülle von Thatsachen auf einmal er- 
fassen (wir sagen charakteristisch genug übersehen) können, so 
folgt hieraus das Bedürfnis, die Resultate des Calcüls anschaulich 
zu machen und zwar nicht blos für die Phantasie, sondern auch 
sichtbar für das Auge, greifbar für die Hand, mit Gips und Pappe. 

Wie wenig geschah in dieser Beziehung noch in meinen 
Studienjahren ! Mathematische Instrumente waren fast unbekannt, 
und die physikalischen Experimente wurden häufig so angestellt, 
dass niemand davon etwas sah, als der Yortragende selbst. Da 
ich obendrein wegen Kurzsichtigkeit auch die Schrift und Zeichnung 
auf der Schultafel nicht sah, so wurde meine Einbildungskraft 
stets in Atem gehalten, fast hätte ich gesagt zu meinem Glücke. 
Doch letztere Behauptung liefe ja dem Zweck dieser Katalog- 
studie zuwider, der nur die Anpreisung des unendlichen Rüst- 
zeuges von Modellen in der heutigen Mathematik sein kann, und 
sie wäre auch vollständig unrichtig. Denn hatte auch meine 
Yorstellungsgabe gewonnen, so war es doch nur auf Kosten des 
ümfangs der erworbenen Kenntnisse geschehen. Damals war die 
Theorie der Flächen zweiten Grades noch der Gipfelpunkt geo- 
metrischen Wissens und zu ihrer Versinnlichung genügte ein Ei, 
ein Serviettenreif, ein Sattel. Welche Fülle von Gestalten, Sin- 
gularitäten, sich aus einander entwickelnder Formen hat der Geo- 
meter von heute sich einzuprägen, und wie sehr wird er dabei 
durch Gipsformen, Modelle mit fixen und beweglichen Schnüren, 
Schienen und Gelenken aller Art unterstützt. 

Daneben gewinnen aber auch die Maschinen immer mehr 
an Boden, welche nicht zur Versinnlichung dienen, sondern an 
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Stelle des Menschen die Mühe der Ausführung wirklicher Rechnungs- 
opera tionen Überneil men, von den vier Species bis zu den com- 
plicirtesten Integrationen. 

Dass beide Gattungen von Apparaten auch von den an die 
stete Handhabung von Instrumenten ohnedies gewöhnten Physikern 
in der ausgedehntesten Weise verwendet worden, ist selbstredend. 
Alle möglichen mechanischen Modelle, optische Wellenfläclien, 
thermodynamische Flächen aus Gips, Wellenmaschinen aller Art, 
Apparate zur Versinnlichung der Gesetze der Lichtbrechung und 
anderer Naturgesetze sind Beispiele von Modellen erster Art 
In der Construction von Apparaten zweiter Art ging man soweit, 
dass Versuche gemacht wurden, die Werte der Integrale von 
DifiFerential-Gleichungen , welche in gleicher Weise für ein schwer 
zu beobachtendes Phänomen, wie die Gasreibung, und ein leicht 
messbares, wie die Verteilung des elektrischen Stromes in einem 
leitenden Körper von entsprechend gewählter Gestalt, durch Be- 
obachtung d^s letzteren Phänomens einfach abzulesen und dann 
zur Berechnung der Reibungsconstante aus dem ersteren Phänomen 
zu verwerten. Man erinnere sich auch der graphischen Auf- 
wertung der in der Theorie der Gezeiten, in der Eleklrodynamik 
etc. vorkommenden Reihen und Integralen durch Lord Kelvin, 
welcher in seinen „lectiu-es of molecular dynamics" sogar die Idee 
der Gründung eines mathematischen Instituts für solche Rech- 
nungen ausspricht. 

In der theoretischen Physik kommen jedoch noch Modelle 
zur Verwendung, welche ich einer dritten besondern Gattung 
zuzählen möchte, da sie ihren Ursprung einer besonderen Methode 
verdanken, die gerade in jenem Wissenszweige immer mehr zur 
Anwendung kommt. Ich glaube, dass dies mehr dem praktisch 
physikalischen Bedürfnisse als erkenntnis-theoretischen Specula- 
tionen zu verdanken ist. Trotzdem aber hat diese Methode viel- 
fach ein eminent philosophisches Gepräge, und wir müssen daher 
neuerdings den Boden der Erkenntnistheorie betreten. 

Auf der von Galilei und Newton geschaffenen Grundlage 
hatten namentlich die grossen Pariser Mathematiker um die Zeit 
der französischen Revolution und später eine scharf definirte Methode 
der theoretischen Physik geschaffen. Es wurden mechanische 
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Voraussetzungen gemacht, woraus mittels der zu einer Art von 
geometrischer Evidenz gelangten Principien der Mechanik eine 
Gruppe von Naturerscheinungen erklärt wurde. Man war sich 
zwar bewusst, dass die Voraussetzungen nicht mit apodiktischer 
Gewissheit als richtig bezeichnet werden konnten, aber man hielt 
es doch bis zu einem gewissen Grade für wahrscheinlich, dass 
sie der Wirklichkeit genau entsprächen und nannte sie deshalb 
Hypothesen. So dachte man sich die Materie, den zur Erklärung 
der Ldchterscheinungen notwendigen Lichtäther und die beiden 
elektrischen Fluida als Summen mathematischer Punkte. Zwischen 
je zwei solchen Punkten dachte man sich eine Kraft wirksam, 
deren Richtung in ihre Verbindungslinie fällt und deren Intensität 
eine noch zu bestimmende Function ihrer Entfernung sein sollte 
(Boscovic). Ein Geist, dem alle Anfangspositionen und Anfangs- 
geschwindigkeiten aller dieser materiellen Teilchen, sowie alle 
Kräfte bekannt wären und der auch alle daraus resultirenden 
DifFerentialgleichungen zu integriren verstünde, könnte den gan- 
zen Weltlauf voraus berechnen, wie der Astronom eine Sonnen- 
finsternis {Laplace), Man stand nicht an, diese Kräfte, welche 
man sich als das ursprünglich Gegebene, nicht weiter Erklärbare 
dachte, als die Ursachen der Erscheinungen, die Berechnung 
derselben aus den Differentialgleichungen als ihre Erklärung zu 
bezeichnen. 

Dazu kam später die Hypothese, dass diese Teilchen auch in 
ruhenden Körpern in Bewegungen begriffen seien, welche zu den 
Wärmeerscheinungen Veranlassung geben und deren Natur be- 
sonders in den Gasen sehr genau definirt wurde {Clamius). Ihre 
Theorie führte zu überraschenden Vorausberechnungen, so der 
Unabhängigkeit der Reibungsconstante vom Drucke, gewisser 
Beziehungen zwischen Reibung, Diffusion und Wärmeleitung etc. 
(Maxtvell). 

Die Gesamtheit dieser Methoden war so erfolgreich, dass 
es geradezu als Aufgabe der Naturwissenschaft bezeichnet wurde, 
die Naturerscheinungen zu erklären und die früher so genannten 
beschreibenden Naturwissenschaften triumphirten, als ihnen die 
Hypothese Dartvins erlaubte, die Lebensformen und Erscheinungen 
nicht blos zu beschreiben, sondern ebenfalls zu erklären. Sonder- 
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barerweise machte fast ^gleichzeitig die Physik die entgegengesetzte 
Schwenkung. 

Namentlich Kirchhof schien es zweifelhaft, ob die bevor- 
zugte Stellung, welche man den Kräften dadurch zuwies, dass 
man sie als Ui'sachen der Erscheinungen bezeichnete, eine be- 
rechtigte sei. 

Ob man mit Kepler die Gestalt der Bahn eines Planeten 
und die Geschwindigkeit in jedem Punkte oder mit Newton die 
Kraft an jeder Stelle angebe, beides seien eigentlich nur ver- 
schiedene Methoden, die Thatsachen zu beschreiben und das Ver- 
dienst Newtons sei nur die Entdeckung, dass die Beschreibung 
der Bewegung der Himmelskörper besonders einfach wird, wenn 
man die zweiten Differentialquotienten ihrer Coordinaten nach der 
Zeit angibt (Beschleunigung, Kraft). Mit einer halben Seite waren 
die Kräfte aus der Natur hinwegdefinirt und die Physik zur 
eigentlich beschreibenden Naturwissenschaft gemacht. Das Ge- 
bäude der Mechanik war zu fest, als dass diese Veränderung der 
Aussenseite sein Inneres hätte wesentlich beeinflussen können. 
Auch die auf die Vorstellung von Molekülen verzichtenden 
Elasticitätstheorien waren schon älter {Stokes, Lame, Clebsch). 
Doch auf die Entwickelung anderer Zweige der Physik (Elektro- 
dynamik, Theorie der Pyro* und Piezoelektricität etc.) gewann 
die Ansicht grossen Einfluss, dass es nicht Aufgabe der Theorie 
sein könne, den Mechanismus der Natur zu durchschauen, sondern 
bloss von möglichst einfachen Voraussetzungen ausgehend (dass 
gewisse Grössen lineare oder sonst einfache Functionen seien etc.), 
möglichst einfache Gleichungen aufzustellen, die die Naturei-schein- 
ungen mit möglichster Annäherung zu berechnen erlauben; wie 
sich Hertg charakteristisch ausdrückt, nur die direct beobachteten 
Erscheinungen nackt durch Gleichungen daraustellen, ohne die 
bunten, von unserer Phantasie ihnen umgehängten Mäntelchen 
der Hypothesen. 

Indessen waren mehrere Forscher schon früher dem alten 
Systeme von Kraftcentren und Femkräften von einer andern 
Seite noch empfindlicher zu Leibe gegangen; man könnte sagen 
von der entgegengesetzten, weil sie das bunte Mäntelchen der 
mechanischen Veranschaulichung besonders liebten; man könnte 
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sagen von benachbarter, da sie ebenfalls auf die Erkenntnis 
eines den Erscheinungen zu Grunde liegenden Mechanismus 
verzichteten und in den von ihnen ersonn enen Mechanismen 
nicht diejenigen der Natur erblickten, sondern bloss»^ Bilder 
oder Analogien.*) Mehrere Männer, an der Spitze Faraday, 
hatten sich eine ganz verschiedene Naturanschauung gebildet. 
Während das alte System blos die Kraftcentra für das Reale, die 
Kräfte für mathematische Begriffe gelialten hatte, sah Faraday 
deutlich das Weben und Wirken der letzteren von Punkt zu 
Punkt im Zwischenräume; das Potential, früher eine nur die 
Rechnung erleichternde Formel , war ihm das im Räume real 
existirende Band, die Ursache der Kraftwirkung. Faraday' s Ideen 
waren viel unklarer, als die früheren mathematisch genau präci^irten 
Hypothesen und mancher Mathematiker aus der alten Schule schätzte 
Faraday's Theorien gering, ohne jedoch durch die Klarheit seiner 
Anschauungen zu gleich grossen Entdeckungen zu gelangen. 

Bald wurde namentlich in England allenthalben nach mög- 
lichst anschaulicher und greifbarer Darstellung der Begriffe und 
Vorstellungen getrachtet, die früher nur in der Analyse eine 
Rolle gespielt hatten. Diesem Streben nach Anschaulichkeit 
entsprang die graphische Darstellung der Grundbegriffe der 
Mechanik in MdocweWs „matter and motion", die geometrische 
Darstellung der Superposition zweier Sinusbewegungen, alle durch 
die Quaterionentheorie bedingten Veranschaulichungen, so die 
geometrische Deutung des Symbols 

d* d* d^ 

^ dx« ^ dy* ^ dz« ''• 



*) Man vergleiche die fast ätherisch fein ausgearbeitete, kry.staliklare aber 
farblose Elasticitätstbeorie in Kirchhoff'8 Vorlesungen mit der von Thomson 
im 3. Bande der math. and phys. papors gegebenen derb realistischen Theorie 
nicht des idealen elastischen Körpers, sondern des Stahls, Kautschuks, Leims, 
oder mit der oft kindlich naiven Sprache MaxwelVs^ der mitten iü den Formeln 
eine wirklich gute Methode, Fettflecken auszuputzeö, «um Besten gibt. 

**) Maxwell, treat. on el. and magn. 1873, vol. I art 29: natura of the 
Operator V and V*; dieselbe wurde später auch von anderen bemerkt: Mach, 
Über Hrn. Guebhards Dai^stellg. der Äquipotentialcurven, Wien, Sitzungsber., 
Bd. 86, pg. 8, 1882. Vgl. auch Wied. Beibl., Bd. 7, pg. 10, c. r. dor Pariser 
Acad., Bd. 95, pg. 479. 
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Dazu kam ein zweiter Umstand. Die überraschendsten und 
weitgehendsten Analogien zeigten sich zwischen scheinbar ganz 
disparaten Naturvorgängen. Die Natur schien gewissermassen 
die verschiedensten Dinge genau nach demselben Plane gebaut 
zu haben oder, wie der Analytiker trocken sagt, dieselben Differen- 
tialgleichungen gelten für die verschiedensten Phänomene. 

So geschieht die Wärmeleitung, die Diffusion und die Ver- 
breitung der Elektricität in Leitern nach denselben Gesetzen. 
Dieselben Gleichungen können als Autlösung eines Problems der 
Hydrodynamik und der Potentialtheorie betrachtet werden. Die 
Theorie der Flüssigkeitswirbel , sowie die der Gasreibung zeigt 
die überraschendste Analogie mit der des Elektromagnetismus etc. 
Vergl. hierüber auch Maxwell „scient. pap.", vol. 1, pag. 156. 

Solche Einflüsse drängten auch Maxwell^ als er an die 
mathematische Ausarbeitung der i^ararfay'schen Vorstellungen 
ging, von vorne herein in eine ganz neue Bahn. Schon Thomson^) 
hatte eine Reihe von Analogien zwischen Problemen der Elasti; 
citätstheorie und solchen des Elektromagnetismus hervorgehoben. 
Maxwell erklärte schon in seiner ersten Abhandlung über Elek- 
tricitätslehre **), dass er keine Theorie der Elektricität zu geben 
beabsichtige, d. h. dass er selbst nicht an die Realität der incom- 
pressibeln Flüssigkeit und der Widerstandskräfte glaube, die er 
dort anninmit, sondern dass er bloss ein mechanisches Beispiel 
zu geben beabsichtigt, welches grosse Analogie mit den elektrischen 
Erscheinungen zeigt und die letzteren auf eine Form bringen 
will, in der sie der Verstand möglichst leicht erfassen kann.***) 
In seiner zweiten Schrift f) geht er noch viel weiter und con- 
struirt aus Flüssigkeitswirbeln und FrictionsroUen, die sich inner- 
halb Zellen mit elastischen Wänden bewegen, einen bewunder- 
ungswürdigen Mechanismus, welcher als mechanisches Modell für 
den Elektromagnetismus dient. Dieser Mechanismus wurde 



*) Cambridge a. Dublin math. joumal, 1847; math. aad phys. pap., vol. I. 

**) Maxweil, On Faradays lines of force. Cambr. phil. ti-ans., vol. X. 
Scient. pap., vol. I, pg. 157. 

***) Maxwell, Scient. pap., vol. I, pg. 157. 

t) Maxwell, On physical lines of force, Scient. pap., vol. I, pg. 451. 
Phü. mag. (4), vol. 21, pg. 161, 281, 338, 1861, vol. 23, pg. 12, 85, 1862, 
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natürlich von Jenen verspottet, welche ihn wie Zöllner für eine 
Hypothese im alten Sinne des Wortes hielten und inointen, 
Maxwell schreibe ihm Realität zu, was dieser selbst doch so 
entschieden ablehnt und nur bescheiden hofft, „dass durch der- 
artige mechanische Fictionen weitere Forschungen auf dem Ge- 
biete der Elektricitätslehre mehr gefördert als gehindert sein 
würden". Und sie waren gefördert; denn Maxwell gelangte durch 
sein Modell zu jenen Gleichungen, deren eigentümliche, fast 
unbegreifliche Zaubermacht der hiezu Berufenste, nämlich Heinr, 
Heiisfj in seinem Vortrage über die Beziehungen zwischen Liciit 
und Elektricität*) pag. 11 so drastisch schildert. Ich möchte den 
Worten Hertz' nur beifügen, dass MaxwelVs Formeln lediglich 
Consequenzen seiner mechauischeu Modelle waren und Hertz" 
begeistertes Lob in erster Linie nicht der Analyse MaxwelCs, 
sondern dessen Scharfsinn in der Auffindung mechanischer Ana- 
logien gebührt. 

Erst in MaxwelVs dritter wichtiger Schrift**) und in seinem 
Lehrbuche***) schälen sich die Formeln mehr von dem Modelle 
los, welcher Proeess dann durch Heavyside, Poynting, Rowland, 
Hertz, Cohn vollendet wurde. Maxwell benutzt noch immer die 
mechanische Analogie oder, wie er sagt, die dynamische Illustra- 
tion. Aber er specialisirt sie nicht mehr ins Detail , sondern er 
sucht vielmehr die allgemeinsten, mechanischen Voraussetzungen 
auf, welche auf Erscheinungen zu führen geeignet sind, die dem 
Elektromagnetismus analog sind. Thomson wurde durch Erweiter- 
ung seiner schon citirten Ideen auf den quasielastischen und 
den quasüabilen Äther, sowie auf dessen Veranschaulichung durcli 
das gyrostatisch-adynamische Modell geführt. 

Natürlich übertrug Maxwell die gleiche Behandlungsweise 
auch auf andere Zweige der theoretischen Physik. Als mechanische 
Analogien sind zum Beispiele auch MaxwelVs Qasmoleküle auf- 
zufassen, die sich mit einer der fünften Potenz ihrer Ent- 
fernung verkehrt proportionalen Kraft abstossen, und es fehlte 



•) Bonn, bei Emil Strauss, 1890. 

**) Maxwell, A dynamical theory of the ei. magn. field. Scient. pap. L 
pg. 52G. Roy. soc. trans. vol. 155, pg. 459, 1865. 

•••) Ti-eat on el. and magn. Oxford, Clar. press 1881. 
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in der ersten Zeit wieder nicht an Forschern, welche, MttxwdVa 
Tendenz missverstehend, seine Hypothese für unwahrscheinlich und 
absurd erklärten. 

Allmählich jedoch fanden die neuen Ideen in allen Gebieten 
Eingang. Aus dem Gebiete der Wärmetheorie erwähne ich hier 
nur Heimholt^ berühmte Abhandlungen über die mechanischen 
Analogien des zweiten Hauptsatzes der Wärmetheorie. Ja, es 
zeigte sich, dass sie dem Geiste der Wissenschaft besser ent- 
sprachen, als die alten Hypothesen und auch für den Forscher 
selbst bequemer waren. Denn die alten Hypothesen konnten 
nur aufrecht erhalten werden, so lange alles klappte; jetzt aber 
schadeten einzelne Nichtübereinstimmungen nicht mehr, denn 
einer blossen Analogie kann man es nicht übel nehmen, wenn 
sie in einzelnen Punkten hinkt. Daher wurden bald auch die alten 
Theorien, so die elastische Theorie des Lichtes, die Gastheorie, 
die Schemata der Chemiker für die Benzolringe etc., nur mehr 
als mechanische Analogien aufgefasst und endlich generalisirte 
die Philosophie MaxwdVa Ideen bis zur Lehre, dass die Er- 
kenntnis überhaupt nichts anderes sei, als die Auffindung von 
Analogien. Damit war die alte wissenschaftliche Methode wieder 
hinwegdefinirt und die Wissenschaft sprach nur mehr in 
Gleichnissen. 

Alle diese mechanischen Modelle bestanden vorerst freilich 
nur im Gedanken, es waren dynamische Illustrationen in der 
Phantasie und sie konnten auch in dieser Allgemeinheit nicht 
praktisch ausgeführt werden. Doch reizte ihre grosse Bedeutung 
dazu an, wenigstens ihre Grundtypen auch praktisch zu verwirk- 
lichen. 

Über einen von Maxwdl selbst und einen vom Schreiber 
dieser Zeilen unternommenen derartigen Versuch ist im zweiten 
Teile dieses Katalogs berichtet. Auch das Modell FitzgeraWs 
befindet sich gegenwärtig auf der Nürnberger Ausstellung, sowie 
das Modell Bjerkne^^ welche ähnlichen Tendenzen ihren Ursprung 
verdanken. Weitere hieher zu zählende Modelle wurden von 
Oliver Lodge^ Lord Rayleigh und andern eonstruirt. 

Sie alle zeigen, wie die neue Richtung den Verzicht auf 
vollständige Congruenz mit der Natur durch um so schlagenderes 

7 
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Hervortreten der Ähnlichkeitspunkte wettmacht. Ihr gehört 
ohne Zweifel die nächste Zukunft; doch ebenso verfehlt, als es 
früher war, die alte Methode für die allein richtige zu halten, 
ebenso einseitig wäre es, sie, die so viel geleistet, jetzt für voll- 
ständig abgethan zu halten und nicht neben der neuen zu 
cultiviren. 



München, August 1892. 



Über mechanische Integrationen. 

Von Dr. Alfred Amsler iu Schaffhaosen. 

Alle mechanischen Integrationen von Functionen, welche sich 
auf Flächenelemente beziehen, lassen sich mit denselben Hilfs- 
mitteln ausführen, mit denen man den Flächeninhalt einer ge- 
schlossenen Curve ermitteln kann. 

Im folgenden sollen die Principien einiger der interessantesten 
mechanischen Integrationen, welche in der Wissenschaft und in 
der Technik Verwendung finden können, auseinandergesetzt werden. 

Yon mechanischen Hilfsmitteln, welche bei den verschiedenen 
Instrumenten die Integration besorgen, sind mir drei bekannt, 
nämlich 

1) Eine Rolle, deren rundlicher oder flacher Rand mit 
sanftem Druck gegen eine Fläche anliegt. Der Rollenrand muss 
glatt sein oder darf doch wenigstens keine scliiefen Kerben 
haben. Findet eine relative Bewegung zwischen Fläche und 
Rolle statt, so wird die Rolle durch Reibung von der Fläche in 
Umdrehung versetzt. Wird die Rolle so auf der Fläche bewegt, 
dass der Berührungspunkt einen Weg von der Länge s senkrecht 
zur RoUenaxe besclu'eibt, so rollt die Rolle auf der Fläche. Ist 
r der Radius der RoUe und & der Winkel, um welchen sich die 
Rolle gedreht hat, so ist rd- = s 

Ich nenne die Grösse r^ die Abwicklung der Rolle und 
bezeichne sie mit u. In diesem Falle ist also u = s. Verschiebt 
man die Rolle in der Richtung ihrer Axe, so findet kein Rollen 
statt, sondern blosses Gleiten, ohne dass sich die Rolle dreht, 
dann ist u =s o. 
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Bewegt man die Rolle so, dass ihr Berührungspunkt eine 
geradlinige Bahn beschreibt, welche mit der ßollenaxe den Winkel 
a bildet, so findet gleichzeitig Rollen und Gleiten statt und es wird 

u = ssina. 

Ändert man die Richtung der Rollenaxe, ohne die Lage des 
Berührungspunktes der Rolle zu ändern, so findet weder Gleiten 
noch Rollen statt und die Rolle dreht sich nicht um ihre Axe. 

Es sind dies alle Bewegungsarten, welche eine solche Rolle 
ausführen kann. 

Beschreibt der Berührungspunkt auf der Fläche eine beliebige 
unendlich kleine Bahn ds, während die Rollenaxe gleichzeitig 
ihre Richtung ändert, so hat man daher du = sinads, und 
beschreibt der Berührungspunkt eine Bahn von endlicher Länge, 

so wird die Rollenabwicklung u = f sin a ds. 

Bei dieser Ableitung wurde nichts vorausgesetzt über die 
Beschaffenheit der Fläche, auf welcher die Rolle sich bewegt 
Es ist auch weiter keine Voraussetzung nötig, als dass die 
Fläche keine Kanten und Ecken habe, und dass die Rollenaxe 
stets senkrecht sein soll zur Normalen, welche man im Berührungs- 
punkt der Rolle auf die Fläche errichten kann. 

Je nach dem Zweck, den man bei Anwendung dieses 
Integrationsprincips verfolgt, hat man durch passende kinematische 
Verbindungen dafür zu sorgen, dass sich der Winkel a in der 
richtigen Weise ändert. Bei wirklich ausgeführten Instrumenten 
kommt als Fläche, auf welcher die Rolle läuft, nur vor der Kreis- 
kegel, die Ebene oder die Kugel. 

Mit diesen Hilfsmitteln kann man eine grosse Menge ver- 
schiedener Integrale auswerten; die Genauigkeit der Resultate 
genügt bei sachverständiger Ausführung der Instrumente den 
weitestgehenden Ansprüchen. Eine auf einer Fläche teils rollende, 
teils gleitende Rolle dürfte wohl das einfachste mechanische 
Integrationsmittel sein. 

Das älteste Planimeter, von Gonnella im Jahre 1824 erfunden, 
enthält als Integrationsmechanismus eine Rolle, welche auf einem 
Kegel läuft. Das Instrument ist schematisch in nachstehender 
Figur dargestellt, und mag als Typus aller sogenannten Linear- 
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planimeter, oder besser Orthogonalplanimeter (im Gegensatz zu 

Polarplanimeter) gelten. 

Dessen Einrichtung besteht im Wesentlichen in Folgendem: 
Die Räder eines Wagens W laufen in der geraden Nuth 

eines auf der Zeichnungsebene rahenden Lineals. Am Wagen 




ist ein Arm angebracht, der einen drehbaren Kegel trägt, dessen 
Axe in einer zur Nuth senkrechten Ebene liegt und gegen die 
Zeichnungsebene so geneigt ist, dass die oberste Erzeugende des 
Kegels parallel zur Zeichnungsebene ist. Mit dem untersten 
Punkt des Endkreises ruht der Kegel auf der Zeichnungsebene. 
In einer Führung am Wagen lässt sich, senkrecht gegen die 
Nuth des Lineals und parallel zur Zeichnungsebene, eine Stange 
a verschieben, welche an einem Ende einen Fahrstift A und in 
der Mitte eine auf dem Kegel aufliegende Bolle trägt, deren Axe 
parallel zu a ist. Führt man den Fahrstift auf der Curve y = f (x) 
von Ai bis A,, so verschiebt sich der Wagen um die 
Strecke x; der Kegel dreht sich in Folge der Reibung auf der 
Zeichnungsfläche proportional zur Grösse der Verschiebung des 
Wagens. Dreht sich der Kegel um einen bestimmten Winkel, 
so dreht sich auch die darauf ruhende Rolle und zwar ist die 
Drehung der letztern proportional zur Entfernung des Berührungs- 
punktes der Rolle mit dem Kegel von der Kegelspitzc. Diese 
Entfernung ist aber gleich j, und die Drehung des Kegels 
ist proportional zum Zuwachs von x, folglieh ist die Drehung 

der Rolle proportional zu f y dx. 
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Wird an Stelle des Kegels eine horizontale Scheibe gebracht, 
welche sich unter Anwendung passender Hilfsmittel proportional 
zur Verschiebung des Wagens W dreht, so ist die Drehung der 
Rolle, welche auf dem Durchmesser der Scheibe senkrecht zum 
Wagen verschiebbar ist, proportional zur Entfernung des Be- 
rührungspunktes der Rollo mit der Scheibe vom Centrum der 
Scheibe, und die Rollendrehung wird wieder proportional zu 

r y dx, wenn der Punkt A eine Curve durchläuft. 

Diese Gonstruction wurde im Jahre 1825 ebenfalls von 
Gonnella ausgeführt. 

Das aus dem Jahre 1827 datirende Oppikofer'sche Planimoter 
ist identisch mit dem Kegelplanimeter Gonnella's. Das unter dem 
Namen Wetli'sches Planimeter bekannte Instrument ist ähnlich 
der zweiten Planimeterconstruction Gonnella's. Die Frage, wem 
die Priorität der Erfindung des ersten mechanischen Planimeters 
zukommt, findet sich ausführlich erörtert in Antonio Favaro, Bei- 
träge zur Geschichte der Planimeter, Separat Abdruck aus der 
„Allgemeinen Bauzeitung" Wien 1873. Ebendaselbst findet man 
auch eine reichhaltige Zusammenstellung der Originalliteratur über 
die verschiedenen Planiraeterconstructionen bis 1873. 

Die Polarplanimeter, welche heutzutage im allgemeinen Ge- 
brauch sind und deren Theorie als Ausgangspunkt für ander- 
weitige Integrationen folgen wird, haben als Integrationsraechanis- 
mus die Combination von Rolle und Ebene, die complicirteren 
auch wohl von Rolle oder Cylinder und Kugel. 

Vergl. J, Amsler^ Über die mechanische Bestimmung des 
Flächeninhalts, der statischen Momente und der Trägheitsmomente 
ebener Figuren, insbesondere über einen neuen Planimeter, Schaff- 
hausen 1856; Separat-Abdruck aus der „Vierteljahrsschrift der 
naturforschenden Gesellschaft in Zürich*'; sowie die französische 
Zeitschrift ,,Cosmos'* des Abb6 Moigno, 29. Februar 1856. 

2) Ein zweiter Integrationsmechanismus, welcher dem zu- 
erst beschriebenen nahe verwandt ist, ist eine Combination von 
irgend zwei Flächen^ welche sich aufeinander wälzen. 

Bei wirklich ausgeführten Iiistruraonten kommen nur folgende 
Flächen vor: Kugel, Kroiscylinder, Ebene, Kreiskegel. Der 
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Zweck, welcher durch Anwendung dieser complicirten Mittel ver- 
folgt wird, ist die Vermeidung gleitender Reibung, wie sie bei 
dem zuerst beschriebenen Integrationsmittel vorkommt. 

Wendet man Kugel und Cylinder an, so bleibt die Be- 
trachtung genau dieselbe wie bei Anwendung einer Kugel, auf 
welcher eine Rolle läuft; nur hat man dort an Stelle von Rolle 
den Ausdruck Cylinder zu setzen und zu beachten, dass, wenn 
sich der Berührungspunkt von Cylinder und Kugel in der Richtung 
der Cylinderaxe verändert, der Cylinder in seine neuen Lagen 
durch Walzen anstatt durch Gleiten kommt. 

Weniger allgemein aufgefasst und für alle ebenen Integra- 
tionen noch hinreichend, kann man den 
Mechanismus auch folgendermassen definiren. 
Die Rotationsaxen der Kugel K und des 
Cvlinders C sollen in einer und derselben 
Ebene liegen und den veränderlichen Winkel 
a mit einander bilden. Dreht sich die 
Kugel um einen unendlich kleinen Winkel f 
um ihre Rotationsaxe und bezeichnet r den 
Radius der Kugel, so ist die Abwicklung du 
des Cylinders C 

du = r y cos a. 
Ändert man den Winkel a, so wälzt sich der Cvlinder auf 
der Kugel, ohne sich zu drehen. Ändert man den Winkel a, 
während man die Kugel dreht, so wird nach einer relativen Be- 
wegung des Systems von endlicher Grösse die Cylinderabwicklung 
u = r r cos OL f. 

Durch passende kinematische Verbindungen hat man dann 
wieder für die zweckdienliche Herstellung des Winkels zu sorgen. 
Ein Planimeter mit diesem Integrationsmechanismus ist beschrieben 
in der Abhandlung ,Jf euere Planimeter- Constructionen" von 
J. Arasler-Laffon, Zeitschrift für Instrumentenkimde, Berlin 1884. 
Es ist dies meines Wissens die einzige Planimeterconstruction, 
bei welcher gar kein Gleiten vorkommt*) Die Bedingung des 

•) Es soi gestattet hier die folgende historische Bemerkung einzufügen: 

Bereits zu Anfang des Jahrcs 1855, kurz nachdem die ei-sten (Sang's) 

Planimeter nach England kamen, hat Clerk Maoncell ein Planimeter ohne 
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blossen Wälzeus oline Gleiten iat bei den sogenannten Kiigel- 
pknimetem von Coi-adi nur annähernd erfällt. 

Da Planimeter dieser Kategorie seit einiger Zeit auch in 
praktischen Gebrauch gekommen sind, will ich hier das oben 
citirto Instrument meines Vaters als Typus dieser Gattung 
Instrumente liurz beschreiben. 



gleitende Reibung couBtniirt, boi woldiom sich zwei Eugela von glpic-bcm 
Radius aufeinandor abwälzen. Die betr. Publication MaKwell's, datirt vom 
22. Januar 1855, findet sith in den Trausactions of the ßoj-al Scoltiali Society 
of Arts vol. IV, pari. IV, Tind ist betitelt: „Deseription af a new form cf 
the Platometer, an Initrument for measuring the Areas <tf plane figwtt 
draum on Faper'^ [Wieder abgedruckt in den Werken Bd. I p. 230 ff.). 



Die Charakteristik des Instmmciites [das iinseics Wissens nie ausgeführt 
woidon ist} ist iura die foigeudo: Eine Kugel I juit horizontaler Axe drebt 
sich proportional der Bewegung eines Wagens in der Richtung der i-Ajie 
(vergl. aebonstehende, der genannten Abhandlung entnommene Fignr). Eine 
zweite Kugel U, um eine vertiialo und eine horizontale Axe wird dagegen ge- 
presat. Die ümdreliiuig dieser tweiton Engel um ihre hnrisontnle Axe ist 
proportional der Drehung der ersten Kugi>l und der Entfernung der Bcrühr- 
punkto beider Kugeln von der Drehaxo der ersten Kugel. Die Verbindungs- 
linie der Uittolpunkte beider Kugcia wird stete seokrcdit gofülirt zu einem 
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Die Axe H trägt eine Kugelcalotto und ein höllisches 
Zahnrädctien , welches auf dem horizontalen gezahnten Krek Q 
läuft. Der Fabrstift F ist an einem Arm befestigt, der um die 



verticale Axe C drehbar ist. Letztere geht durch das Centrum 
der Kugel 0. Auf der obern Seite des Fahrarms ist parallel 
zur Richtung C F eine Nuth angebracht, in welcher die beiden 



Stabe, wek'her den Mittelpuukt der ersten Ku^'d mit einem in der Ric;litun)( 
der y-Axe gleitenden ScIiliHeu verbindet, welcber den Fabtstift tdif^. Man 
beweist leiL'bt, dass daa y der Curve dann atets iiroportional ist der Entfernung 
des Berührungspunktes beider Kugeln von der Urehaxe der erateren, Dio 
Umdrehung der zweiten Ent;el um ihre bnrizontale Axe ist dann proportional 
dem umfahrenen Flih^heustück. 

Uaxwell hat auch (in eben dieser Abhnndlunf;) ein Polarptanimeter nn- 
gegebt^n , bei welchem dio Bewegung des in einer Hülse verseil iebbaivn Fahr- 
amis dureh einen auf einer Hjpi'iliel (.'leitenden Hebel auf den Integratnr 
übertragen wird. Dieser letztere ist von der olwn hesehriebeueu Art. 

Die Bedaction. 
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Räder h eines Wagens laufen. Der Wagen trägt den Cylinder ü, 
welcher die Kugel auf dem horizontalen grössten Kreis mit 
leiclitem Druck berührt. Bewegt man den Fahrstift F auf einem 
Kreisbogen, dessen Centrum P ist, so dreht sich die Kugelcalotte 
um einen Betrag, der proportional ist zu der Länge des von C 
durchlaufenen Weges, welchen ich wieder mit s bezeichne. Ist 
F C senkrecht zu P C, so rotirt der Cylinder D nicht. Bildet 
F C den Winkel a mit jener ursprünglichen Lage, so berührt der 
Cylinder die Kugel in einem Punkt, dessen Abstand von der 
Eotationsaxe der Kugel gleich ist r sin a, wenn r den Radius der 
Kugel bedeutet. Dreht man nun das Instrument in dieser Lage 
um den Punkt P, ohne die relative Lage von F C und C P zu 
verändern , so rotirt der Cylinder D proportional zu r sin a und 
zu s. Die Drehung des Cylinders wird mithin gleich crsina, 
wobei c eine Constante bedeutet, welche von den Dimensionen 
des Instruments abhängt. 

Führt man den Fahrstift F auf einem Kreisbogen , dessen 
Centrum C ist, so dreht sich die Kugelcalotte nicht, dagegen 
ändert der Cylinder seine Lage auf der Kugel. Der Cylinder 
wälzt sich, ohne zu gleiten, in seine neue Lage, wobei der Wagen 
sich auf der Nuth des Fahrarms etwas verschiebt. Der Cylinder 
rotirt bei dieser Bewegung nicht. Boschreibt der Fahrstift F 
irgend eine Curve, so findet gleichzeitig Drehen der Kugel und 
Wälzen dos Cvlinders statt und letzterer rotirt dabei um einen 

Betrag der gleich ist er l sin ads, welcher Wert proportional 

ist zum Flächeninhalt der von F beschriebenen Curve. Wäre der 
Rahmen , welcher den Cylinder D trägt mcht beweglich in der 
Richtung des Fahrarms, so wüide das Instrument trotzdem noch 
obiges Integral richtig angeben. Allerdings könnte dann der 
Cylinder seine Lage auf der Kugel nicht mehr ändern, ohne zu 
gleiten. Auch ist es theoretisch durchaus nicht nötig, dass die 
Axe C durch den Kugelmittelpunkt geht, wenn sie nur die 
Rotationsaxe der Kugel schneidet. Selbstverständlich muss dafür 
gesorgt sein, dass unter allen umständen der Cylinder die Kugel 
stets berührt. 

Ferner ist es nicht nötig, dass der Cylinder die Kugel in 
einem grössten Kreis berühre, der Cylinder kann sogar während 
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der Bewegung des Instruments seine Lage a\if der Kugel heliebig 
verändern, wenn dabei nur seine Axe sich selbst parallel bleibt. 
Liegen jedoch die Rotationsaxe des Cylinders und die Rotations- 
axe der Kugel nicht in ein und derselben Ebene, so findet bei 
joder Rotation der Kugel ein Gleiten des Cylinders auf der 
Kugel statt. 

Soll nämlich blosses Rollen von Cylinder auf Kugel statt- 
finden, so muss die Fortbewegungsriclitung der beiden materiellen 
Punkte, in welchen die beiden Flächen sich berühren, für beide 
Punkte dieselbe sein. Denkt man sich also im Berührungspunkt 
eine Tangente an den Parallelkreis der Kugel gelegt, so muss 
diese Linie auch gleichzeitig Tangente des Cylinderkreises sein, 
der durch den Berührungspunkt geht. Dieses ist aber nur 
möglicli, wenn sich die Rotationsaxen von Kugel und Cylinder 
schneiden. Liegen die beiden Rotationsaxen nicht in einer 
Ebene, so bilden die Tangenten der beiden Borührungsk reise 
einen Winkel (|> miteinander. Bedeutet Uj den Weg, welchen der 
Berührungspunkt auf dem Parallelkreis der Kugel bei deren 
Rotation zurücklegt, und il^ den resultirenden Weg des Be- 
rührungspunktes auf dem Cylinderkreis, so ist Ug = u^ cos ^. 

Es findet also eine schiefe relative Bewegung statt, welche 
Gleitung bedingt. Sollte keine Gleitung stattfinden, so müsste 
die Bedingung u^ = u^ erfüllt sein. 

Würde bei dem beschriebenen Planimeter der Cvlinder die 

Kugel nicht in dem horizontalen grössten Kreis berühren, sondern 

höher oder tiefer, so wäre die Entfernung des Berührungspunktes 

von der Rotationsaxe der Kugel nicht gleich, sondern grösser als 

. rsina ^ ... ... . rsina , 

rsma, namlich gleich -. Ls wurde mithm u. =c 7- ds 

cos (p ^ cos ^ 

und Ug = u, (*os ([; = er sin a ds sein, 

womit nachgewiesen ist, dass aui^h in diesem Fall das Instrument 
richtige Resultate giebt. Ohne den Cylinder oder den ihn tragenden 
Rahmen in der Richtung der Rotationsaxe des Cylinders be- 
weglich zu machen, ist es ni(*ht möglich, ein Gleiten des Cylinders 
auf der Kugel zu vermeiden, wohl aber kann man durch zweck- 
mässige Wahl der verticalen Axe C des Fahrarms die Gleitung 
bedeutend reduciren, was beim Kugelplanimeter von Coradi in 
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geschickter Weise durchgeführt ist. Dort ist die Axe C durch 
den Schnittpunkt der Rotationsaxen von Kugel und Cylinder ge- 
richtet. Das den Cylinder tragende Kähmchen ist drehbar um 
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eine Axe parallel zum Fahrarm. Dreht man den Fahrarm um 
den Winkel a aus seiner ursprünglichen Lage heraus, so kommt 
der Cylinder durch unvollkommenes Wälzen in seine neue Lage. 
Der Betrag, lun welchen der Cylinder dabei gleitet, ist gleich der 
Differenz der krummlinigen, auf der Kugel gemessenen Ent- 
fernung Dq Dl und der Entfernung der Projectionen der Punkte 
C und D^ auf die schiefe Cylinderaxe C^ D^. Bei kleinen Werten 
von a ist jene Differenz verschwindend klein. Bei jeder schiefen 
Lage des Cylinders berührt dieser die Kugel in einem Punkt der 
tiefer liegt als D^, es wird in Folge dessen bei einer Rotation 
der Kugelcalotte ebenfalls ein partielles Gleiten des Cylinders 
stattfinden. Da nun bei kleinen Werten von a der Berührungs- 
punkt wenig tiefer als D^ Hogt, so ist auch das resultirendc 
Gleiten des Cylindei's sehr unbedeutend. 
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Die Corabination von Kugel und Ebene, oder Kitgel und 
Kreiskegel, genügt für sich allein nicht zur Auswertung eines 
Integrals. Um ein Resultat zu bekommen, muss man noch einen 
Cylinder zu Hilfe nehmen. 

Man denke sich eine ebene Scheibe S und einen Cylinder C 
dessen Axe parallel zur Scheibenebene gerichtet ist Eine Kugel 
K liege gleichzeitig gegen den Cylinder und die Scheibe an und 




zwar so, dass die Kugel die Scheibe in einem Punkt eines 
Durchmessers berührt. Die Berührungspunkte der Kugel mit 
der Scheibe und dem Cylinder seien resp. B und D. 

Eine Vorrichtung soll gestatten, die Kugel in der Richtung 
der Cylinderaxe so zu verschieben, dass sich dabei die Kugel 
frei drehen kann und Cylinder und Scheibe stets berührt. 
Dreht sich die Scheibe um ihre Axe um den Winkel f während 
die Lage der Kugel unverändert bleibt, so dreht sich letztere um 
eine Axe, welche parallel zur Cylinderaxe ist. Diese Drehung 
wird von der Kugel direct auf den Cylinder übertragen. Be- 
zeichnet y die Entfernung des Scheibenmittelpunkts vom Be- 
rührungspunkt der Kugel mit der Scheibe, so wird der vom 
Cylinder abgewickelte Bogen 

du == y dy. 

Verschiebt man die Kugel in der Richtung der Cylinderaxe, 
so rollt sie einerseits der . Scheibe entlang , andererseits dem 
Cylinder entlang; eine Drehung des Cylinders findet nicht statt. 

Bringt man daher die Scheibe in Drehung, während man 
die Lage der Kugel passend verändert, so erhält man nach einer 
Bewegung des Systems von endlicher Grösse als Cylinderabwicklung 

u = J y dy. 
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Bringt man diesen Mechanismus z. B. an Stelle des Kegels 
oder der Scheibe im Gonnella'schen Planimeler und die Kugel 
an Stelle der Bolle, so hat man ein Linearplanimeter ohne 
Gleitung. Will man wirklich keine Gleitung haben, so muss die 
Gabel, welche die Kugel hin- und herschiebt, mit Führungsrollen 
versehen sein, deren Axen parallel zur Verbindungslinie von B 
und 1) gerichtet sind. 

Dieser Integrationsmechanismus ist zwar complicirt, hat aber, 
wie die Linearplanimeter die Eigentümlichkeit, in jedem Augen- 
blick das fertige Resultat anzugeben, ohne dass man das System 
in die Anfangslage zurückbringen muss. Der Mechanismus wurde 
von Sir W. Thomson bei einem Apparat zur Auswertung der 
Coefficienten periodischer Reihen angewendet. 

(Siehe W. Thomson, Natural Philosophy.) 

3) Der dritte Integrationsmechanismus ist von den beiden 
vorhergehenden wesentlich verschieden. Der Mechanismus be- 
steht in einer Rolle mit scharfem Bandy welche auf einer Fläche 
rollt, ohne seitlich gleiten zu können; dagegen muss sie sich um 
ihren Berührungspunkt auf der Fläche drehen können. Statt 
einer scharfkantigen Rolle kann man auch irgend eine sich nicht 
drehende Schneide auf der Fläche laufen lassen. Die Abwicklung 
kommt hier nicht in Betracht; die Rolle soll nur eine gewisse 
Lage oder eine gewisse Richtung fixiren. 

Zur Erkenntnis der Wirkungsweise der Rolle im ersten Fall, 
denke man sich eine scharfkantige Rolle R, welche sich auf ihrer 
Drohungsaxe verschieben lässt. 

Bewegt sich ein Punkt A der Drehungsaxe parallel zur 
Ebene der Rolle und sorgt man dafür, dass sich die Richtung 

der Rollenebene nicht ändern kann, so rollt 
die Rolle auf der Fläche in der Richtung der 
Rollenebene; die Entfernung des Punktes A 
von der Rollenebene, auf welche es nun 
ankommt, ändert sich dagegen nicht. Bewegt 
man dagegen den Punkt A in der Richtung 
der Rollenaxe, so bleibt die Rolle stehen und die Axe gleitet ein 
Stück weit durch die Rolle. Ich nenne diese Strecke 1. 
Bewegt man den Punkt A auf der beliebigen unendlich 
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kleinen Bahn ds, und sorgt dafür, dass sich der Winkel a 
welchen die Rollenebene mit der Bewegiingsrichtung von A bildet, 
nicht ändert, so wird dl = ds sin a. Ändert sich der Winkel 
gleichzeitig unendlich wenig, so hat dies auf die Länge dl keinen 
Einfluss. Bewegt man den Punkt A auf einem endlichen Curven- 
stück, so wird 

1 = r sin a ds. 

Durch passende kinematische Verbindungen hat man dann 
wieder für die Herstellung des Winkels a zu sorgen. 

Das einzige mir bekannte Instrument, welches auf diesem 
Princip bp^irt, ist ein Polarplanimeter meines Vaters (siehe 
J. Amsler, Vierteljahrschrift 1856.) 

Um die Wirkungsweise einer scharfkantigen Rolle, welche 
eine gewisse Richtung fixiren soll , einzusehen , denke man sich 
eine Stange RA so mit der Rolle verbunden, dass der Be- 
rührungspunkt der Rolle auf der Fläche sich nur 
in der Richtung der Stange verschieben lässt, 
und dass die Richtung der Rollenebene gleich- 
zeitig beliebig verändert werden kann. Ver- 
schiebt man nun die Stange A R parallel zu sich 
selbst, so dass A die zu A R senkrechte Bahn ds 
beschreibt, so rollt die Rolle in der Richtung ihrer 
Ebene. Dabei verschiebt sich der Punkt R auf 
der Stange um die Strecke dl. Es ist dl = tg a ds. Durch- 
läuft A ein endliches Curvenstück und sorgt man durch passende 
kinematische Verbindungen für die Herstellung des Winkels a, 

so erhält man l = ftgads. 

Ein Instrument, welches auf diesem Integrationsprincip 
basirt, ist das zeichnende Planimeter (Intograph genannt) von 
Abdank-Abakanowicz. 

Es soll nun gezeigt werden, wie man die besprochenen In- 
tegrationsmechanismen angewendet hat und anwenden kann, um 
Integrale von praktischer Bedeutung auszuwerten. Ich beschränke 
mich der Einfachheit wegen auf die Anwendung des erstgenannten 
Integrationsmittels, nämlich einer Rolle, welche auf einer Fläche 
teils rollt, teils gleitet, bemerke jedoch, dass man dasselbe auch 
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leisten könnte mit Zugrundelegung der andern Integrations- 
principien. 

Ich betrachte zunächst eine begrenzte Gerade a, deren End- 
punkte A und B auf zwei beliebigen, in derselben Ebene liegen- 




den festen Curven s und s' gleiten. Bei einer unendlich kleinen 
Parallelbewegung bestreicht die Gerade a die Fläche 

a sin a ds 

wenn a den Winkel bedeutet, welchen a mit der Bewegungs- 
richtung des Punktes A und ds die Länge der Bahn von A be- 
deutet. 

Dreht sich die Gerade a um den Punkt A um den Winkel d^ , 

a* d© 
so bestreicht a die Fläche — ^-^. 

Finden beide Bewegungen gleichzeitig statt, so ist das be- 
strichene Flächenelement 

a« 
dF = a sin a ds -f '9- ^f* 



Führt die Gerade a eine endliche Bewegung aus, so ist daher 
die von a bestrichene Fläche 



Ja* 
sin a ds -| — — f 



wobei da? Integral über den ganzen vom Punkt A durchlaufenen 
Weg auszudehnen ist; y ist der Winkel zwischen Anfangs- und 
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Eadlago der Geraden a. FaUen diese zusammen, so ist entweder 
y = oder = 2n je nachdem die Gerade a während der Bewegung 
keine oder eine ganze Umdrehung gemacht hat; und es wird 
dementsprechend 

F »s a I sin a 



oder F == a I sin a ds 4- a* Ä 



Sind Fj und F, die Flächeninhalte von s rosp. s', und nehme 
ich den künftig blos in Betracht kommenden Fall an, dass A und 
B die beiden Curven in demselben Sinn durchlaufen, so ergibt 
eine einfache Betrachtung, die ich hier nicht näher ausführen 
will, dass 

F =F, — Fl 

mithin F, — F^ = a I sin a ds 

oder F, — Fj = a j sin a ds -(- a*'^- 

Gleitet der Punkt auf s hin und her, so ist 

Fl =1= und F, = a Isin a ds. 

Denkt man sich nun, dass die Gerade a eine Stange vor- 
stellt, welche eine Rolle trägt, die auf der Zeichnungsebene ruht 
und deren Axe parallel zu a ist, so hat man ein Instrument, um 
Flächeninhalte zu messen. Wird nämlich der Punkt A durch 
eine kinematische Verbindung auf der Curve s und der Punkt 
B mit der Hand auf der Curve s' geführt, so gibt die Rolle den 

Wert des Integrals r sin a ds an, wenn die Stange a wieder in die 

Anfangslage zurückgekehrt ist. 

Bezeichne ich wie früher die Rollenabwicklung mit u, so 
hat man 

u = I sin a ds 
und Fj = au 

Wählt man für die Curve s einen Kreis, so kommt man zu 
dem bekannten Polarplaninieter von J, Atnsler Laffon*) 

•) Siehe J. Amaler, Vierteljahresschrift 1856. 

8 
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Ich nehme nun an, der Punkt A werde auf einer Geraden x 
geführt. Für den Inhalt der von B umfahrenen Figur hat man 
wieder 

au = a Ids sin a. 

Setze ich ds = dx, a sin a = y, so wird 

au = Jy dx, 
worin v als Function von x anzusehen ist 




Durch die Substitutionen y = a sin a, dx = ds kann ich 
umgekehrt jedes Integral von der Form 



Jy" dx, 



welches sich über eine geschlossene Curve y = f (x) erstreckt, 
und worin n eine positive ganze Zahl bedeutet, durch Integrale 
von der Form 



const 



. jds sin ß 



ausdrücken, also durch Integrale, welche mit den bisher ange- 
wandten Hilfsmitteln mechanisch ausgewertet werden können, 
wenn man nur im Stande ist, jederzeit den Winkel ß, der eine 
Function von a ist, durch einen Mechanismus herzustellen. Macht 
man jene Substitution, so wird 



r y" dx = a° r ds sin" a 



Nun ist 



für n SS 2 p + 1 
(— ly 2'p sin«" +» a = sin (2 p -f 1) a — ~?^— sin(2p— l)a -f . . , 
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und für n = 2 q 

2a 
{— l/2*>-*sm*'a=cos2qa — -j^cos(2q — 2) a + . . . . 

Setzt man für sin" a diese Werte in fds sin" a ein, so erhält man 
für fy" dx einen Ausdruck, der nur noch Integrale von der Form 

c fsin ma ds oder c rsin(-^ ma) ds enthält (m bedeutet 

eine positive ganze Zahl, c eine Constante), sodass also ß &= m a 

oder ß = m a wird. 

Ist mit der Stange AB eine zweite Stange Aß' bei A durch 
ein Scharnier verbunden, und durch einen Mechanismus dafür ge- 
sorgt (was auf verschiedene Arten möglich ist), dass in jedem 
Moment der Bewegung der Winkel ß, welchen AB' mit der Ge- 




raden X bildet, gleich' m a ist, so wickelt, wenn man mit B die 
geschlossene Figur y = f (x) umfährt, eine an der Stange AB' 
angebrachte Rolle einen Bogen ab, der gleich ist 

u' = J sin ß ds, wenn die RoUenaxe parallel zu AB', 

u' = [ cos ß ds, wenn dieselbe senkrecht zu AB' an der Stange 

befestigt ist. 

Zur Auswertung eines jeden in dem für j y° dx substituirten 

Ausdruck vorkommenden Integrals ist eine Stange mit daran be- 
festigter Rolle erforderlich; alle Stangen müssen in A scharnier- 
artig mit einander verbunden sein und jederzeit mit der Geraden x 

8* 
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einen Winkel bilden, der gleich ist einem ganzen Vielfachen von a. 
Die Summe der mit den entsprechenden Constanten multiplicirten 
Rölleüabwicklungen ergibt dann den Wert des Integrals 

welches sich über den ganzen von B durchlaufenen geschlossenen 
Weg erstreckt. 

Ein Beispiel dieser Art Instniraento ist der Integrator 
von J. Afnsler-'Laffon^ welcher die Integrale 

1 y dXj \y^ dx und jy^ dx, 

gleichzeitig auswertet (Vergl. J. Atnsler, Vierteljahresschrift). 

Nachdem es gelungen ist, das Integral Jy"dx mit denselben 

Hilfsmitteln auszuwerten, mit denen sich Jy dx mechanisch be- 
stimmen lässt, kann man sich fragen, ob es nicht auch gelingt, 
durch umfahren einer Figur Integrale von der Form J y" x" dx 

mechanisch auszuwerten. Es ist dies in der That möglich und 
auch für den Fall m = 1 von der Firma J. Amsler- Laffon 
und Sohn mehrfach ausgeführt w'orden zum Zweck der Unter- 
suchung von Rotationskörpern aus deren Sclinitt durch die Rota- 
tionsaxe (ballistische Untersuchungen). Eine Beschreibung dieses 
Instruments ist bis jetzt noch nicht publicirt worden. 

Sind X und v die Coordinaten eines Punktes der ebenen 
Figur, welche durch Rotation um die x-Axe den Rotationskörper 
erzeugt, so ist das Volumen desselben 

V = 7cjy«dx, 

das statische Moment des Körpers in Bezug auf die y-Ebene 

My = TT J y2 X dx, 
das Trägheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ebene 

I, = 2;rJy^\Mx, 

und das Trägheitsmoment in Bezug auf die Rotationsaxe 
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Die Integrale erstrecken sich über die die Rotationsfläche 
erzeugende Ciirve und über die Rotationsaxe. 

Die Ermittlung von V und I, kann mit den bekannten Hilfs- 
mitteln geschehen ; anders verhält es sich mit My und ly, welche 

die Bestimmung von Integralen der Form J y° x" dx erfordern. 

Zu diesem Ende muss man das bisherige Integrationsprincip 
etwas modificiren. Die Grösse y" x" als variable Function und dx 
als Argument in den Mechanismus hineinzulegen, ginge aus kine- 
matischen Gründen nicht an. Es bleibt daher nichts anderes 
übrig als j als Function von x und x™ dx als variables Differen- 
tial zu verwenden. Zur Erläuterung der Art, wie dies geschehen 
kann, diene die mechanische Integration im einfachsten Falle 
Jy* X dx. 

Setzt man y = 2a sin et, so wird 

y8 = 4a* sin *a = — 2a* cos 2a -|- 2a* 
und 

J y* X dx = — 2a* J X cos 2a dx + 2a* J x dx 

Über eine geschlossene Curve ausgedehnt ist / x dx = o, und es 
bleibt 

J y* X dx = — 2a* J x cos 2a dx 

Um dieses Integral zu bestimmen, dient folgender Mechanis* 




mus. In der Nuth eines Lineals parallel zur Rotationsaxe xx 
laufen die Bäder zweier Wägen Wi und Wa. Der Wagen Wi 
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gibt einer Stange senkrecht zu xx Führung. Am Ende trägt 
die Stange den Fahrstift F. AB und BC sind zwei gleich lange 
Staogen, welche in B durch ein Scharnier verbunden sind. Die 
Stange AB dreht sich um den Punkt A und dreht ein damit 
starr verbundenes Zahnrad z^, welches in ein halb so grosses Zahn- 
rad Zj eingreift. Letzteres Zahnrad trägt eine Rolle R, deren 
Axe mit der Linie xx den Winkel 2a bildet, wenn AB (oder BC) 
den Winkel a mit xx bildet. Die Rolle R liegt mit sanftem Druck 
auf einer drehbaren ebenen Scheibe S auf, welche vom Wagen W2 
getragen wird. Der Wagen W2 wird vom Wagen Wi in Be- 
wegung gesetzt und zwar so, dass sich die Entfernung der beiden 
Wagen in gleichem Verhältnis ändert, als der Wagen Wi sich 
längs des Lineals bewegt. Gleichzeitig erhält die Scheibe S eine 
Drehung proportional zur Fortbewegung des Wagens Wa. Es ge- 
schieht dies folgendermassen. Am Wagen W« ist eine hori- 
zontale Zahnstange t befestigt, welche auf einem verticalen Zahn- 
rad Pj ruht, dessen Axe senkrecht zum Lineal vom Wagen Wi ge- 
tragen wird und welches auf einer Zahnung des Lineals läuft. 
Bewegt sich der Wagen Wi, so rollt das Zahnrad p^ auf dem 
Lineal und treibt die Zahnstange und damit den Wagen W2 von 
Wi weg, so dass die Entfernung von Wi und W2 proportional 
ist zu X. In Folge dessen wird auch die Entfernung des Punktes, 
in welchem die Rolle R die Scheibe S berührt, vom Mittelpunkt 
der Scheibe in gleichem Verhältnis wachsen wie x. 

Der Wagen Ws trägt ebenfalls ein verticales Zahnrad p„ 
welches auf dem Lineal rollt. Von der Axe dieses Zahnrades 
aus wird die Scheibe S durch ein konisches Räderpaar in Um- 
drehung versetzt. Die Bewegung des Wagens W2 ist proportional 
zu X, also ist auch die Drehung der Scheibe S zu x proportional. 

Nehmen wir an, die Rolle R berühre die Scheibe S im Cen- 
trum, wenn sich der Fahrstift auf der y-Axe befindet. Verschiebt 
man den Fahrstift um die Strecke x, so wird auch die Entfernung 
der Rolle R vom Mittelpunkt der Scheibe = const. x. Ver- 
schiebt man nun den Fahrstift um dx parallel zur x-Axe, so 
dreht sich die Scheibe S, und zwar so, dass ein Punkt des 
Kreises der Scheibe S, in welchem die Rolle R die Scheibe 
berührt^ einen Weg beschreibt, der gleich ist const. x dx. Da 
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nun die Rollenaxe den Winkel 2a mit xx bildet, wird durch 
jene Drehung die Bolle um const. x cos 2a dx gedreht. Ausser 
dieser Drehung erhält die Rolle noch eine weitere Drehung, 
welche von der relativen Bewegung von Rolle und Scheibe her- 
rührt ; dieser Teil der Drehung beträgt const sin 2a dx. Bewegt 
man den Fahrstift in der Richtung der y-Axe, ohne x zu ver- 
ändern, so dreht sich die Rolle um ihren Berührungspunkt, ohne 
jedoch zu rotiren. Bei einer endlichen Bewegung des Pahrstifts 
bekommt man daher als Gesamtrollendrehung 

u = const Jx cos 2a dx -^- const J sin 2a dx. 

Das Integral J sin 2a dx lässt sich durch eine Rolle ermitteln, 
welche auf einer am Wagen Wi angebracliten Scheibe läuft, so 

dass nun die Aufgabe, das Integral Jx cos 2a dx zu ermitteln, ge- 
löst ist 

Die Auswertung des Integrals J y° x" dx, in welchem m > 1 
ist, bietet deswegen grössere mechanische Schwierigkeiten, weil es 
nun darauf ankommt, die Entfernung des Wagens W2 von Wi 
so zu reguliren, dass sie proportional ist zu x"~*, was aber 
immerhin möglich ist. 

Es liegt nun nahe zu untersuchen, ob man nicht auch da- 
durch zur mechanischen Auswertung neuer Integrale von geo- 
metrischer oder mechanischer Bedeutung geführt wird, dass man 
annimmt, ein Endpunkt der Stange a, z. B. A durchlaufe eine 
geschlossene Curve s, während die Stange selbst stets durch einen 
festen Punkt P geht. 

Trägt die Stange a (s. Fig. nächste S.) eine Rolle, deren Axe 
parallel zu a ist, so ist deren Abwicklung u, nachdem A die 
Curve 8 durchlaufen hat, wieder gleich 

u = j sin a ds -(- 2 n b tc, 

wenn die Stange an volle Umdrehungen gemacht hat 

b bedeutet den constanten Abstand des Punktes A von der 

Ebene des Rollenrandes; a hat die frühere Bedeutung. 

Es seien r, y die Polarcoordinaten des Punktes A in Bezug 

auf eine beliebige durch P gehende feste Gerade g als Polaraxe 

und P als Coordinatenanfangspunkt. Der Winkel y soll während 
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der Bewegung Yon a abnehmen, wenn sin a positiv ist , waclisen, 
wenn sin a negativ wird. Bei jeder unendlich kleinen Bewegung 



von a besteht dann die Relation 

ds sin a =: — r dy. 

liegt P ausserhalb der von A durchlaufenen Curve s, was 
ich zunächst annehmen will, so ist n = o, und die Stange a oder 
deren Verlängerung schneidet die Curve s in jedem Augenblick 
in einer geraden Anzahl von Punkten. Ich fasse zwei benachbarte 
Lagen der Stange a ins Auge, welche die Curve s resp. in den 
Punkten A^, A'j und A,, A', treffen mögen. Durchläuft der Punkt 
A die Strecke Aj, A„ so wickelt die an der Stange a angebrachte 
Rolle einen Bogen ab, der gleich ist 

duj = dsi sin ai = — Ti df 

wenn Ai P = ri, Aj A, = ds» , ai = Winkel P A^ A, gesetzt 
wird. Durchläuft A die Strecke A', A'i, so wickelt die Rolle den 
Bogen ab 

du'i = ds'i sin a.\ = r', dy, 

wobei ds'i, a'„ r^j ähnliche Bedeutung wie die nicht gestrichenen 
Buchstaben haben. Es ist daher 
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ri' 



(lUi -f du'i = dsi sin a, + ds'i sin a\ = (r\ — r,) 



dy := dy I dr 



ri 



wenn man unter r den Kadiusvector irgend eines in dem Recht- 
eck Aj A, A'j A\ liegenden Punktes versteht. 




Da man in jedem Moment der Bewegung dieselbe Betrachtung 
anstellen kann, so ist die Richtigkeit folgender Gleichung evident : 



"=/ 



ds sin a 



=JJdrd<p 



Das Doppelintegral erstreckt sich über die ganze von s ein- 
geschlossene Fläche. Setze ich noch r dr df =« dw, so geht die 
Gleichung über in 



fdw 
u=J-. 



Da dw das Element jener Fläche ist, welches die Entfernung 
r von P hat, so stellt das Integral das Potential der mit Masse 
von der Dichtigkeit l belegt gedachten von s eingeschlossenen 
Fläche in Bezug auf den Punkt P dar. 
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Liegt P innerhalb der Curve s und ist n = 1, so ist 

r 

du = ds sin a f bd(p = d(p j dr + bd(p, mithin 



" =S': 



-^^+2br 



also ist u — 2 b :r gleich dem Potential der von s begrenzten 
Figur in Bezug auf den Punkt P. 

Mit folgendem einfachen Instrument ist man daher im Stand, 
das Potential einer ebenen Figur in Bezug auf irgend einen in 
ihrer Ebene gelegenen Punkt P durch blosses Umfahren derselben 
zu messen. Eine Hülse ist um eine durch P gehende und auf 
der Zeichnungsebeno senkrecht stehende Axe drehbar. In der 
Hülse lässt sich die Stange a verschieben, welche einen verticalen 
Stift A zum Umfahren der Figur und eine auf der Zeichnungs- 
ebene mit Reibung aufliegende Rolle trägt, deren Axe parallel 
zur Stange ist. 

Die Lösung des Problems, das Potential einer ebenen Figur 
in Bezug auf einen Punkt ihrer Ebene mechanisch auszuwerten, 
führt unmittelbar zu der Frage, ob es möglich ist, den gefundenen 
Mechanismus so zu erweitern, dass man mit seiner Hilfe das Po 
tential auch in Bezug auf einen ausserhalb der Ebene der Figur 
liegenden Punkt bostiramen kann. 

Die Lösung dieser Aufgabe, sowie die sich unmittelbar 
daraus ergebenden Probleme den Flächeninhalt einer sphärischen 
Figur aus ihrer stereographischen Projection, oder aus ihrer ebenen 
Projection vom Mittelpunkt der Kugel als Projectionscentnim 
mechanisch zu bestimmen, würde hier zu weit führen und ich 
verweise dalier auf die Originalpublioationen {A. Amsler^ Mechan. 
Bestimmung des Potentials und der Anziehung; Carl's Reper- 
torium für Physik, Band XV und Alfred Amsler, Über den Flächen- 
inhalt und das Volumen durch Bewegung erzeugter Curven und 
Flächen, und über mechanische Integrationen, SchafFliausen 1880). 

Ich bemerke noch, dass alle Sätze, welche sich auf den 
Flächeninhalt durch Bewegung erzeugter Curven in der Ebene 
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beziehen, auch noch Geltung haben auf der Ktigel, wenn man die 
bewegliche Gerade durch ein Stück eines grössten Kreises ersetzt. 
Auch das PJanimeter kann verwendet werden zur Messung der 
■wirklichen Flächeninhalte einer auf einem Globus gezeichneten 
Figur. 



Vorstehende Figur zeigt ein PDlaiplanimeter, welches zur 
Messung sphärischer Figuren eingerichtet ist (Siehe J. Äntshir- 
Lafon, Neuei-e Planimeter-Constructionen, Zeitschrift für In- 
stranientenkunde 1884.) 



Mechanische Integration von Differentialgleichungen 
zwischen zwei Variablen, 

Die bisher besprochenen Integrationsniethoden und kinema- 
tischen Verbindungen lösten allgemein die Aufgabe mit Hülfe 
eines Mechanismus aus der Gleichung 

dy = f {X) dx. 
zu jedem Wert von x den zugehörigen Wert von y zu be- 
stimmen, wenn das Gesetz f(x) durch eine gezeichnete Curve 
gegeben ist oder in der Bewegung eines Gliedes einer kinema- 
tischen Verbindung liegt, und ausserdem ein zusammengehöriges 
Wertepaar (x. y„) bekannt ist. 

So wenig als dort von einem analytischen Ausdruck für y 
die Rede sein konnte, wii-d dies hier der Fall sein, sondern 



J 
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man wird sich begnügen müssen , für discrete Werte der 
einen Variablen jeweils die zugehörigen numerischen Werte der 
andern zu erhalten; oder aber man wird statt eines analytischen 
Ausdrucks entweder wieder eine Curve erhalten, die durch den 
Mechanismus gezeichnet wird, oder das Gesetz der Abhängigkeit 
der beiden Variablen wird wieder ausgesprochen sein in der Be- 
wegung einzelner Teile des Mechanismus. 

Nach diesen Bemerkungen ist ersichtlich, dass auch bei der 
mechanischen Integration von Differentialgleichungen von der 
Voraussetzung ausgegangen werden muss , dass die in den 
Diflferentialgleichungen vorkommenden Functionen durch eine 
kinematische Verbindung ausgedrückt werden können oder 
graphisch gegeben seien, was eigentlich dasselbe besagt, da in 
letzterem Fall die Hand, die mit einem Teil des Mechanismus 
die gezeichnete Curve verfolgt, die kinematische Verbindung er- 
setzt. Ferner ist klar, dass man mittelst eines Mechanismus nicht 
das allgemeine Integral, sondern nur particuläre Integrale einer 
Differentialgleichung erhalten kann, und dass daher ausser der 
Differentialgleichung selbst noch so viele zusammengehörige Werte- 
paare der beiden Variablen gegeben, sein müssen, dass im Integral 
der Differentialgleichung keine willkürlichen Constanten vor- 
kommen können. 

Da die Mechanismen zur Auflösung der Differentialgleich- 
ungen der Natur der Sache nach so complicirt sind, dass sie 
schwerlicli je in praktischen Gebrauch kommen werden und zu- 
dem für jede Art von Differentialgleichungen wieder ein anderes 
Instrument hergestellt werden müsste, will ich nicht näher, weder 
auf diesen Gegenstand, noch auf die mehrfachen Integrationen 
eingehen, sondern mich mit dem Hinweis auf die diesbezüglichen 
Mitteilungen in meiner Abhandlung „Über den Flächeninhalt etc." 
begnügen. 



Ober Instrumente zur Harmonischen Analyse. 

Von 0. Henrici in London. 

Nach Fourier kann jede periodische Bewegung eines Punktes 
mit der Periode T in eine endliche oder unendliche Anzalil von 
einfachen periodischen Bewegungen mit den Perioden T, VsT, 
73T . . . zerlegt werden. 

Diese einfachen periodischen Bewegungen sind die Sinus- 
Bewegungen, wie sie bei den kleinen Schwingungen eines Pendels 
ausgeführt w^erden. Sir Wm, Thomson (jetzt Lord Kelvin) nennt 
sie einfach harmonische Bewegungen. 

Bewegt sich ein Punkt gleichförmig auf einem Ejeise, so 
beschreibt seine Projection auf irgend einem Durchmesser eine 
einfache harmonische Bewegung. Eine solche kann man mechanisch 
in folgender Weise hervorbringen. Eine, sagen wir horizontale, 
Axe trägt eine excentrische Scheibe. Über diese greift von oben 
eine Gabel, in der verticalen Ebene der Scheibe liegend. Die 
Gabel kann sich* nicht vertical, wohl aber liorizontal in ihrer 
eigenen Ebene bewegen. Wird nun die Axe gleichförmig ge- 
dreht, so beschreibt jeder fest mit der Gabel verbundene Punkt 
eine horizontale einfach harmonische Bewegung. Einen solchen 
o<ler einen ähnlichen Mechanismus wollen wir immer voraus- 
setzen, wenn in den zu beschreibenden Mechanismen von einfach 
harmonischen Böwegungen die Rede ist. 

Die harmonische Analyse einer gegebenen periodischen Be- 
wegung besteht nun in der Bestimmung der Amplituden und 
Phasen der componirenden einfach harmonischen Bewegungen 
oder, analytisch ausgedrückt, in der Bestimmung der Coefficienten 
welche in der Entwickelung einer Function in eine Fourier'sche 
Reihe auftreten. 
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Setzen wir die Periode T hier der Einfachheit wegen gleich 
2« und schreiben 

f(t) = ^to 4- A, cost -f A, cos2t -}- . . . 

•4- Bi sin t -|- Bj sin 2 1 -f . . . , 

so ist für jedes n 

A„ = — I f (t) cos nt dt, ß„ = — f (t) sin nt dt. 

Es handelt sich also um die Ermittelung dieser beiden 
Integrale. Instrumente zur harmonischen Analyse sind daher 
Integratoren, welche Integrale der obigen Form ermitteln. 

Eine solche harmonis(*he Analyse ist für viele praktische 
Untersuchungen nötig. Thomson's Instrument ist zunächst er- 
sonnen, um die täglichen Änderungen der Temperatur und des 
Luftdruckes zu analysiren. Diese Arbeit ist für eine Reihe von 
Jahren in der Meteorological Office in London ausgeführt und 
veröfiFentlicht. Als andere Anwendungen erwähne ich die Ent- 
wickelung der Intensität eines alternirenden elektrischen Stromes 
in eine Fourier'sche Reihe, sowie eine ähnliche Entwicklung des 
Temperaturzustandes im Innern des Cylinders einer Dampfmaschine 
zur Bestimmung der Wärme, welche durch die Wandung des 
Cylinders strömt. In letzterem Falle ist das Indicatordiagramm 
harmonisch zu analvsiren. 

W. Thomson's Analysator. 

In Sir Wm. Thomson's (Lord Kelvin) Harmonie Analyser, 
dem ersten ausgeführten Instrumente dieser Art, ist die zu ana- 
lysirende Curve auf einem Cy linder verzeichnet, der der Curven- 
cylinder heissen mag. Während dieser gedreht wird, erhält eine 
Zahnstange durch passenden Mechanismus eine einfach periodische 
Bewegung. Diese wird auf eine Scheibe übertragen, deren ge- 
zahnter Rand in die Zahnstange eingreift. Die Scheibe oscillirt 
also harmonisch um ihren Mittelpunkt, und zwar n-mal 
während einer Umdrehung des Cylinders. In dem ausgestellten 
Modell hat n die Werte 0, 1, 2, in dem Instrument, welches in 
der Meteorological Office in London gebraucht wird, hat n auch 
den Wert 3. 
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Diese Scheiben sind doppelt vorlianden mit Ausnahme der 
ersten, für welche n = o, ihre Phasen unterscheiden sich um 
einen rechten Winkel. Die Axen der Scheiben sind rechtwinklig 
zur Cylinderaxe und unter einem Winkel (45^) gegen die Hori- 
zontalebene geneigt. 

Vor jeder Scheibe liegt, ohne sie zu berühren, ein horizontaler 
Cylinder, dessen Umdrehung die Werte der Integrale gibt. Sie 
mögen Registrir-Cylinder genannt werden. 

Zwischen Scheibe und Cylinder liegt eine frei bewegliche 
Kugel, welche mittelst einer von oben darüber greifenden Gabel 
hin und her bewegt werden kann. Der Berührungspunkt mit 
dem Cylinder beschreibt hierbei eine Erzeugende, derjenige mit 
der Scheibe den horizontalen Durchmesser. Es schadet jedoch 
nicht, wenn der Berührungspunkt nicht genau den Durchmesser, 
sondern eine Sehne bestreicht. Hier soll aber angenommen 
werden, dass er auf dem Durchmesser liegt. 

Wird die Scheibe gedreht, während die Kugel ihren Mittel- 
punkt berührt, so wird der Cylinder nicht gedreht. Ist aber die 
Kugel um die Strecke y vom Mittelpunkt der Scheibe verschoben, 
so erhält, für eine Drehung der Scheibe um den Winkel dy, 
der Cylinder eine solche Drehung, dass der Berührungspunkt die 
Strecke y dy beschreibt und der Cylinder sich um den Winkel 

y 

d^ = - df dreht, wo c noch den Radius des Cylinders bedeutet. 

Die Maschine arbeitet nun in folgender Weise. Der Curven- 
cylinder wird mit der einen Hand gedreht, während die andere 
den Fahrstift so führt, dass er auf der Curve bleibt. Der Fahr- 
stift^ der sich auf der oberen Erzeugenden des Cylinders bewegt, 
ist fest verbunden mit einer horizontalen Stange, welche die Gabeln 
der verschiedenen Kugeln trägt. Wenn also der Fahrstift um die 
Strecke y verschoben ist, so sind alle Kugeln um die gleichen 
Strecken vom Mittelpunkt ihrer Scheiben verschoben. Ist der Curven- 
cylinder um einen Winkel ^ gedreht, so hat eine Zahnstange die 
Strecke a sin nO- eine andere die Strecke a cos n^ durchlaufen. 
Die der ereten Stange entsprechende Scheibe, deren Halbmesser 
b sei, hat sich daher um einen Winkel f gedreht, so dass 
bf =» a sin nd und bd^ = na cos n^ d*. 
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Die Drehung des entsprechenden Kegistrir-Cylinders ist also nach 
dem obigen für eine Drehung d^ des Curven-Cylinders 

d(|> = r~ y cos n* dd. 

Für eine volle Umdrehung des Curven-Cylinders ist also 

1 fSir 
a„ = - - I y cos n* d* = C . (J), 

wo C eine Constante bedeutet, welche von den Dimensionen des 
Instruments abhängt. 

Die Übertragung der Bewegung von der Scheibe auf den 
Kegistrircylinder mittelst einer frei beweglichen Kugel ist von 
dem kürzlich verstorbenen Prof. James Thomson^ Bruder Lord 
Kelvin's, erfunden. Sie hat den Zweck, alle bei anderen Inte- 
gratoren auftretenden gleitenden Reibungen zu vermeiden. 
Dieser Mechanismus ist seitdem von Prof. Heh Shaw benutzt 
worden zur Construction verschiedener Integratoren; auch von 
Rev. Fred. Smith in Oxford, dessen in Abteilung I ausgestellter 
Integrator ohne gleitende Reibung arbeitet. Prof. Hele Shaw hat 
jedoch gefunden, dass seine bisher ausgeführten Instrumente an 
neuen Fehlern leiden. Diese rühren teilweise daher, dass die 
Kugel eine bedeutende Masse hat und daher bei rascher Be- 
wegung ein bedeutendes Moment erhält^ welches Gleiten verur- 
sacht; teilweise wohl auch daher, dass die Berührung der Kugel 
mit anderen Körpern nicht in geometrischen Punkten stattfindet. 
Lord Kelviii's Harmonie Analyser zeigte den Fehler, dass sich 
der Registrircylinder drehte, wenn die Kugel bei ruhender Scheibe 
hin und her bewegt wird, und zwar tritt dieser Fehler immer in 
demselben Sinne auf. Diesem ward dadurch abgeholfen, dass die 
Axen der Cvlindor durch kleine Gewichte vorwärts, von der 
Scheibe weg, gedrückt werden. 

Unter diesen Umständen scheint es zweifelhaft, ob James 
Thomson's Mechanismus wirklich viel mehr leistet wie Amsler's 
Instrumente mit Registrirrollen, welche gleichzeitig rollen und 
gleiten, so lange wenigstens, als glattes Papier benutzt wird oder 
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wenn die Rollen, wie in Coradi's Planimotor, immer auf speciell 
präparirten Flächen laufen. 

Es scheint daher, dass die neuen zu beschreibenden Instru- 
mente zur harmonischen Analysis, das von mir und namentlich das 
von Mr. Sharp angegebene, wenn sie sorgfältig ausgeführt werden, 
für manche praktische Zwecke ebenso brauchbare Resultate geben 
werden, als die sehr viel teurere und nicht leicht transportable 
Maschine von Lord Kelvin. 

Neues Instrument. 
Betrachten wir hier zuerst die Integrale, für welche n =s 1 ist. 
Wir haben dann, wenn wir noch t = x, f (x) = y setzen, 



A.= 



1 r^" 1 r^" 

— I y cos X dx, Bi == — I y sin x dx. 

^ J ^ J 



Um diese Integrale zu bestimmen, kann man die Curve 
y = f (x) zwischen den Werten von x = o bis x == 2 ic auf 
die Oberfläche eines ^Ivlinders vom Radius 1 zeichnen. 

Diesen Cylinder denken wir uns horizontal gelegt und um 
seine Axe drehbar. Die obere Linie des Cylinders enthält dann 
in jeder Lage einen Punkt der Curve. Die Curve läuft in sich 
ztti'ück. Der dem Werte x = o entsprechende Punkt soll der 
Nullpunkt heissen. Jeder andere Punkt P der Curve ist dann 
durch den Wert eines x bestimmt, welcher hier als der Winkel 
^erscheint, um den der Cylinder gedreht werden muss, um statt 
des Nullpunktes den Punkt P nach oben zu bringen. 

Die Tangentialebene, welche den Cylinder oben berührt, wird 
dann horizontal liegen. Dieser Ebene erteilen wir jetzt eine hori- 
zontale einfach harmonische Bewegung rechtwinklig zur Axe, 
d. h. wenn der Cylinder sich um den Winkel x gedreht hat, soll 
die Ebene um die Strecke z = c sin x sich vorwäi-ts bewegen, 
so dass nach einer vollen Umdrehung des Cylinders die Ebene 
in ihre Anfangslage zurückkehrt 

Der Punkt P auf der Curve beschreibt dann auf der Tan- 
gentialebene eine Curve, welche dasselbe y hat als die gegebene 
Curve, während die Abscisse statt x den Wert z = c sin x hat. 

Ein Flächenelement der neuen Curve hat daher den Wert 
y dz = c y cos x dx, und die ganze Curve schliesst die Fläche 

9 
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" - "Si 



2tt 

V cos X dx 



ein. Diese Fläche dividirt durch c n ist also gleich dem ge- 
wünschten Coefficienten Aj. Hierbei ist der Wert von c beliebig. 
Derselbe kann also so gewählt werden, wie es bei der Ausführung 
eines Instrumentes passend erscheint. Ein auf diese Betracht- 
ungen gegründetes Instrument habe ich in folgender Weise aus- 
geführt. Eine der Cylinderaxe a parallele Axe ß wird durch 
Zahnräder so mit a verbunden, dass beide gleichzeitig eine Um- 
drehung machen. Die Axe ß trägt eine excentrische Scheibe, 
welche mittelst einer darüber gehenden Gabel einer horizontalen 
Platte die gewünschte harmonische Bewegung erteilt. Die obere 
Fläche dieser Platte liegt in der Tangentialebene des Cylinders. 
Auf der Verlängerung dieser Platte wird also die Curve be- 
schrieben, deren Inhalt ü zu bestimmen ist. Dies geschieht 
mittelst eines gewöhnlichen Amsler'schen Planimeters. Der Pol 
wird in die Platte gesetzt und bewegt sich mit ihr. Der Fahrstift 
wird längs eines Lineals, welches über der oberen Linie des Cylinders 
liegt, so bewegt, dass er immer auf der Curve bleibt^ während 
der Cylinder' ■ gedreht wird. Dies gibt sofort U und daher A». 
Wird bei Beginn der Bewegung die excentrische Scheibe um 
einen rechten Winkel gedreht, so erhält man den Coefficienten Bi 
statt Ai. Um auch A„ und B^ zu bestimmen, setzen wir n t = x 
und erhalten 

A„ = — I f (t) cos x dx • 

Hier ist t == x/n. Wird die Curve y = f (t) in der Richtimg 
des t auf das n-fache ausgedehnt, so wird eine neue Curve er- 
halten y = f (x), welche für jedes x das zugehörige y gibt. 
Diese Curve wird n-mal den Cylinder umschliessen und mittelst 
dieser können nun A„ und B„ erhalten werden. Durchläuft der 
Fahrstift diese Curve. so dreht sich ß n-mal. Dies kann man jedoch 
einfacher dadurch erreichen, dass man ß sich n-mal drehen lässt, 
während der Cylinder mit der ursprünglichen Curve sich einmal 
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dreht. Dies ist durch Eins(*halteii passender Räder leicht be- 
werkstelligt. 

Das ausgeführte Modell erlitt während der Anfertigung ver- 
schiedene Änderungen. Dadurch wai*d es schliesslich zu compli- 
cirt und arbeitete ni(»ht gut. Es wäre aber leicht, ein Instrument 
auszuführen, welches diese Übelstände nicht zeigt. Ein Übel- 
stand ist, dass für jeden Coefficienten die Curve einmal mit dem 
J'ahrstift durchlaufen werden muss. 

Anderes Instrument. 
Man erhält durch teilweise Integration der Integrale 

y cos nx dx und I y sin nx dx 






1^ 

nn 
j 



sin nx dy ; B„ = - 

nit 



j 



cos nx dv. 





Der Mechanismus zur Ermittelung dieser Integrale wird nun 
ein ganz anderer. Die Anwendung einer harmonischen Bewegung 
ist nicht nötig. Sei die Curve y = f (x) wieder auf dem Cylinder 
verzeichnet. Wir brauchen dann die Summe aller dy, jedes mul- 
tiplicirt mit sin nx oder mit cos nx, d h. wir haben in jedem 
Augenblick dy zu zerlegen in zwei rechtwinklige Componenten^ 
deren einer den Winkel nx mit dy macht. Bewegt man eine 
Rolle, wie sie in Amsler's Planimeter die Integration registrirt, 
in einer geraden Linie, während die Axe der Rolle einen Winkel ^ 
mit der Geraden macht, so registrirt diese Rolle die Länge 1 sin ^, 
wo 1 die wirklich beschriebene Länge bezeichnet. Ähnlich re- 
registrirt eine Rolle, welche ihre Axe rechtwinklig zur ereten 
hat, die Länge + 1 cos ^. 

Ein auf diese Princinien basirtes Instrument ist das in Abt. I 
ausgestellte von Ilenrici Ein Wagen, parallel der Axe des Cylinders 
beweglich, trägt einen Fahrstift, der die obere Erzeugende des 
Cvlinders bestreicht. Während der Cvlinder mit der einen Hand 
gedreht wird, führt die andere den Fahrstift längs der Curve, bei 
welcher Bewegung der Wagen mit bewegt wird. Der Wagen 
trägt ferner an einer verticalen Axe e zwei Registrirrollen R, 

9* 



dy sin nx, 
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und R,, deren Axen einen rechten Winkel einschliessen. Diese 
rollen auf einer horizontalen Platte und zwar immer auf derselben. 
Diese kann daher aus passendem Material hergestellt werden. 
Wird der Cylinder um den Winkel x gedreht, so dreht sich 
die Axe e durch passenden Mechanismus um den Winkel nx. 
Bei einer kleinen Drehung des Cylinders um den Winkel dx be- 
wegt sich der Pahrstift um die Strecke dy parallel zur Cylinder- 
axe. Die RegistrirroUen drehen sich daher um die Winkel 
dy cos nx und dy sin nx. Sie geben also während einer vollen 

Drehung des Cylinders die Integrale dy . cos nx und 

und daher sofort die Coefficienten A^ und B„. 

Hierbei ist zu bemerken, dass die RegistrirroUen nur dann 
richtige Resultate geben, wenn ihre Berührungspunkte in der 
geometrischen Axe von e liegen, oder wenn die Ebenen dieser 
Rollen durch e gehen. Sonst ist eine Correctur nötig. Wenn 
6 sich einmal dreht, so wird die Rolle einen Kreis durchrollen, 
welcher eine Ablesung C ergibt. Diese ist durch Umdrehung 
um 6 leicht zu ermitteln. Von der Ablesung der Rolle nach 
Umfahrung der Curve ist also nC abzuziehen. 

Es wäre nicht schwierig, mit dem Wagen statt einer Axe s 
►eine Reihe Sj, e„ Sg . . . solcher Axen zu verbinden, welche sich 
1,2,3... mal drehen, wenn der Cur\'eneylinder eine Um- 
drehung gemacht hat. Trägt jede dieser Axen ein Paar Registrir- 
roUen, so ergibt deren Ablesung sofort die entsprechenden 
Coefficienten A^ und B«. 

In dem ausgestellten Modell ist die Übertragung der Drehung 
des Cylinders auf die Axe e in folgender Weise hergestellt. Der 
Cylinder trägt auf der Verlängerung seiner Axe eine Scheibe V, 
welche auf einer horizontalen Scheibe H ruht. Die Umdrehung 
des Cylinders bewirkt daher auch eine Umdrehung der Scheibe H. 
Um diese Drehung der Scheibenaxe auf die Axe e der Registir- 
Tollen zu übertragen, sind beide durch zwei Gelenkstangen Aj A 
mit einander verbunden, welche in B durch ein Charnier ver- 
bunden sind. Die Enden können sich frei um e respective um 
die Scheibenaxe drehen. Diese Axen sowie die Charnieraxe 
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tragen, fest mit ihnen verbunden, Scheiben, um welche endlose 
Stahlbänder gelogt sind. Schematische Zeichnung des Apparates 
vergl. TeU U pag. 212. 

Es ist für gute Arbeit des Instrumentes nötig, dass die letzt 
erwähnten drei Axen parallel sind. Das Modell leidet hier an 
dem Fehler, davss diese Bedingung nicht genau erfüllt ist. 

Um endlich zu bewirken, dass Axe e n Umdrehungen 
macht bei einer Umdrehung des Cylinders, kann die oben er- 
wähnte Scheibe V auf der Axe des Cvlinders verschoben werden, 
so dass sie auf einem kleineren oder grösseren Kreise der 
Scheibe H rollt 

Statt das die Curve tragende Papier auf dem Cylinder zu 
befestigen, kann man es lose auf den Cylinder legen, wenn eine 
Vorrichtung getroffen wird, mittelst welcher der Cylinder das 
Papier während seiner Drehung mit sich zieht. Dies ist in Sir 
Wm. Thomsons Maschine der Fall. 

Man kann nun aber auch den Process umkehren, indem man 
das Papier auf ein Zeichenbrett befestigt und den Cylinder auf 
dem Papier rollen lässt. 

Man könnte dies auf folgende Weise realisiren. Ein Wagen 
läuft auf drei Rädern. Das eine ist nur ein Jjaufrad. Die 
beiden andern haben den Durchmesser des Curvencvlinders und 
laufen in Richtung der x-Axe. Die zu analysirende Curve 
muss also ihre Basislänge gleich dem Umfang dieser Räder haben. 
Der Wagen trägt femer die Axe s mit den Registrirrollen, welche 
durch die Wagenaxe getrieben wird, älmlich wie im ausgestellten 
Modell. Eine Bewegung des Fahrstiftes treibt den Wagen um 
die gleiche Strecke in derselben Richtung vorwärts. Eine Be- 
wegung in Richtung der y dagegen lässt den Wagen ruhen, treibt 
aber die Axe e mit den Registrirrollen auf dem Wagen entlang. 
Die Registrirrollen selbst laufen dabei auf einer präparirten Fläche. 

Bei einer solchen Anordnung hat man den Vorteil, dass man 
nur mit einer Hand zu arbeiten hat, da die Bewegung des Fahr- 
stifts längs der Curve den ganzen Mechanismus in Bewegung 
setzt Dies wäre beim Gebrauch ein grosser Gewinn. 
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Sharp's Analyser. 

Mr, Sharp hat jedoch ganz kürzlich eine Modification des 
von mir ausgestellten Instniments ersonnen, welche einen ein- 
facheren Mechanismus hat und, wenn richtig ausgeführt, nicht 
nur gute Resultate erwarten lässt, sondern auch leichter zu hand- 
haben sein wird. 

Ein Wagen läuft hier in Richtung der y, geführt in ähnlicher 
Weise wie einer von Coradi's Planimetern , oder wie dessen 
Integraph. Er konnte vielleicht besser auf einer Schiene laufen 
wie Amsler's Integrator. Dieser Wagen trägt in Richtung der x 
eine Zahnstange, welche in dieser Richtung sich frei hin und her 
bewegen kann. Mit dieser verbunden ist der Falirstift. Ein auf 
dem Wagen ruhendes Zahnrad Z greift in die Zahnstange ein 
und treibt direct oder durch eingeschaltetes Räderwerk die Axe e 
mit den zwei RegistriiTollen. Letztere laufen auf dem Papier oder 
auf einer präparirten Platte, welche an der Seite der gezeichneten 
Curve auf dem Papier ruht. 

Wird der Fahrstift in der Richtung der x um die Strecke x 
bewegt, so bleibt der Wagen in Ruhe, die Zahnstange verschiebt 
sich um die Länge x und dreht das Rad um einen Winkel x, 
falls der Radius von Z der Einheit gleich ist. Eine Axe e, welche 
n Umläufe für einen des Zahnrades macht, dreht sich also um 
den Winkel n x. Die Registrirrollen registriren hierbei nichts. 
Wird ietzt der Falirstift und mit ihm der Wagen um die Strecke 
dy verschoben, so registriren die Rollen die Werte, welche 
dy cos nx und dy sin nx proportional sind. 

Ist nun die Basis der zu analysirenden Curve von der 
Länge 2 tc, so geben die Registrirollen die Werte der Integrale 



dy cos nx und 





dy sin nx 





und daher die Werte von A„ und B^. 

Ist die Basis der Curve, also die Periode von y -_- f (x), 
nicht gleich 2 it, so hat man sie dem Umfange des Rades Z 
gleich zu machen, oder vielmehr die Curve in der Richtung der 
x so zu dehnen, dass Dire Periode dem Umfange des gegebenen 
Zahnrades gleich wird. 
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■ 
Während der Fahrstift die Curve durchläuft, bewegt sich der 

Wagen bei wachsendem y vorwärts, bei abnehmendem rückwärts. 

Die Zahnstange aber geht immer vorwärts in Richtung des x 

welches immer w:ächst, da ja y eine einwertige Function von x 

sein muss, wenn eine Entwickelung in eine Fourier'sche Reihe 

möglich ist. 

Dieser Umstand ist sehr wichtig für die leichte Handhabung 
des Instruments. Wm. Sharp schlingt um die Axe s eine Schnur, 
führt diese horizontal über eine Rolle und spannt sie durch ein 
herabhängendes Gewicht, welches die Zahnstange in Richtung 
der X zu bewegen strebt Es ist so zu reguliren, dass es der 
Reibung im Räderwerk fast das Oleichgewicht hält. Der Fahr- 
stift kann also sehr leicht in der x-Richtung bewegt werden. 
Man kann daher, ohne die Leichtigkeit der Handhabung zu zer- 
stören, eine Anzahl Axen e,, e„ Sg . . . anbringen, welche sich 
während einer Umdrehung des Zahnrades ein, zwei, drei . . . mal 
drehen. Wenn jede dieser Axen sodann ein Paar Registirrollen 
trägt, so ergibt ein einmaliges DuiThlaufen der Curve sofort die 
Coefficienten erster, zweiter, dritter . . . Ordnung. 

Lässt man alle Registrirrollen auf einer präparirten Platte 
laufen, welche auf dem Papier ausserhalb der zu analysirenden 
Curve liegt, so dürfte die Genauigkeit des Instruments für die 
meisten praktischen Zwecke vollauf genügend sein. 

Der Coefficient A« ist nicht auf diese Weise bestimmbar. 

Sein Wert ist 

^2« 



1a-1 

2 • 2x 
j 



vdx 





Er gibt den Mittelwert aller y und erfordert die Ermittelung der 
Fläche zwischen der x-Axe und der Curve y = f (x). Sie kann 
also mit Hilfe eines gewöhnlichen Planimeters gefunden werden. 

In Sir Wm. Thomson 's Analyser gibt einer der Registrir- 
cylinder sofort dies Integral. Mr. Sharp hat ebenfalls eine Vor- 
richtung angegeben, welche denselben Zweck erreicht. 

Hat man die Coefficienten A^, Bq durch das Instrument ge- 
funden, so bleibt noch übrig die Amplitude und Phase zu be- 
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stimmen, welche die durch y = A^ cos nx -f- Bb sin nx bestimmten 
Curven besitzen. Setzt man 

An cos nx + Bn süi nx = a^ cos (nx + a) 

so ist 

B B 

a\ = A\ -\- B\ und tana = ^, sin a =— ^. 

An an 

Zur Bestimmung dieser Grössen an und sin a hat Gen.-Lieut. 
Strachey einen Rechenschieber construirt, welcher in Abteilung I 
ausgestellt ist. 

Man erhält also schliesslich die Reihe 

TQ = i »o + »1 cos (x + aj + a« cos (2x -f- «»)+•• • 

Ist diese erhalten, so ist es von Interesse, alle durch die ver- 
schiedenen Glieder einzeln repräsentirten, einfach harmonischen 
Curven in richtiger Lage auf der Basis der gegebenen Curve zu 
verzeichnen. Hierzu dient der gleichfalls in Abteilung I ausge- 
stellte Apparat des Gen.-Lieut. Strachey, durch welchen einfach 
harmonische Curven von gegebener Amplitude und Phase ge- 
zeichnet werden können. 



Zweiter Teil. 



I. Abteilung. 

Arithmetik; Algebra^ FunctionentJieof'ie; Integralrechnung. 



Erster Abschnitt. Arithmetik. 
A. Bechenapparate. 

1 Besehrcibung und Gebrauch der logarlthmisehen Reehenstflbe ete. 
von J. H. Lambert Augsburg 1772, und Zusfltze zu den logarithmisehen 
Tabellen ete. von J. H. Lambert, Berlin 1770. 

Ausgestellt von Prof. Ch. A. Vogler, Berlin. 

2 Sammlung von Recbensehiebem und Anlegemassttiben aus dem Math.- 
mech. Institut von Donnert & Papo, Altona. 

3 Beehenschleber von Albert Nestler I>ahr in Baden. 

Preise im Einzelverkauf: 

KecheDSchieber aus Buchskolz in den Längen 21 cm 26 cm 52 cm 

ohne Läufer JH 5.— Jt 5.— A 18 — ; 

desgl. mit Läufer „ 6.— „ 6. — „ 21.— ; 

desgl. mit Läufer und Lifpe .... „12.— „12. — „30.— ; 

Rechenschieber mit Celluloidaufiage in den Längen 26 cm 52 cm 

ohne Läufer JL 6.— JL — 

desgl. mit Läufer „ 7.50 „ 36.—. 

4 Beehenschleber von A. Hasselblatt, Prof. am technologischen Listitut in 
St Petereburg. Veröffentlicht 1890. 

Dieser Rechenschieber ist aus vier auf einander geleimten und zu- 
sammengepressten Lagen Carton herg(?stolit und durch einen wasser- 
dichten Überzug gegen die Einflüsse der Wärme und Feuchtigkeit ge- 
schützt. Er ist kürz<»r, aber bn^iter und dünner als die üblichen Rechen- 
schieber aus Holz (208 X 71 X 5 mm statt 260 X 32 X 10 mm). Die 
aiLs zwei Cartonlagen bestehende „Zunge" trägt an beiden Rändern die- 
selbe, einmal wiederholte, logarithmische Teilung von 100mm i^nge, 
während von den benachbarten Rändern des ,,Stabes^^ („Lineales^') der 
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obere eine ebonsolche, dur untere eine logarithraische Teilung im doppelten 
Masstabe hat. Diesej* mittlere Teil ist denmaoh wie die "Veixiei-seite eines 
^(nvöhnlichen Rechenschiebers ohne Läufer eingerichtet. Die Teilungen 
für sin, tang und log, welche sich bei anderen Rechenschiobern ge- 
wöhnlich auf der Rückseite der Zunge befinden, sind auf der Vorderseite 
d(^s Stabes angebracht und noch um eine Vorrichtung zur Bestimmung 
der Guben und Cubikwurzeln vermehrt. Letztore besteht aus einer, die 
ganze lüngo einnehmenden, logarithmischen Teilung und einer ihr gegen- 
über gestellten, dreimal wiederholt4?n logarithmischen Teilung mit nur 
ein Drittel so grosser Längen(»inheit. Die abgeschrägten Kanten des 
Rechenschiebei*s enthalten Teilungen in Millimeter und Sechszehntel Zoll 
engl., auf der Rückseite stehen mathematische und physikalische Con- 
stanten, Tabellen für Mass Verwandlungen, Gewich tsberechnungen u. s. w. 

(Pr(?is in Russland 2*/« Rubel.) 

(Hasselblatt, Mehmko.) 

5 Lograrithmisch-graphische Rechentafel von Steuerrat Scherer in Cassel. 

Die Taf(il besteht aus einer Grundplatte von Stahlblech und eioem 
Schieber von Glimmer. Auf der Gnmdplatto mit den Abmessungen 
33X21 cm sind in 20 parallelen Linien die 10 Stücke einer logarith- 
misch on Teilung von 1,5 m Länge zweimal von unten nach oben abgetragen. 
Um in allen Ijagen des Schic^bei-s ablesen zu können, ist in der Ver- 
längerung jedes Stückes das nächstfolgende noch einmal angetragen. Eine 
ebenso gross<^ logarith mische Teilung ist in Streifen von 5 mm Breite und 
5 mm Zwischenraum auf die Unterseite des Schiebei"s gednickt, der 
18 X 12 cm Grösse hat. Auf der Grundplatte sind rechts imd links noch 
zwei gewöhnliche Masstäbe von je 15 cm mit Teilstrichen von 1 — 100 
ange])racht, auf welchen man die 2. — 4. Stelle der Mantisse des Logarith- 
men irgend einer Zalil der Tafel ablesen kann, während die erste Stelle 
unter d(*r betreffenden Reihe der Teilung angesehrieben ist. Der Apparat 
entspridit somit einem Rechenschieber von 3 m lünge und einer vier- 
stt^lligen Logarithmentafel. Zur Berechnung von 1 sin a und 1 cos a — 
a in Graden neuer Teilung ausgedrückt — , dient ein besonderer Sinus- 
Schieber. An der Innenseite dos beigegebenen Umschlages sind an zwei 
senkrechten linien die Wurzelzahlen von 0,00 bis 100,00 und ihnen 
gegenüber die Quadratzahlen masstäblich aufgetragen. 

Preis (ohne Sinus-Schieber) M. 12—, Sinus-Schieber (Kreis 400*). M.5 — 

(Scherer.) 

6 Thaeher's Galculatingr lustrnment (cylindrical slide-rulo). Verfertigt 
und ausgestellt von W. F. Stanley, Matli. mech. Institut, London. 

Das 1881 patentirte Instrument beniht auf denselben Principien, wie 
der logarithmische Rechenschieber und wird in entsprechender Weise ge- 
handhabt. Die einmal wiederholte, mit A bezeichnete Haaptteilung ist 
30 engl. Fuss = 9,144 m lang und in zwanzig gleich lange Stücken zer- 
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legt, wflüh.t auf der Oherfläi'lic oini-s Mi'tall-CyliiidiM iiai-allfil mit di-ssi.-n 
Axii uotiTgübiBuht sinil. Diiwi-r Oyliiuli-r i'ii(s]irielit ik'in „Si'liii;bi.'i-" (der 
„Zungi;'') i-incs Krcliisustabi's. Aus xwi'i, dimrli zwauKig paralli'!!.' Mi'tnll- 
Ripppu vcrbiiodt'non Ringen ist i-iii durclibiwihi'iifi' Hohlcylindt'r gi'- 
bildi't, diT iiLiH'i'lidb zwciiT fi'sti'u Hmtir um sciui' i'igfw (watp-reubtt') 
Axe ßMlrplit wi>r<i(tti kann und in wiiltliain dir crstgeiiaünti' Cylioder 
sii'h vi'i-si hieben und druln'ti Llsst. Der Qnci-si'biiitt ciniM' jeden Hippe 



ist «in gleidiscliciiklifji's Dn^ieek mit natli aussen gi^kelirter Spitze. Dio 
».■biffi'n Seiti^nllächiMi der Ri|j|)en tragi'ii Kwi-i logaritliiiiisclio Teiluiip-o, 
Tou wck-hen diu mit B bozeieiirii'ti.' tui A f>:ii-nzt und mit A «xmisTUfiit 
ist, dio mit C bezciL-hni'tc , ivi-iter aussen angebi-acliti', den do|ipi-lti>D 
Uasstab von B liat und d.'iiinaoli zu jeder iu H nufutisufliten Zahl ilio 
tjuadratwiirzt'l liefert. Dio Teilungen sind auf I'oi'gainent gedruekt. 

Preia M. 150. — Itii iibiiguii sei hier und boi den folgonden Appa- 
nttet) Stanlfy't auf dcssc'ti rrciälisto voi'wicseu 

(Mehmke.) 

Sheppard'H sllde mle for ciibiu? quaiitltles, ans^'oistollt von W. F. 
Stulty, inath.-niech. Institut, lyindon, 

Keeht'iiHtab mit zwei neben einander );leiteiir[i'ii Sebil^be^[l xxiT augi-n- 
lilitklifien Bestimmung eines i'iiiduftes aus diTi Fai'toiuii. 

24" duodeutmal rulo (für engl. Kuss und Zoll), aus Buchsbauiiiholz 
H. 2<— ; 

11" dectmal ("ule (für motriscbos Mass), aus Uuclisbaiimholz H. 34—. 

L'nirorsal-ProportloH-TableB, Ret beniK^bi ober in Eoüt- bez. in (.ylindrischer 
Form Dach I. D. Evereft utid Hannyigton. Ausgestellt von Pi'or. i. D. Everett, 

F. R. S., Queens College, Belfast, Ireland. 

1. Evoretfä Table. Ein Ri-ohenwhiobor, von dem jeder der beidun 
Tfile aus einer Anzahl paralleler Streifen besti-ht. Der bewegliche Teil 
greift dabei in die 2 wische nräunio des festen Teiles i'in. Uio Tafeln sind 
aus Cartou (Bristot board) mit Ühcrdruek von Kupferp! alten. Preis 20 Mark. 

2. Dieselbe, eonstmirt nach Major General Hannyngton aus IIolz 
mit Abändci-ungen, die dureh das Materini bedingt sind. Um die doppelte 
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Scala auf dem Sc^hlittea zu vermeiden, ist die Scala auf dem festen Stück 
zum Teil vierfach, ein beigefügter Schlitten gestattet die Bere<;hnung voa 
Quadraten und Quadratwurzeln. Preis in der ausgestellten Grösse un- 
gefähr 60 Mark. Die Rechenschieber werden auch in grösserem und 
kleinerem Masstabe ausgeführt. 

3. Dieselbe in Cy linder- Form aus Holz, Die Scala auf dem 
festen Teile ist doppelt wie in der gewöhnlichen Form, die auf dem 
Schlitten einfach. Nicht zum Verkaufe construirt. 

Die Modolle 1 und 3 wurden von Everott ungefähr 1865 ausgeführt 

und sind iin Philosophical Magazine beschrieben. Die Auoixlnung von 

Hannyngton datirt ungefähr 10 Jahre später. 

(Everett) 

9 Prof. Fnller'B calcnlatiiigr slide rnlo, ausgestellt von W. F. Stanley, 

math.-mech. Institut, London. 

Die auf einem Cylindermantfl in einer Schraubenlinie aufgetragene 
logarithmische Teilung ist 500 (*ngl. Zoll = 12,7 m lang, das Instniment 
entspricht also einem Rechenschieber von 25,4 m Länge. 

Pi-eis M. 60—. 

10 Alex. E. M. Bouchers Calculaior, ausgestellt von W. F. Stanley, math.- 
mech. Institut, London. 

Die äussere Form ist diejenige einer Remontoir-Taschenuhr. Die auf 
4 concentri seilen Kreisen untergebrachte logarithmis(^lie Teilung hat eine 
Gesamtlänge von 15 engl. Zoll = 38 cm, weshalb da.s Instrument an Ge- 
nauigkeit ein(»m Rechenschieber von 76 cm Länge gleichkommt. Auf der 
Rückseite sind Teilungen für goniometrische Functionen und Logarithmen 
vorhanden. 

Preis in vernickeltem Neiisilbergehäuse M. 31,60. 

11 Weber*s Rechenkreis von R. Weber, Prof. Forstakadcmio Aschaffenburg 
(jetzt Univ. München). Ausgestellt von Prof. Mehmke, techn. Hochschule 
Darmstadt. 

Zwei niedrige Cy linder von etwa 13 cm Durchmesser, die unabhängig 
von einander* um ihre gem(»insame Axe gedreht weiden können, trap*n 
auf iliren Umfang(»n beide dieselbe logarithmisehe Teilung. Bei auf- 
rechter Stellung der Ziffern ist die Axe senkreclit. Der Gebrauch ist 
derselbe, wie bei Sonne's Rechenscheibe. 

12 Rechen seheibe von Geh. Baurat Prof. Ed. Sonne, Darmstadt. Jahr der 
Veröffentlichung 1864. Hergestellt von Landeberg & Wolpere, Hannover. 

Eine» feststehende Kreisscheibe von etwa 14 cm Durchmesser ist von 
einem um sie drelibaivn Kreisnngt» (Mngeschlossen. Her Rand der Scheibe 
und der ihn berülirende innere Rand des Ring<*s sind mit einer d(»ü 
ganzen l'mfang ausfüih»nden logarithiuis(^hen Teilung vei"sehen. Die 
Scheibe thigt noch (»inen concentrischen , gleichmässig geteilten Kreis, 
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welcher zur Bestimmung der I^garithnicn ^i'^ehencr Zahlen dient Eio 
«m den Mittclpuukt der Soheibo divlibarer Zcijter vermittelt don Über- 
gang von ii^efld einer der dni Teilimgi'n zu i-iiii'i' andern. 1>t Gebroueh 
ist deiujenigeu den Beebcnsehiebers Ühiilieh. 

ReehcHsehelb« nfl Keuiziffenühlwcrk, von deinaolben. Hergestellt von 

LlBdsberg II Parltit», Hannover. 

Durchmesser der Scheibe 11,5 cm. IXt ffleichmHasiK Reteilti- Kreis 
fehlt. Eiu Zühlwerk gibt die Zahl der vollen Umdrehungen an, welche 
der Zeiger wählend einer nur ans Multiplientionen und Divisionen zu- 
aamniengesetzteu Htvhnung gemacht hat und dient so 2ur Bestimtnuiig 
der Stellenzahl des Ergebuist^eti der Rechnung. 

A. Beyrrlen's drehbarer Kcchcnscbicber (Reehmnid), D.U.P. Nr. 31889, 

von A. Beyerlen L C«. in Stuttgsit. 

Zwei neben einander befindliche, jnittelst zweiiT Hanilsebeiben um 
ihre geroein»anie, wagerechte Axe drehban- Eäder von 125 mm Duivh- 
messer tragen auf ihren Stinten an den inneri'u Kautt-n eine logarithmiw^he, 
an den Husseren eine gleich mfesige Teilung mit dem Umfange eines Rades 
als Längeneinheit. Beim Drehen der kleineren Handscheibo dreht sich 
nur das Rad recht», bi'im Dn-hen der gi'össeren bewegen sich beide 
Rader übereinstimmend, bo dann ihre gi'gi-nseitige Stellung unverändert 



bleibt. An einem festen Träger bi'findet sich vorne, an den Bädern an- 
liegend, ein Stück Oelatini'papier mit einer zur Axe parallelen roten 

Linie. Um x := j- c zu finden, dreht man erst beide Rüder zusammen 
und dann das h'chte Bad allein so, dass die Stelle a der lognrithmiseben 
Teilung linkg, und die Stelle b deijenigen reuhta unter die rote Linie 
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kommen, dann wieder beide zusammen, bis die Stelle c der logarithmischen 
Teilung rechts miUiV der roten Linie ei-seheint, dann steht links hienon 
das Ergebnis. Die beiden äusseren Teilungen dienen zum Addiren und 
Subtrahiren wie auch in Verbindung mit den inneren Teilungen zur Be- 
stimmung des Logarithmus einer gegebenen Zahl oder umgekehrt der 
Zahl zu einem gegebenen Logarithmus. Die Teilungen sind auf Papier 
gednickt. 

Preis M. 20.—. 

15 Zwei Reehenschicber zur Berechnung speeieller trigonometrfseher 
Formeln von Oeneral-Lieut. R. Strachey, London. 

Der erate dieser Rechenschieber dient zur Berechnung der Formeln: 

sinx 
(Vgl. den Schluss des Aufsatzes von Henrici im ersten Teil des Ea- 
talbges. 

Der zweite dient zur Berechnung der Formel: 

\. Bina 

h = -7— 7-, r b. ctg z. 

sm (a — a) ° 

16—20 Serie von Keciiensciiiebern, gpeciell für technisciie Zwecke, aus- 
gestellt von W. F. Stanley, matli.-mech. Institut, London. 

16 Ganfira Ram's slide rule. 

No. 1. Zur Bestimmung der Dimensionen von Haupt- und Querbalken 
für alle Spannweiten; M. 21 — . ^ 

No. 2. Zur Berechnung der Stärken von Stützmauern unter den ver- 
schiedenen Bedingungen; M. 12—. 

No. 3. Zur Berechnung der Spannungen in Trägem aller Formen und 
Spannweiten; M. 16 — . 

1 7 fiudson's horse power seale zur Berechnung der Leistungen und Dimen- 
sionen von Dampfmaschinen. 

Aus Buchsbaumholz in Futteral M. 12,60; aus Carton in Leder- 
futtei"al M. 6 — . 

18 Hudson's Computing scale for pumps, zur Berechnung einfach und 
doppelt wirkender Pumpen, aus Carton in Futteral M. 6 — . 

19 Hudson's compntingr scale for girders, beams and shafts, zur Berechnung 
von Ti'ägem, Balkon und Wellen, aus Carton in Futteral M. 6 — . 

20 Froude'8 displaeement slide rule, M. 40—. 

Näheres vergleiche den Specialkatalog von Stanley. 
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21 Model! des doppellogarithmischen Rechenschiebers von Iiig. F. Blano 
in Hamburg. 
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Derselbe dient hauptsächlich zur mechanischen Bestimmung von 
Potenzen und Wurzeln mit beliebigen Exponenten, sowie von liOgarithmen, 
die zu einer beliebigen Basis gehören. 

Die beiden Ränder (A) des Stabes tragen übereinstimmende logai'ith- 
mische Teilungen, wie solche am gewöhnlichen Rechenschieber sich 
finden, so dass allgemoin die Entfernung des mit x bezeichneten Teil- 
striches von dem mit 1 bezeichneten gleich log x Längeneinheiten ist. 
Die Ränder des Schiebers (B) dagegen sind mit „doppellogarithmischeu" 
Teihmgeu vei-sehen. Bei der oberen dieser Teilungen nämlich beträgt die 
Entfemmig des Teilstriches, an welchem die Zahl z steht, von dem T<*il- 
striche 10 allgemoin log bg z Längeneinheiten, wobei naturgemäss immer 
z > 1 ist; bei der unteren ist als Basis der Logarithmen ni(;ht 10, 
sondern }^ und als Anfang d(»r mit 0,1 bezeichnete Punkt genommen, so 
dass hier die an den Teilstrichen stehenden Zahlen alle < 1 sind und 
überdies jede von ihnen gleich dem reciproken Werte der senkrecht über 
ihr auf der oberen Teilung stehenden Zahl ist. Zur Abkürzung sind bei 
den Schieberteilungen die gauzzahligen Potenzen von 10 mit römischen 
Ziffern bezeichnet worden; so hat man für I, II, III, . . . und -I, -II, -III 
. . . zu lesen: 10, 100, 1000 . . . und 0,1, 0,01, 0,001, . . . 

Stehen nun bei irgend einer Stellung des Schiobers den Zahlen x und x^ 
einer Teilung A die Zahlen z und z^ der angrenzenden Teilung B gegen- 
über, dann ist offenbar 

log X — log Xi = log log z — log log Zi, 
woraus die fundamentale Beziehung 

^_ *»_ 
y^z = y^Zi oder auch z^\ sz^z 

folgt. Sind also von vier in dieser Beziehung stehenden Zahlen drei ge- 
geben, so kami die vierte abgelesen werden, nachdem der Schieber in die 
richtige Stellung gebracht ist. Wird insbesondere x^ =* 1 genommen 
und die gegenüberstehende Zahl y genannt, so ist 

woraus sich folgende Regeln ergeben; 1) Um die Potenz y* zu be- 
rechnen, suche man die Basis auf dem Schieber, stelle sie der 1 der 
a!ign»nzenden Teilung A gr»genüber, suche auf letzter(?r Teilung den 
Exponenten x, dann steht diesem gegenüber das Ergebnis; 2) um die 
Wurzel 

X 

VT 

zu berechnen, suche man die Basis z auf dem Schieber, stelle sie dem 

10 
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Wurzelexponenten x auf der benachbarten Teilung A gegenüber, dann 
kann gegenüber dem Striche 1 der letzteren Teilung das Ergebnis abge- 
lesen werden ; 3) uin den Logarithmus der Zahl z für die Basis y zu be- 
rechnen, suche man die Basis auf dem Schieber, stelle sie der 1 auf der 
angrenzenden Teilung A gegenüber, dann findet sich das Ergebnis gegen- 
über dem Teilstriche z des Schiebers. Behufs Bestimmung natüiiichor 
Logarithmen ist ein besonderer Teilstrich für die Zahl e angebracht. Der 
Schieber hat in der Mitte noch zwei Teilungen für die halbe Summe und 
halbe Differenz je zweier senkrecht über einander stehenden Zahlen seines 
oberen und unteren Randes. Mit Hilfe dei-selben können auf Grund der 
Regel 1) die Werte der Ausdrücke 

i fy^ + y-^) und J (yx - y-x), 

und wenn man y = e nimmt, die Werte der hyperbolischen Functionen 

ßo|x und (Sinx gefunden werden. 

(Blanc, Mehmke.) 

22 B^grlettes calcnlatrlccs von H. Genaille und Ed. Lucaa, Paris 1885, aus- 
gestellt von Prof. Mehmke, teohn. Hochschule Darmstadt. 

a. Les riglettts Nipiriennes , neue Ausgabe der von Neper 1617 be- 
schriebenen, auf Peter Apian's Multiplicationsmethode benihenden Rechen- 
stäbchen, welche die Multiplication mit einziffrigen Zahlen auf eine Ad- 
dition zurückführen; 

b. les reglettes fmdtiplicatrices, stellen eine Vervollkommnung der 
Neper' sehen Rechenstäbchen dar, indejn bei ihrer Benützung die bei letz- 
teren noch erforderliche Addition in Wegfall kommt; 

c. les riglettes tntUtüectrices, von ähnlicher Einrichtung wie die vorher- 
gehenden; sie liefern diuch ein mechanisches Verfaliren den Quotienten 
und Rest bei der Division einer beliebigen Zahl durch eine einziffrige. 

(Mehmke.) 

23 Kechcnmaschiiic von Chr. L. Gersten (von 1733 bis 1744 Professor der 
Mathematik in Giessen, erfunden 1722, im Besitz und ausgestellt vom 
Grossherzogl. Hessischen Museum in Darmstadt. 

Die Maschine dient zum Addii-en und Subtrahiren. Man stellt den 
einen Summanden resp. den Minuenden durch Drehen der Zifferscheiben 
über den vorhandenen senkrechten Schlitzen in der oberen resp. unteren 
wagerechten Reihe von Schaulöchern ein, die zu addirende resp. subtra- 
hirende Zahl dagegen mit Hilfe von Schiebern in den genannten, seitlich 
mit Zähnen versehenen Schlitzen und bewegt hierauf jeden der vorhan- 
denen Elfenbcinknöpfe senkrecht heninter, so weit es geht, und wieder 
zurück, dann erscheint in den oberen resp. unteren Schaulöchern die 
Summe resp. Differenz. Die addirte resp. subtrahirte Zahl zeigt sich 
in einer dritten wagerechten Reihe von Schaulöchern. 

(Mehmke.) 
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Webb's adder* Additionsmaschine, ausgestellt von Ingenieur A. Beyerlen 
Stuttgart 

AddUlonsmasehine von Max Mayer D. R. P. Nr. 44398. Gefertigt von 
Mechaniker A. Bartbelmea, München. 

Die Maschine dient zur Addition grösserer Zahlenreihen. Jede der 
neun vorhandenen Tasten hcwegt beim Niederdrücken den Bügel a und 



A 




mittelst des an diesem angebrachten Schaitzahnes b das mit 100 Zähnen 
versehene, in der Zeichnung punktirt angedeutete Zahlenrad. Gleichzeitig 

wird einer der mit 1 — 9 be- 
zeichneten Stifte gehoben. Da- 
durch, dass der Bügel an 
diesen stösst und stehen bleibt, 
beschränkt sich die Bewegung 
des Zahlenrades auf so viel 
Zähne, als die Ziffer der nieder- 
gedrückten Taste angibt Das 
Zahlenrad wird in seiner neuen 
Stellung festgehalten, während 
Bügel, Stift und Taste in ihre 
ursprüngliche Lage zurück- 
kehren. Ein Kädchen zählt 
die Umdrehungen des Zahlen- 
rades und gibt so die Hunderter 
an. Sind mehrziffrige Zahlen 
zu addiren, so addirt mau zuerst die Einer, dann unter Berücksichtigung 
dos üebortrages die Zehner u. s. w. Die Nullstellung erfolgt durch 
Dn^hung der Kurbel und des im Deckel angebrachten Knopfes. 
Preis im Einzelverkauf M. 50. 

(M. Mayer, Mehmke.) 




Dahn'sehe Reehenmasehfne, nach der Erfindung von Pfarrer Hahn in 
Echterdingen, ausgeführt 1809 von dessen Sohn, dem k. württembergisohen 
Hofmechaniker Hahn in Stuttgart. Im Besitze und ausgestellt von Sr. Durch- 
laucht Wilhelm, Herzog von Urach, Graf von Württemberg in Stuttgart. 

Die Maschine (in Cylinderform) ist das viert« Exemplar der Hahn'- 
schen Maschinen ; sie gestattet Berechnungen bis zu zwölf Stellen und ist 
noch jetzt in vollständig gangbarem Zustande. 

10* 
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J. H. Miiller's Bechenmaschlie, orAitidim 1782 vou lDgeiiieurhau|>tinaim 
J. K. MUlier in Ok-üai-w. ausgi.-fiilirt in Darmstadt 1783. Im BcsiU und aus- 
gestellt vom Grossheri. HessiaDhen Museum in Darnistadt. 

Das i-yiiiidri«-lifi Ochäiisc viiti vcrgoldcti.'di Mcssiug hat iingeffihr 28,5 em 
im DiiR-'hmi-SMT iiiid 9,5 vta Holii'. Der «'agfri-cbte Dit;ket iH-nti'ht aiiM 
(Ifiii divhimii'ii iiiiMwii'ii Ritih'i; a und dem uiibfwcgLiiheii kn^isförmigen 
Ti'ile li in der Mitto. Auf dem Ringii a liofiodcii sich in zwei eontTii- 
trisclicii Kreisen 2wci Ki>ihi'n von ju 14 ('maillirti.'U Zahlt' nsolieibcn. Die 
(kli>tti<-ratO t^'lit'ihcn O d)'r inni.>reti Heiho sind mit dun Ziffern 0, 1 ... 9 
bi'si-hrieh'.'n. Die (grosse ifji) Si'heilK'ri t der äiiswron Reihe Koigen diese 



Ziffüni üweiiiinl, siliwarz ani Umfiinge und rot in ejöojn inneren Kreise, 
und nwar letiteiv in verkehrter Ordnung, so da.ss jede schwärze Ziffer 
mit der im gleiehen Holhinesser stehenden roti'D die Summe 9 ergibt. 
An der nnbeweglicheii , gi-trümmlon hii'itcnwaud des Gehäuses befinden 
si<'lL ebenfalls 14 Z.th Ion Scheiben g, wi'lchc auf ihrem em^Uirteu breilea 
Ennde die Ziffern 0, 1 ... 9 ti'agen, die 6 ersten Scheiben rechter Hand 
aiK'h rioi:h die Ziffern 10 und 11. Jude Zalih'nscheil« kann mittelst eines 
Kriiipfes h gcvlreht werden, bis irgend eine gen'Unsohte Ziffer in dem zu 
dieser Scheibe gehörigen „Fenster" i erscheint. Um zwei Z^len lu 
addiren, (bozw. von einander zu suhtrahireu) setzt mau die eine (bczw. 
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den Minuendus) mittelst schwarzer (roter) Ziffern auf den Scheiben f , die 
andere mittelst der Scheiben g zusammen und dreht die Kurbel K einmal 
hemm, dann zeigt sich die Summe (Differenz) in schwarzen (roten) 
Ziffern auf den Scheiben f. Die Multiplication wiixl ausgeführt, indem 
man die Zahienscheiben f alle auf schwarze Nullen, die Scheiben g auf 
den Midtiplicandus stellt, liierauf die Kurbel so oft droht, als der Multi- 
plicator Einer hat, (wobei der auf dem inneren Teile b des Deckels be- 
festigte Zeiger c auf die Einer-Scheiben der Zahlenreihen e und f weisen 
muss), dann unter Heben der Falle m den Ring a droht, bis der Zeiger c 
auf die Zehner- Scheiben des Ringes weist und die Falle in den folgenden 
Einschnitt n kommt, nun die Kurbel so oft dreht, als der Multiplicator 
Zehner hat u. s. w. Es bildet sich hi(»rbei der Multiplicator auf den 
Zahlenscheiben c der inneren Reihe. Bei der in einer wiederholten Sub-' 
traction bestehenden Division wu'd der Dividend us mit roten Ziffern auf 
die Scheiben f, der Divisor auf die Scheiben g gebracht; der Quotient 
erscheint auf den Zahlenscheiben e der inneren Reihe. 

"VViiti die Maschine gezwungen, eine Zahl von einer kleineren abzu- 
ziehen, so ertönt ein Glöckchen; ebenso, wenn man eine Summe oder 
ein Product bilden will, das zu gi'oss ist, um von der Maschine noch dar- 
gestellt werden zu können. Zum Zwecke des Rechnens mit benannten 
Zahlen können die 6 ereten Zahlenscheiben f rechter Hand herausgenommen 
und durch solche ersetzt werden, die anderen Gmndzahlen, als 10, z. B. 
4, 6, 9, 12, entsprechen. Die Elfenbeintäf eichen p dienen dazu, um 
darauf die Benennungen der Einheiten zu schreiben. rM h V ^ 

28 Beireis*sehc4lechenmasehine, ausgestellt von Geh. Rog.-Rat Prof. Reuleaux, 
Techn. Hochschule Berlin-C'harlottenburg. 

Die Maschine hat einer der Sammlungen des Hofrates und Prof. 
Beireis in Heimstatt (geboren 1730, gest. 1803) angehört und ist durch 
den Aussteller von dorn Besitzer eines Teiles des Nachlasses erworben 
worden. Die Mascliiuo ist veiNchieden von d(ir Hahn'schen sowohl be- 
züglich des Schaltwerkes als der Zehner- t'bertragung. Ihre Bauart ist 
nicht nachahmenswert. Bea(;htenswert ist die in der Urschrift beiliegende 

Anweisung zum Gebrauche der Maschine. ,,, , v 

(Iteuleaux.) 

29 SchnsterXllahii-)sehc Keehenmaschine , ausgestellt von Geh. Reg -Rat 
Prof. Reuleaux, techn. Hochschule Berlin-Charlotten bürg. 

Die Maschine ist eine Ifin/in'sche (Schuster war der Schwager des 
Pfarrers Hahn und Kleinuhrmacher in Ansbach und fertigte seine 
Maschinen genau nach den Hahn'schen.) Die ausgestellte Maschine ist 
in den Jahren 1789- 90 hergestellt und war damals für 1000 Reichs- 
thaler zum Verkaufe ausgeboten. Die Maschine ist in vollständig gang- 
barem Zustand und führt alle Rec^hnungsarbeiten aus, welche auf der 
Thomasschcn möglich sind. 

(Reuleaux.) 
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Seliort«r'(Hahn->iDlie RechODmisehliie. Ans der geodltisolieii Sunnliii 
dar teohi. Hoobiohulfl MOflohei. 

Die ßecheumasühiDe , volktäDdig gaugbar, ist von Chr. SehlSter in 
Ansbach in den Jahren 1807 — ISaiO verfertigt und wurde 1821 vom bayor. 
Staate für 1000 Gulden erworben. 

(M. Schmidt.) 

Keckenoiaacfaiiie von A. Birkhvdt \a Glashütte i. S. 

In Bezug auf die Handhabung und äu&sere Gestalt stimmt diese 
Maschine mit dem bekannten „Arithmometcr'' von Thomas übereia, das 
Innere weist jedoch Tcrbes.scrungeu uod Ergäu^ungen auf. 



Preis: 6-steiiig M. 375.—, 

'8-nteHig M. 475.—, 

10-stellig M, 675.—. 

(Mchmke.) 
UntcrrichtsBiodell znr Thomas'sefaeii Recheamaseliliie , ausgcfülirt von 
A. Burkhardt in Glaehiitto i. S. Kinematische Sanmlunfl der lechn. Hoch- 
•obule Berlln-Cbarloltenhirg, Vorstand Geh. R. Piofessor Reuleaux. 
Cfrcnlnr Ctiteiilalln|['Mas«bliie von Joseph Ednondaon in Halifax. England, 
ausgestellt von Pi'ot. 0- Henrici, Citj' and guilds of I^ondon Institute. 

Mitteltit flacher ^vhiebor wird der Multiplikand resp. Divisor auf der 
äusseren , unbeweglichen , h^bkroiisrürmigen StcUplatto eingestellt . der 
drehbare innere Kreis nimmt gleichzr.'ttig das Product und den MultipU- 
cator resp. den Dividenden und Quotienten auf. Die kreisförmige Bauart 
gestattet, jede Ziffer des Productes IDivideiiden) jeder Ziffer der Stell- 
jilatte gegenüber zu bringen, wodurch das bei geraden Mo.sebiiicn zuweilen 
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Dotbige Vorsetzen einer achoa eingestelltan Zahl TermiedeD vrird, sie er- 
laubt ferner eine nicbt aufgeheode Division beliebig fortzusetzea und 
bietet noch andere Vorteile dar. Mit Hilfe des „Ausloschers" liann inao 



nach Belieben alle Ziffern dos inooreu Kreises, oder nnr einen Teil der- 
selben, auf Null bringen. Die Kurbel ist seitlich angebracht. 
Preis iL 500. 

(Hehmke.) 

Modell zir Erläuterung Jes Meefaauismus der Edmondson'seheu Kecbcn- 

mtMlilHe. Ausgestellt von Prof. 0. Henrici , City and guilds of London 
Institute, London. 

Bflttner's Rochonmaschino, D. ß.-P. Nr. 47243, ausgestellt von der Firma 
W. Brückner iu Dresden. 



Diese Eoubenniasuhino gleicht äuasorlich der bokanoton von Thomas, 
nimmt aber weniger Raum ein und unlervicheidot sich TOn ihr haupt- 
sichlich in folgenden Punkten: 1. Bei der Subtraction und Division 
bedarf es keiner Umsteuerung, sondern man kann auch die Kurbel rück- 
wärts drehen; 2. auch der „Quotienf Q ist mit einer Vorrichtung zum 
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„AuslöBchen^' versehen ; 3. im „Stellwerk'-' 8 stehen die Ziffern immer in 
einer geraden Linie aebeneinaDdor , 80 dass jede eingestellte Zahl un- 
mittelbar abgelesen werden kann; 4. das „Lineal'^ L ist nach vorn ge- 
neigt, was die tlbersicht erleichtert. 

Preis: 6-stelÜg M. 3a6.— . 

8-stellig ■ . . . H. im.—, 

lO-stellig M. 625.— 

(Hehmke.) 

ReeheninaBchlne „BmMvlg«" pateutirt, erfundcu vouOdhnsr, herge^;tflIt 
von 6rlfliae, Nattlit &. Co. in Braunschwuig. 

Um etue Zaiil in die M8.-«chiiic ninziiführeit, stellt man dieselbe mit 
Hilfe der in dun Schlitzen der gebogonon Deckplatte beweglit:hen Hubi'l 



pin und dreht hierauf die Kurbel, welehe in der Hube seokrecht nach 
imtou Bteht mid in dii>ser Stellang durch einen federnden Eingriff fest- 
gehalten wird, einmal über vomo nach hinten (im Sinne des obereu 
Pfeiles). Die Zahl ci-sehelnt dann in den gros-sen l,öehpni des Ziffer- 
ka.steDS. Will man eine zweitp Zahl einmal oder mehrmals zu jener 
addiren, resp. von ihr subtrahiron, so stellt man sie auf der D<>cliplatte 
ein und dreht die Kurbel ebenso oft im Sinne des oberen msp. unteren 
Pfeiles beiTim, dann findet sieh das Ergebnis wieder in deu grossen I.öohem 
des Zifferkastells, in dessen kleinen Löebeni zugleich die Zahl der Dreh- 
ungen angezeigt wird. Die Multiplieation und Division erledigt man, wie 
bei auderu Heeheumaschinen. durch wiederholtes Addireu rcsp. Subtra- 
hireu; bei den Zehnern, Himdcrtem ... ist dann der Zifferkasten um 
1, 2 . . . Stellen nach reehts za vei-scliielien , vas unter Niederdrücken 
des vorne angebrachten Haki'ns giischiehl. Die Zahlen in den grossen 
rosp. kleiueu Lüchem des Zifferkastens werden auf Null gebracht, indem 
man die FlHgl;h:cllraub(^ auf der i'eehtnii resp. linken Seite von vorne 
nach hinten dreht. Die Mnschine ist nur 30 cm lang, 15 cm breit and 
12 cm hoch. 
Preis M. 150. 

(Mohmke.) 

UecheDinasehiiie nach Prof. Sellilf, Uuiv. WürzUui):, i-onstruirt von Hax 
Ott, Werksüitte für PräeLsioiismcebanilc in München. 

Die Mascliine verdankt ihre Entstehung der Absieht, die Mängel der 
Komas'schen Rechenmaschine, — das einförmige Kurbeldrehou und die 
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stossweise ZehnerübertragiiiiK — ru umgehen und weicht sowohl in iler 
Theorie alH auch (lor Construutioii von allen bis jetzt vorliaiidedou 
KechonrnnKchineu wesentlich ab. 

Sie bostoht aus zwei getrennten Mei^hanisniou, welche während den 
Rechnens abwechselnd mit einander in Verbindung gebracht weMeri, und 
zwar dem ..Schereusystflm mit Claviatur und Zahnstangen" und dem 
„Zahnradgystem mit den Zifferradem". 

Zur Herstellung der Toilproducte ist die Nürnberger Schere benutzt, 
deren Kreuzungstiunkto ihren Abstand bekanntlich [iroportioBal voiündom. 



Durah den Weg, welchen diene KreuzungKptinkte (Multi|iliki)rid) zu- 
rücklegen, wenn die Schere um einen gewissen Abstand goofTnet oder 
geschlossen wii-d (Multiplicator] wci'den die Teilproducte gebildet und 
durch die, jene Bewegung aiifnoimiondcH Zaimstangen auf die Railsysteino 
übertragen. Zur Verbindung der Zahnstangen mit den betrefTendou 
Kreuzungspunkten (Schienen), d. h. zum Einstellen dos Multiplikanden, 
genügt ein Druck auf die Tasten der Claviatur. 

Die Kadsystemo, welche die LÄugsbewegung der Zahnstangen aufnehmen 
und in eine rotiroude verwandeln , bestehen aus je einem zusammenge- 
horigeu Zahn- und Zablenrad und sind sümtlich unter sich durch sog. 
Planetenrldcr (Elemente von doppelter Bewegimg) mit einander vcrliundon, 
welch letztere die Zebncrübcitragung vermittidn. 

Entsprechend dieser centimürlicht'n Zehiierii beitragung stehen die 
einzelnen Ziffern beim Ablesen nicht genau am lndexstrir*h, sondern sind 
bereits uni sovielo Zehntel vorgerückt, als die nächstfolgende Ziffer Ein- 
heiten hat Durch Hochheben eines Ringes wird die Nullstellung der 
HSder vor Beginn der Rechnung bewirkt. 

Durch die Vermeidung von Federn und Hebelu ist ein fehlerhaftes 
Functioniren der Ma.scliiiL0 ausgeschlossen. 

(M. Ott.) 
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38 Die analytische Maschine von Charles Babbage. (Nicht yollendet.) Id 
photographischer Abbildung ausgestellt vom South Kensington Mueeun, 

London. 

Die Maschine dient zur Berechnung mathematischer und astronomi- 
scher Tabellen. Sie liefert Wertereihen beliebiger Functionen, indem sie 
deren Differenzen reihen selbständig bildet und addirt. 1823 auf Kosten 
der englischen Kogierung begonnen, hatte sie bereits 340,000 Mark ge- 
kostet, als 1833 die Arbeit daran für immer eingestellt wurde. Sie hat 
der Maschine von Georg und Eduard Scheutz zum Vorbild gedient. 

(Mehmke.) 



IJ. Apparat zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

39 Qiiicnnx, zur Hlustration des Fehlergresetzes, von Francis Galton F. R. S. 

Das rrincip, auf welchem das Instrument beruht, besteht darin, dass 
jedes von vielen Objecten oim»r grossen Menge von kleinen und un- 
abhängigen Zufallen ausgesetzt wird. Die Objecte sind hier fallende 
Schrotkörner und die Zufälle sind durch Reihen von Nadeln bewirkt, gegen 
welche die Könier fallen und gleich oft nach rechts oder links abge- 
lenkt werden. Einzelne Körner können wieder und wieder nach derselben 
Seite abgelenkt werden ; im allgemeinen jedoch werden Ablenkungen nach 
beiden Seiten gh»ich oft stattfinden. 

Ein Kasten, dessen vordere Fläche aus einer Glasscheibe besteht^ hat 
eine Tiefe von ungefähr 5 mm. Oben bilden Cartonstreifen einen Trichter. 
Unter der Öffnung desselben sind Reihen von Nadeln senkrecht in die 
Rückwand gesteckt. 

Eine passende Quantität feinen Schrotes liegt im Kasten. Dieser läuft 
wenn der Kasten umgestürzt wird , in den am oberen Ende 
befindlichen Behälter mit einer Öffnung über dem Trichter. Wird der 
Kasten wieder umgedreht, so fallen die Schrotkörner in den Trichter, 
durch dess(>n untere enge Öffnung auf die Nadeln und in interessanter 
"Weise durch diese abwärts, bald rechts, bald links abgelenkt. Diese 
Nadeln sind quicunx-artig verteilt, so dass jedes Schi*otkorn in jeder 
Reihe der Nadeln eine trifft. Beim Herabfallen verbreitet sich der Strom 
der Schrotkörner, bis diese schliesslich in den unten angebrachten Fächern 
zur Ruhe gelangen. Der üniriss der Schrothaufen in diesen Fächern 
bildet dann angenähert die bekannte Fehlercui've und reproducirt sich 
mit grosser Treue bei Wiederholung dos Experiments. Wären die 
Reiiien der Nadeln sehr zahlreich, so wäre die Ausbreitung des Schrotes 
proi)Ortioual der Quadratwurzel aus der Anzahl der Reihen; wobei die 
Ausbreitung gemessen wird durch den Abstand (gleich dem doppelten 
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des wahrsühoinlichen Fehlers) zwischen denjenigen Yerticalen, ausserhalb 
welcher an jeder Seite ein Vieitel des Schrotes liegt. 

Eine zweite Anordnung des Apparates illusb'irt das Gesetz, wonach 
der wahrecheinlicho Fehler eines Systomes, hen'orgcrufen durch die 
Wirkung zweier unabhängiger Ursachen , denen je für sich die wahr- 
scheinlichen Fehler h und k zukommen, den Wort V h*+k* hat. Das 
Quicunx in der ersten Anordnung wird durch eine auf halber 
Höhe angebrachte Reihe von Löchern in zwei Teile H und K geteilt. 
Denken wir uns nun diese Fächer zeitweilig unten geschlossen. Der 
durch H fallende Schrot wii-d dann in ihnen Haufen bilden, deren Höhe 
einem wahrscheinlichen Fehler h entspricht. Wird jetzt der Boden eines 
dieser Fächer geöffnet, so wird der Schrot durch K fallen und in den 
unteren B'ächern eine Figur bilden, die einem wahrscheinlichen Fehler k 
entspricht. Dasselbe tritt für jedes Fach ein. Das Gesamtresultat, wenn 
alle oberen Fächer geöffnet werden, wird identisch sein mit demjenigen, 
welches erhalten würde, wenn der Schrot durch H und K fiele, ohne 
durch die oberen Fächer aufgehalten zu werden, in welchem Falle der 

wahrscheinliche Fehler Kh^+k* sein würde. 

Durch andere Variationen des Apparates können andere Eigenschaften 

des Fehlergesetzos illustrii-t werden ; so dio Identität dos Resultates, wenn 

der Schrot dui'ch H und dann durch K fallt, mit demjenigen, wenn er 

erst durch H und dann zurück durch H bis zu einer Entfernung gleich 

der Höhe von K fällt. Dies wünie zeigen, dass ] h*4"^*S^ö'ch an wendbar 

ist, ob das System der Fehlerquellen aus der Summe oder aus der Differenz 

zweier anderen zusammengesetzt ist. 

(F. Galton.) 



Zweiter Abschnitt. Algebra, Functionentheorie. 

C. Apparate zur Auflösung von Gleichungen und 
zur Construction functioneller Abhängigkeiten. 

40 Apparat zar Auflösung liuearer Glciehnngeii, von Tief. Velfmann, Bonn- 
Poppelsdorf, ausgeführt von Meohanik(»r Wolz in Bonn, Aussteller: Prof. 

Veltmann. 

So wie d(5r Apparat hier ausgeführt ist, ist dei"sc]be zur Auflösung 
von drei Gleichungen bestimmt 

Über einem ret-hteckigen Kasten CDEF haben <lie Hebel Hi, H., H3 
ihre Drehpunkte und Sehweiimnkte in einer horizontalen Linie A B und 
bewegen sich in Ebenen senkrecht zu dieser Linie. An jedem Hebel sind 
vier durch die Kreise angedeutete Blechcylinder von gleichem Durch- 
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messer, oben offen, unten geschlossen, aufgehängt. Die Aufhängepunkte 
befindon sich mit dtui Drehpunkten der Hebel in gerader Linie. Die 
Cylinder sind an jecieni Hebel unterhalb der Kreise mit den Nummern 




bis 3 bezeichnet. Die oberhalb stehenden Zahlen bedeuten die links 
l)ositiv, rechts negativ zu nehmenden Hebelarme. Dieselbon müssen 
übereinstimmen mit den Coefficieuteu und Absolutgliedem der aufzulösen- 
den Oleichungen. Der Apparat wäre also hier eingestellt zur Auflösung 
folgender Gleichungen : 

— 25 + 20 Xi 4- 11 xo + 4 X3 == 
1) + 28 — 16 xi — 29 X2 — 10 X3 = 

— 20 + 26 xi — 1 X2 - 6 X3 = 

An den Enden eines jeden Hebels hängt zur Tarirung mittels Ge- 
wichten je (une (hi(U' fortgelassene) "Wagschale, deren Aufhängepimkt mit 
denjenigen d<*r Cylinder in gerader Linie liegt. Ausserhalb des Kastens 
smd an den* Wand C D desselben ebenfalls durch Kreise ange- 
deutete, unten geschlossent», oben offene vertical stehende mit Masstab 
vereehene Glascylind(»r befestigt. Je zwei gleich nummerirto Cj'linder 
an zwei beuachbartc^n Hebeln sind, wie durch Linien angedi*utet ist, unter 
sich sowie auch mit den Glas(*ylindeni von gleichen Nummern durch 
gläserne HcbnTöhren V(M*bunden, deren verticale Schenkel bei horizontaler 
Stellung d<»r Heb(4 in die Cylinder bis ungefähr 10 cm vom Boden hinab- 
rei(^hen. J(» vier auf diese Weisen dur(!h Köhren verbundene gleich 
nummerirte Cylinder wollen wir als eine Cylind(»rkette bezeichnen. In 
jeder der vier Cylinderketten wird dann, wenn eine Flüssigkeit in die- 
selbe gebracht wiixl, diese weg<»n der Communication durch die Heber- 
röhren in gleichem Niveau stehen. Die Röhren sind an einem (hier 
weggelassenen) auf dem Kasten stehenden Holzgestell befestigt. Der 
Kasten ^vi^d so weit mit Wasser gefüllt, dass die Cylinder bei horizontaler 
Stellung der Hebel ung(»f}ihr zur Hälfte eintauchen. 

An der Wand C 1) d»»s Kirstens ist ausserhalb eine» mit TeUung ver- 
sehene Wassei*standsrrjhre a angebracht, welche mit dem Walser im 
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Kasten coinmunicirt. In die Cyliudor wiixl oine Flüssigkeit gebracht, 
deren specifisches Gewicht sich zu dem d«}S Wassei-s verhält, wit». der 
äussere Querschnitt eines Metallcyliudei's zu dem inneren. Eine Flüssig- 
keitssäulo in dem Cylinder (die Heberröhre wird hiebei nicht abgerechnet) 
hat dann dasselbe Gewicht, wie eine Wassersäule von gleicher Höhe 
und dem äusseren Querschnitt des Cylindei*«. Als Gc^wichtseinheit werde 
eine derartige Säule von der Höhe = 1 cm angenommen. 

Unter diesen Voraussetzungen ändeit sich die am Aufhängepunkte 
eines Cylindei*« angreifende Kraft nicht, wenn der Cylinder mehr oder 
weniger tief eintaucht, dabei aber der Unterschied des inneren und 
äusseren Niveaus constant bleibt. Denn wenn der Cylinder z. B. tiefer 
eintaucht, so veixlrängt er eine höhere "Wassersäule aus der Stelle; um 
ebenso viel hat aber auch die Höhe der Flüssigkeitssäulo in dem Cylinder 
zugenommen. Hieraus folgt dann weiter, dass, wenn der Untei'schit'd: 
innere Niveauhöhe minus äussere, sich ändert, die Kraft sich um eben- 
soviel ändert, gleichviel ob gleichzeitig die Tiefe des Eintauchens des 
Cvlindei-8 eine andere wird oder nicht. 

Man bringe die Hebel in horizontale Stellung. Dann füge man in den 
Glas(;ylindem soviel Flüssigkeit zu oder nehme durch Stechheber soviel 
weg, dass in allen Cylinderfcetten das Niveau mit dem im Kasten nahezu 
übereinstimmt. Jetzt tarire man die Hebel, sodass sie ungefähr in dieser 
Stellung ins Gleichgewicht kommen und lese das Niveau in den Glas- 
cylindern sowie im Kasten ab. 

Hierauf füge man in sämtlic^hen Glascy lindem oder auch nur einem 
Teil dei-selben eine angemessene Menge Flüssigkeit hinzu. Das Gleich- 
gewicht wird hierdurch gestört ; die Hebel entfernen sich aus der horizon- 
talen Lage und zugleich trcten die Heben-öhren in Thätigkeit. Nach 
einiger Zeit stellt sich ein neuer Gleichgewichtszustand her, bei welchem 
die Hebel verschiedene Neigungen gegen den Horizont haben und die 
Flüssigkeit in den Cylindern eines Hebels vei'schieden hoch steht. In 
den Cylindern einer Kette aber ist das Niveau wieder überall dasselbe 
wegen der Communication durch die Heben-öhren. Man lese wieder die 
Niveaus in den Glascvlindern sowie im Kasten ab und subtrahire den 
früheren Überschuss des ersteren über dem letzteren von dem jetzigen. 

Die Unterschiede in Centimetem seien resp. yo, y^, ya, yg, in den Cy- 
lindern 0, 1, 2, 3. Dann sind diese Grössen die an jedem Hebel neu in 
Wirkung getretenen Kräfte. Da dieselben an den in der Figur angegebenen 
Hebelarmen angreifcmd sich das Gleichgewicht halten, so genügen sie 
den Gleichungen 

- 25 yo + 20y, + 11 y., + 4 Va - 
2) + 28 yo - 16yi - 29 y^ - lOyg = 

- 20yo + 26yi - 1 y., - Gys = 

Um also die Auflösung der gegebenen Glcnchungen (1) zu erhalten, 
hat man nur zu setzen: 
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y^ ^ u y» 

Dii^so Werte dor x woiden nicht ^(»iiau sein. Die Fohler mögen fj, fo, f^ 
sein, sodass die wahren Werte x^ + fi: ^2 + ^2^ ^s + ^s si»d. Setzt 
man diese in die Gleichungen (Ij ein, so erhält man 

(- 25 + 20 xi + 11 xo + 4x3) + 20 fi + 11 fg -[. 4f3 = 

3) ( 28 - 16xi — 29x2 — lOxg) — 16fi — 20f2 - lOfs ^ 

(— 20 + 26 xi — 1 X2 — 6 X3) + 26 fi — 1 f2 — 6 fg = 

Aus diesen Gleichungen können die Correctionen f bestimmt werden. 
Man würde also die drei Gleichungen (3) mit den drei Unbekannten f 
aufzulösen haben, was wieder mit Hilfe des Apparats geschieht. Die 
Coc'ffieienten der Unbekannten sind dieselben wie in der Gleichung (1); 
die Hebelarme der Cylinder 1, 2, 3 können also unverändert bleiben. 
Die Absolutglieder sind andere, nämlich gleich den Ausdrücken in den 
Klammern, in welchen x^, x.^, Xg die erlialtenen Näherungswerte bedeuten. 
Sie werden sehr klein sein, weil die Nähorungsweite x^, Xg, Xg nahezu 
eine richtige Auflösung der Gleichungen (1) darstellen. Man ^ird sie etwa 
10 mal grösser nehmen und dann die Gleichungen (8) diu'ch Zurückführ- 
ung auf homogene Gleichungen in dereelben Weise mit Hilfe des Appa- 
rats auflö.sen, wie vorher die Gleichungen (1). Die erhaltenen Werte der 
f sind aber dann ebenfalls 10 mal zu gross, müssen also durch 10 divi- 
dirt und dann zu den vorhin erhaltenen Werten von Xj, X2, Xg addirt 
werden. Hierdurch erhält man genauere Werte der x. Diese kann maa 
in deraelbeu Weise benutzen, um noch genauere Werte zu erhalten etc. 

(Veitmann.) 

41 Modell eines Apparates zur Auflösnngr Tlergrliedrlger (insbesondere 
TOllständiger eiibischer) sowie fiinfgliedriger Gleictanngren. 1889 vom 
Aussteller entworfen. Prof. Mehmke, techn. Hochschule Dannstadt. 

Der Apparat ist aus drei parallelen, nicht in einer Ebene liegenden, 
gleichmässig geteilten Axen — sie mögen die U-, V- und W-Axe 
heisscn — und einer auf einem Cylinder gezeichneten cubischen Ellipse 
mit ungleichmässiger Teilung zusammengesetzt. Will man die Gleichuog 

X® -|' ^x' + ^^^ + <^ = Ö 

auflösen , so verbindet man die mit a resp. b und c bezifferten Punkte 
der U-, resp. V- und W-Axe durch eine Ebene. An den Schnitt- 
puiikt(Mi derselben mit der genannten Curve können die Wurzeln der 
Gleichung abgelesen werden. 

Bestimmt man die Lage einer veränderlichen Ebene durch die — von 
den Nullpunkten der Axen g(M-echneton und mit bestimmten Vorzeichen 
vei-sehenen — Abschnitte u, v, w, welche sie auf den Axen bildet, so 
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stellt eine lineare Gleichung zwischen u, v, w einen Punkt vor. Die 
Gleichung des mit der Ziffer t versehenen Teilpunlctes der genannten 
cubischen Ellipse ist 

ut« + vt + w + t» = 0. 

Zur Auflösung einer viergliedrigen Gleichung der Form 

x° -|- ax" -)- bx' 4-0 = 

benötigt man diejenige eingeteilte Raumcurve, bei welcher der zum 
Werte t gehörige Teilpunkt die Gleichung 

uf» + vt' + w + t» = 

hat. Um auf ähnliche Weise die fünfgliedrige Gleichung 

X» + ax" + bx' -|- ex* + d = 

•aufzulösen, benützt man diejenige Curvenschar — sie liegt auf einer 
Cylinderfläche mit zu den Axen parallelen Mantellinion — bei welcher 
der mit t bezeichnete Teilpunkt der zum Parameterwert X gehörigen 
Curve der Schar die Gleichung 

ut™ + vt' + wt" + (t° + X) = 

hat Man legt wieder durch die mit a resp. b und c bezeichneten Punkte 

der Axen eine Ebene und schneidet sie mit der zum Parameterwert d 

gehörigen Curve der Schar, dann lassen sich an den Schnittpunkten die 

gesuchten Wurzeln ablesen. 

(Mehmke.) 

42 Graphiseh-mechaniseher Apparat zur Anllösnngr yiergrliedriger (ins- 
besondere ToUständlgrer cubischer) Glelchnngren. 1886 vom Aussteller 

entworfen. Prof. Mehmke, techn. Hochschule, Darmstadt. 

Der Apparat besteht aus einer Glastafel mit einem auf der Unterseite 
eingeritzten Paar von sich rechtwinklig kreuzenden Goraden und aus einer 
Tafel von Pergament, auf die ein rechtwinkliges Coordinatonsystem mit 
gleichmässig geteilten Axen, sowie die Parabel, deren Gleichung in diesem 
Systeme y = Jx* ist, unverwischbar gezeichnet sind. Behufs Auflösung 
der Gleichung 

X» + ax« + bx + c = 

zeichnet man auf der Pergameüttafel mit Bleistift die zur Gleichung 
X =a — a gehörige Gerade G und markirt ferner den Punkt p mit den 
Coordinaten ( — a -|- c, b), legt das durchsichtige Geradenkreuz auf und 
bewegt es in der Weise, dass der Schnittpunkt seiner Geraden beständig 
auf G bleibt und die eine Gerade immer durch p läuft, und zwar so 
Lange, bis die andere Gerade die Parabel berährt. Dann lässt sich 
am Schnittpunkt der letzteren Goraden mit der X-Axe eine Wurzel der 
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gegebeneu Gleichung ablesen. Benutzt man statt der Parabel die Curve 
zur Gleichung 



^n— 2/ ■" Vn-1/ ' 



so ergeben sich durch dasselbe Verfahren die (n — 2)-ten Potenzen von 
den reellen Wurzeln der Gleichung 

x" + ax* 4" bx + c = o. 

(Mohmke.) 



43 Trigouomcter von C. Braun S. J., Mariaschein in Ungarn, angefertigt und 
ausgestellt von der Fabiik physikalischer Apparate von A. Kreidl, Prag. 

Das Trigononieter besteht in der Hauptsache aus einer in grösserem 
Masstab ausgeführten perspectünschen Projection (A) einer halben Kugel- 
obei-fläche mit engmaschigem Gradnetz. Ich habe die stereographischo 
Äquatoreal-Projection dafür gewählt. Denn obgleich auch die ortho- 
graphische, oder die globulare (Jamcs'sche), oder ähnliche perapectivische 
Projectionen verwendet werden können, so hat doch die stereographische 
sehr wesentliche Vorzüge, namentlich die, dass sie nur Kreislinien enthält, 
somit leichter und genauer gezeichnet wei*den kann, und dass die Linien 
gegen den Rand hin nicht so eng zusammengedrängt erscheinen wie bei 
der orthographischen. 




tf 



Über dieser Projection liegt, in einen transporteur-förmigen Rahmen 
(B) gespannt, eine zweite der unteren völlig gleiche Proj<?ction, welche 
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aber nur die Hälfte des Kreises füllt und auf PauseleiDen oder Pause- 
pergament in roter Farbe gedruckt ist, so dass durch dieselbe hindurch 
die untere Zeichnung völlig scharf wahrgenommen wird. 

Die Mittelpunkte beider Zeichnungen sind in solider Weise durch eine 
Axe verbunden. Die obere Zeichnung kann somit auf der unteren con- 
centrisch gedroht werden, und die Drehung wird au dem eingeteilten 
Rand mittels kleiner Nonien abgelesen. 

Es ist einleuchtend, dass bei dieser Anordnung jeder Punkt der Zeich- 
nung sofort in zwei Systemen von Polar-Coordinaton dargestellt erscheint. 
Die numeriiton Parallelkreiso geben die Poldistauz des Punktes an, und 
die Meridiane den Winkel am Pol. Wenn also die Coordinaton eines 
Punktes in dem System der unteren Zeichnung notirt und durch eine 
aufgelegte Spitze inarkirt werden, so gibt dieselbe Notirung gleichzeitig 
in der oberen Zeichnung die Coordiuaten in Bezug auf ein anderes 
System, welches gegen das erste unter einem beliebigen Winkel geneigt 
sein kann. Man kann aber die Auflösung der sphärischen Dreiecke auf 
eine Transformation der Coordinaton zurückführen, und somit können auch 
alle sphärischen Dreiecke mittels dieser Vorrichtung aufgelöst worden. 

Um also ein sphärisches Dreieck, z. B. das von Pol, Zenith und Stern 
gebildiite /\PZS aufzulösen, wenn beispielsweise die Seite PZ (Comple- 
ment der Polhöhe), 1*8 (Poldistanz) und ZS (Zenithdistanz) , also drei 
Seiten gegeben sind, wird man dio obere Zeichnung so auf der unteren 
drehen, dass der Winkel der beiden Durchmesser = PZ ist (cf. Fig.). 
Dann sucht man in der unteren Zeichnung am Rand die Zenithdistanz 
ZS und notirt den betretTemlcn Parallolkreis ; ebenso in der oberen 
Zeichnung die Poldistanz PS und notirt den zugehörigen Parallelkreis. 
Dieser Durchsohnittspunkt (S) ist der dritte Punkt des Dreieckes. Der 
durch denselben gohondo Meridian der unteren Zeichnung gibt an dem 
Äquator derselben die Grösse df»s Winkels bei Z (respective dessen 
Supplement Z' oder das Azimuth des Sternes), und der durchgehende 
Meridian der obeirn Zeichnung gibt an deren Äquator den Winkel bei 
P, d. h. den Stundenwinkel. In ganz ähnlicher Weise kann jedes 
sphärische Dreieck aufgelöst werden. Eine geringe Praxis reicht hin, um 
sich davon zu überzeugen. 

Nur in dem einen Fall, wenn die drei Winkel eines sphärischen 
Dreieckes gegeben sind, reicht der Apparat nicht aus. Dieser Fall kommt 
übrigens in der Praxis violIoi(^ht nie vor. Nötigenfalls kann man aber 
auch dann sehr leicht zum Ziel kommen, wenn man statt des vorliegenden 
Dreieckes das zugehörige Polar- Dreieck auflöst. 

Die Operationen gehen bei einiger Übung sehr rasch von Statten 
und gegenüber der Rechnung kann damit eine sehr grosso Zeitersparnis 
erzielt weixien. Die mittlere Genauigkeit beträgt bei sorgfältiger Ablesung 
fünf Minuten. (Aus den „Math, uaturwissensch. Ber. aus Ungarn*^). 

(P. Braun.) 

11 
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44 Tier Tersehledene Abacns von Maurice d'Ocagiie, ingeuieur des pants 
et chauss^es, Paris. 

£iQ Abacus oder eine graphische Rechentabelle setzt sich aus einer 
Vereinigung geometrischer, mit Zahlen bezeichneter Elemente (Punkte, 
Gorade oder Curven) zusammen, welche ein mathematisches Gesetz 
zwischen mehreren Variabein darstellt, wobei jedem System von Zahlen 
die aufeinanderfolgenden Werte einer Variabobi entsprochen. 

Herr jtf. d'Ocagne hat neuerdings eine allgemeine Theorie der Abacus 
begründet und sie in seinem Buche : ,,Nomographie. Los calculs usuels 
ofFectues au moyen des abaques'', Paris, Gauthier- Villars 1891, ver- 
öffentlicht. 

Unter den Methoden, welche er aus der allgemeinen Theorie ableitet, 
ist jene der „isoplethen Punkte**, in Kapitel IV — VI des genannten 
Werkes enthalten, sein speciellos geistiges Eigentum. 

Die hier ausgestellten Abacus sind Anwendungen dieser Methode. 
Man hat dabei durch die Daten der betreffenden Aufgabe auf dem Abacus 
eine Gorade bestimmt, deren Schnitt mit einer geteilton Scala die ge- 
suchte Unbekannte ergibt. Diese Abacus sind klarer, bequemer zu hand- 
haben und leichter genau zu intorpoliren , als die Abacus der isoplethen 
Geraden, aus denen sie dualistisch abgeleitet sind. Ausserdem gestatten 
sie einen mehr als doppelton Eingang (Abacus 3 und 4). 

Um auf dem Abacus Gerade zu ziehen, kann man sich eines Lineals 
oder eines feinen Striches auf durchsichtigem Träger bedienen. Am be- 
quomston ist es aber, einen dünnen Faden zwischen den Punkten zu 
spannen, welche den Daten entspi-echen. 

Bezüglich der näheren Ausführungen vergleiche man diq auf den 
einzelnen Abacus angebrachte Gebrauchsanweisung, sowie die Ent- 
wickelungon in Kapitel TV— VI (Fig. 28, 29. 34 Tafel VIII) des ge- 
nannten Werkes. 

1) Abacus zur Berechnung der Neigung der Stützmauer 
einer horizontalen Terrasse. 

Man habe das rocht(^ckige Pi*ofil ABCD der Stützmauer berechnet. 
Dieselbe soll durch eine nach innen gen(»igte BMNC einsetzt werden. Es 
sei p das Verhältnis der Gewichte gleicher Volumina Erde und Mauer- 
werk; 1 =r BM : BA; h = AP : AD, dann muss zur Erzielung gleicher 
Stabilität die Bedingung: 

•(1 + 1) h« -h 1 (1 + P) b - 4 (1-1) (l-2p) = 

erfüllt sein. 

Diese Bedingung wii-d durch einen Abacus mit 3 parabolisch ge- 
krümmten Scalen für 1, p und h ausgedrückt. Nimmt man p und 1 als 
gegeben an, so braucht man nur die entsprechenden Punkte der be- 
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treffenden Scalon mit einer Goraden (Faden) zu verbinden, dann schneidet 
diese die Scala der h in dem gesuchten Werte h. 

2) Abacus zur Berechnung des Verhältnisses k der Profile 

der geraden und der schiefen Stütz- 
mau(»r (bezw. zur Auffindung der 
Stützmauer vom kleinsten Flächen- 
inhalt des Profiles). 

Hat man zu einem gegebenen Wertepaar 
p, 1 mittels des ersten Abacus h gefunden, 
so lässt sich mit diesem zweiten Abacus in 
ganz analoger Weise das Verhältnis: 




k = 



Inhalt ABCD 



= 2h + 1 — 2 hl 



J) K 



Inhalt MBCN 
berechnen, welches möglichst gross weixlcni 
soll. 



3) Abacus der sphärischen Distanzen. 

X und X' seien die g(M)gi"aphischen Breiton zweier Orte auf der Erde, 
L ihr Lfingenuntei'schied. Die sphärische Distanz cp lässt sich dann durch 
die Formell: 

2 cos <p = (1 4" ^*os L) cos (X— X') — (1 — cos L) cos (X -|- X') 

ausdrücken. 

Zur Berechnung doi-sc^lbon mittels des Abacus bilde man X -J- X' und 
X — X% suche ersteren Wei*t am linken, letzteren am rechten Rande 
auf und verbinde die betreffi^nden Punkte durch einen Fad(»n. Dieser 
werde von der Senkrechten, die dem Wert« von L «an der oberen Scala 
entspricht, im Punkte P geschnitten. Geht man von P in einer Hori- 
zontalen an den roclitcn Rand, so liest man dort die gesuchte Distanz ^ ab. 

4) Abacus für die Auflösung der allgemeinen cubischen 
Gleichung: 

z^ -f nz' + pz -[- q = 0. 

Die Scalen für p und q sind am linken und rechten Rande des Abacus. 
Man verbindet die entsjn'oc^hondcn Punkte durch eim» Gerade, sucht ihre 
Schnitte mit der Curvc, die dem Werten eutspric^ht und geht von dies(»n 
Punkten in einer Verticalen zur horizontalliegenden Scala der z in der 
Mitti» des Abacus über, wo man die positiven Wurzeln ablesen kann. 
Die negativen berechnen si(ih aus der Gleichung: 

z** — nz' + pz — q = 0. 

(M. d'Ooagno, Finsterwalde r.) 

11* 



Trace-Compnter, Apparat tum Auftragen tou CurTen, deroB Or- 
dliiaten ^giebene FimcUoDen znolor^ anderer Curven sind, von 
F. Galtoa, F. It. S. Loiidou, nu8gefülirt vuii Bcok, Loniloii. 



Das Iiislnniieiit, gpgeuwSrtLg zum Entwerffii und Piiuktiren dw 
DiimpfsiioiiuungtcurvB aus ileD eiilBpiwIiciuieD fiirveii der Tliermometer 
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mit trockener nnd fenchtor Kugel benatzt, kann zu ähnlichen Zwecken 
aller Art verwendet werden, wenn man nur geeignete modellirte Tafeln 
fertigen lässt. Man kann dasselbe zum Entwerfen und Punktiren einer 
Curve benutzen, deren Ordinaten gegebene Functionen der Ordinalen 
zweier beliebiger anderer Curven Bind, während alle drei gemeinsame 
Abscissen haben. 

Die Maschine besteht aus drei Teilen. 

Der et'ste Teil ist ein auf Schienen beweglicher Wagen K (nur in 
der ersten Figur sichtbar); die Bewegung desselben wird durch Drehen 
der untersten von den drei rechts unt«n in der Zeichnung befindlichen 
Scheiben rcgulirt. Die Axe derselben ist mit einem Getriebe versehen, 
welches in eine Z;ibnstauge, die am Wagen befestigt ist, eingreift. An 
derselben Axe ist noch eine zweite -Scheibe angebracht, in der Figur 
mit K bezeichnet. Diese Scheibe ist mit Nuthen versehen, in welche 
eine schwache Feder als Sperrhaken einfallen kann, damit man den 
Wagen um bestimmte kleine Strecken fortbewegen kann. Auf dem Wagen K 
ist ein Gestell angebracht, welches auf demselben auf und ab gleitet, 
wenn man den mit V bezeichneten Schranbenkopf (rechts vom Wagen) 
umdreht. Dieses Gestell hat Klemmen p, p und ist noch sonst passend 
arrangirt, um eine Keihe von 5 Zinktafeln festzuhalten, die mit P be- 
zeichnet sind, und in welche die Curven des trockenen und feuchten 
Thermometers zuvor mit dem von mir erfundenen (Report 1871 p. 31) 
Pautagraphen (siehe pag. 232 dieses Kataloges) eingeritzt wurden. An dem 
Wagen ist vertical ein Rahmenwerk F parallel zur Vorderseite des In- 
struments iin zwei Ständern angebracht (der äussere ist in der Figur mit 
L bezeichnet). In das Rahmenwerk ist eine lange Zinkplatte Q einge- 
schoben, dazu bestimmt, die von der Maschine punktirte Curve aufzu- 
nehmen. Diese Platte ist nur zum Teil in der Figur ausgefährt, um den 
dahinter liegenden Mechanismus nicht zu verdecken. Es bewegen sich 
nun die Platte mit der Dampfspannungscurve und diejenige mit den 
l>eiden thermometrischen Curven miteinander, so zwar, dass alle drei, 
wenn sie durch eine zu den Seiten des Apparates parallele Verticalebeue 
geschnitten werden, Ordinaten ergeben, die zu gleichen Abscissen gehören, 
und zwar befindet sich speciell die Lage der Fadenkreuze des Mikroskopes 
M, das auf die Curve des trockenen Thermometers gerichtet ist, und des 
Mikroskropes N, das auf die Curve des feuchten Thermometers gerichtet 
ist, mit dem Stift R, der die Dampfspannungscurve punktirt, immer in 
derselben Verticalebeue, parallel zu den Seiten des Apparates. Der 
zweite Teil des Instrumentes, bezüglich dessen man Fig. 2 vergleichen 
möge, besteht aus einer Tafel T mit gekrümmt er Oberfläche, die gleich- 
falls wieder auf einem Wagen seitlich verschoben werden kann, während 
dieser selbst senkrecht dazu auf Schienen beweglich ist. Der AVagen ist 
T formig, an seinem Voraprung nach vorne befindet sich eine Schraube 
m, durch deren Drehung der Wagen sich auf den Schienen vor- und 



rückirärta bewegt. Das 
trockeDCD Thermouieler« ei 
vorrklilung, die miiD vor 

dem Vorspriinge befestigt 



likroskop M, welcheB »af die Carve des 
gestellt ist (dasselbe besitzt eiue Scblitteo- 
leiD Beginn der Operation eiustellt), ist bd 
lud Dimiut deshalb aa den Hin- und Her- 



Bewegungen der Tafel T teil. Kurz die Bewegacg d*r Tafel io der Y- 
KicbtUDg untapritht der Ordinate der Curve des trockenen Thermo- 
meters und einer Absuisse, die man erhiklt, wenn die Curve dnrch die 
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oben aogedeatete Verllualebene geaclinilteu wird. Peruer befindet iicb 
an demselben Vonprunge noch eine andere Schraube d, welche zweier- 
lei Verrichtungen liat. Erstenit schiebt sie das auf die Curve des 
feuchten TheTmomel«ra gnrichtete Mikroskop hin uud her und zweitens 
bewirkt sie durch ein Gelriehe nm Ende ihrer Axe, welches in eine 
Zahuatange eiugreifl, die mit der Tafel T in fester Verbindnng steht, 
dasB lelülere auf dem Wn^ien in eiuer XRichtung gleitet. Kurz, die 
Bewegung der Tafel in dor X-Ricbtnng eutspricbt der Ordinale der 
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Cnrve des feuchten Thermometers, genau wie die Bewegung der Tafel 
in der Y-Rich(nng der Ordinate der Cnrve des trockenen Thermometers 
far dieselbe Abscisse entsprach. 

Die Tafel T ist eine kromme Oberfl&che, die sich ans den Tabellen 
nber Dampfspannung ergibt: Angenommen ihre rechte und linke Seite 
(Y-Richtnng) wäre nach Temperaturgraden von !?• bis 93* geteilt und 
ihre Vorder- und Hinterseite (X-Richtung) nach den gewöhnlichen 
Differenzen zwischen den Temperaturen der feuchten und trockenen 
Kugel d. h. von (f bis 23^, so ist die Höhe z eiues beliebigen Punktes 
der Fläche, der zu den Ordinaten x, y gehört, den Tabellenwerten ober 
Dampfspannung proportional gemacht worden, die der Temperatur y° 
des trockenen Thermometers und dem Überschuss von x" des trockenen 
über das feuchte entsprechen. Die mechanische Ausführung einer ge- 
eigneten Tafel fQr eine beliebige Function von zwei Variabein ist bei 
der vortrefflichen Einrichtung unserer Mechaniker ersten Ranges weder 
schwierig noch teuer. Es werden circa 400 Löcher mit einem genau 
geteilten Rohrer eingebohrt bis zu einer Tiefe, welche den Tabellen werten 
entspricht und die Fläche zwischen denselben wird weggefeilt und ge- 
glättet. Die Punkte, welche zwischen den wirklich gemessenen liegen, 
werden also thatsächlich graphisch interpolirt. Es war Gelegenheit, für 
dieses Instrument zwei Tafeln anzufertigen; beide wurden sorgfaltig 
geprüft und ausserordentlich genau befunden*); trotzdem kosteten sie 
nicht mehr als 120 Mark das Stück. 

Der dritte Teil des Apparates ist oben in Figur 2 deutlich zu sehen. 
Er besteht aus einem Griffel Z mit einem Gegengewichte W, der ver- 
tical und mit geringem Drucke auf der Tafel stehen kann. Der Griffel 
trägt oben ein horizontales Rohr, in welchem ein Stift R gleitet. Auf 
diesen schlägt, so oft es nötig ist, ein Hammer H, der, mit dem Fusse 
in Bewegung gesetzt, den in Figur 1 punktirt gezeichneten Bogen be- 
schreibt ; der Stift selbst punktirt auf der Platte G eine Curve, deren 
Ordinaten sich wie die Höhen der Tafel ändern, welche durch den 
aufsitzenden Griffel in dem Momente, in welchem der Hammer auf- 
schlägt, markig werden. 

Die Wirkungsweise des Instrumentes ist nun leicht zu übersehen: 
Der Wagen läuft eine kurze Strecke, dann werden die Schrauben m 
und n gedreht, bis die Fadenkreuze der Mikroskope M und N auf den 
zugehörigen Curven stehen und schliesslich veranlasst ein Druck des 
Fusses den Stift, einen Punkt einzustossen. Das ist der ganze Vor- 
gang; der eben erwähnte Sperrhaken regulirt die Bewegung derartig, 
dass die markirten Punkte halbstündigen Intervallen entsprechen, was 



*) Siehe Report 1871, pag. 30 wegen Beschreibung der Prüfung der ersten 
TafeL Diese Tafel wurde verworfen, weil man die absolute Scala, nach der sie 
coustruift war, ungeeignet fand. Sie wurde durch die Jetzt im Gebrauche be- 
findliche, ebenso genaue ersetzt. 
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für den vorliegendeu Fall als das zweckmässigste sich ergeben hat. So 
euteteht rasch eine Puuktreihe, welche durch Gravirnug verbunden die 
Original-Zinkplatte gibt, deren Zeichnung mit Wagner^s Pantagraph 
auf die Kupferplatten des ,,Quarter]y Weatber Report" übertragen wird. 
Von kleineren DeUuls des Apparates seien noch einige wichtigere 
Punkte hier erwähnt. Es kann der Rahmen F die Platte Q in ver- 
schiedenen Höhen festhalten, so dass eine Anzahl von Curven unter 
einander puuktirt werden können. Auf diese Weise enthält jede 
einzelue Platte Q unserer sieben Stationen die Dampfispannungscurven 
der eingeführten fünftägigen Periode. Femer ist es mitunter wünschens- 
wert, das Instrument für andere Curven zu verwenden, bei denen z. B. 
X und y durch x — w und y — w ersetzt wird , wo w selbst variabel 
ist. Für diesen Fall ist noch vorne am Wagen ein Schlitten u ange- 
bracht, an dem man einen Zeiger in derselben Verticalebene mit dem 
Stift und der Luge der Fadeukreiize der beiden Mikroskope anbringen 
und einstellen kann. Angenommen, es wäre z. B. die Neigung der 
barometrischen Ebene durch drei Stationen gegen den Horizont darzu- 
stellen; dann müssten drei Reihen von Zinkplatten (jede Reihe für eine 
Station) übereinander gelegt werden. Die Mikroskope M und N und 
der Zeiger müssten einzeln auf die zuverlässigen Linien in jeder dieser 
Reihen eingestellt werden ; dann wären für jede folgende Stellung des 
Wagens drei Operationen erforderlich: erstens müsste die Schraube 
(ganz rechts in Figur 1) gedreht werden, bis das Gestell mit allen 
Platten sich so bewegt, dass die Curve in der untersten Reihe unter 
den Zeiger zu stehen kommt; dann sind M und N bezüglich auf die 
Curven der oberen und mittleren Plattenreihe einzustellen und schliess- 
lich ist die Punktirung wie zuvor auszuführen. 

(F. Galton, aus dem Report of the meteorological comittee 

R. Soc. London. 1871.) 



D. Modelle und Zeichnungen zur Algebra und 

Functionen the orie. 

46 Geometriselie Darstellung der Diäcriniinanten der Oleichungen 
dritten und vierton Grades, von Gymnasiallehrer G. Kerschen stein er 

in Schweinfnrt. 

Die Gleichung dritten Grades: 

G3 IH X» + 3ax* 4- 3bx + c = o 
hat als Discriminante den Ausdruck 

A3 =r c' — Sa'b« -f- 4a^c + 4b»- G«bc. 
Deutet man a, b, c nls Coordinaten, so stellt A3 = o eine Fläcbe vierten 
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Grade» ilsr. Dn <tio varKeUgte Olek'huDB eine OleieliODg nllj^ro«iuer 
Art tot, «> kiinn sie nicht uur eine Doppclwurzel, soudetn niich eine 
dreirnche Wuizel besitzen. Alle Werte vou n, b, c, Kit wekhe 0^ = 
«ine dreiTaclm Wurzel hat, gciiügeD den Uleii^bungeu 

wovon man sich naniittelbar durch Substitution dieser Werte in G^ = o 
überzengt Elimluirt man ans diesoo .'( Oleiuhungen die ürösse )., so 
erhält man die beiden Cjlinder 

a' - b = o 

b" — t» = o 
deren einer eine yewöhDliche, deren anderer eine iVfti'nche Parabel als 
Leitcnrve besitzt. Die rünmlichv Ciirve, nach welcher sieb diese beiden 
C;linder Hchneideu, liegt notwendig aiiT drr Fläche Aj =: o, und da 
die Gleichnng filr die Cooidinnleu iliefler Curve eine dreifache Wurzel 
hat, HO miiss dieselbe eine Kilckkehrkflnle der Flüche Bein. Wir können 
die Gleicbnng A3 = o in der Tbat leicbt iiuf eine Furni hiiDgen, so 
diiss diese Eigenscbnfl der FlSclie, eine RiK-kkehrknnle ra besilzeu, nn- 
mittelbar znni Ansdriick koiuuil. Ordnet ninn Dünilich A3 :=: o natb 
Potenzen von c: 

c" + 2c (2a'-3nli) = 3a'b'-4b' 
und ergänzt die linke Seite znm vollen Quadrat, so kommt nis uener 
AuMlrclck der Discriminantenfliii.'be: 

A,*) ii£ [c + a(2a' - 3 b)]' + 4 (b - a')' = o 



Fig. 1. 
Die DiscUHsion der Flüche aelhst bietet nunmehr keine Schvcierigkeitea. 
Fig. 1 stellt das zniitehen a = b — c = ± coast- liegende SKk-k 
deraelben dar. Die Flfiche tvill den ganzen Bnnm in 2 Räume R, und 

*) Man beaclile, dasn c -^ a (23* — 3 b) der Coefficient von x' in der Co- 
riante g. b — a* der Coelhcient von x* in der Jfrsae'sehrn Covnriante H ist: 
I Falle eben G3 ^_ {x — *.)' ist, Terachwinden sowohl Q als H identisch. 
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Rh. und für alle Punkte des Raumes Ri besitzt die GleichuDg 63 = 
eine, für die Punkte des R.-uimes Rh drei reelle Wurzeln, nud zwar ist 
im Raunte Ri der Ausdruck Aj = positiv, in Rn dagegen negativ. 

Die Gleichung vierten Grades besitzt vier Constante. Um also dereu 
Discriniiuante geometrisch deuten zu können, wird man sie vorher so 
transformiren müssen, dass eine derselben einen bestimmten Wert an- 
nimmt. Für gewöhnlich translbrmirt man sie so, dass sie in die Haupt- 

gleich ung : 

G4 -.--. X* + 6ax* + 4bx + c = o 

übergeht. Die Discriminante dieser Gleichung hat Kronecker bereits 
vor 30 Jahren behufs Untersuchung der Realität der Warzeln geo- 
metrisch disculirt. Ich will im Folgenden die Disenssion der Dis- 
criminantentiäche selbständig kurz skizziren. Bekanntlich setzt sich 
die Discriminante einer Gleichung G^aus den beiden Invarianten i und j 
der Form G^ in der Weise zusammen: 

A4 = i» — 27j' 
In den Grössen a, b, c ausgedrückt, erhält man: 

^4 ^-- (c + 3a)» — 27 (ac — a» - b«)' 
Aus dieser Form erkennt man, dass die Fläche A4 = o eine Rückkehr- 
kante besitzt, welche sich als Schnitt der beiden Cylinder 

c + 3 a* ■= o (Gewöhnliche Parabel) 

b» -f 4 a» = o (Neil'sche Parabel) 
in ihrem räumlichen Verlauf leicht verfolgen lässt. Da aber 64 = 
auch zwei Paar gleiche Wurzeln besitzen kann, so muss die Discrimi- 
uantenfläche auch eine Doppelcurve haben, in welcher sich die Fläche 
selbst durchsetzt. In der That, entwickelt man in A4 = o die beiden 
Potenzen, so reducirt sich die Gleichung der Discriminantenfläche auf 

A4 — c (c — 9aV - 27 b« (b' — 2ac + 2a») = o 
Daraus ist ersichtlich, dass die Fläche G4 in der Ebene b = o die 
Parabel c — 9 a* = o zur Doppelcurve hat. Während nun aber eine 
Rückkehrkante niemals isolirt verlaufen kann, ist das bei einer Doppel- 
curve sehr wohl möglich, und man hat nun zu untersuchen, inwieweit 
ant dieser Doppelcurve die Fläche sich wirklich selbst durchsetzt. Setzt 
man daher in der zuletzt eihaltenen Darstellung von A4: 

b = (b + ß)b = o 

c = (c + Y)c = 9a« 
wo ß und Y nnendlich kleine Grössen sind, vernachlässigt alle Glieder, 
die höhere als zweite Potenzen von ß und y 2u Factoren haben, so 
erhält man nach geeigneter Reduction 

Daraus folgt, dass nur tiir negative a zwei reelle Fortschreitungs- 
richtungen existiren, dass also für positive a die Doppelcurve c — 9 a' == 
isolirt verläuft. 
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Weitere siagnlAre Carveu besibit die Fläche aictit, da G4 = o nar 
danD eioe Tierfttobe Wurzel beaiUt, wenn a = b ■— c ^ o. 

Aof Ornnd der so eimiUeiteD EigeDschafteo der Fläcbe ist die 
weitere Discassion derselben selir einfach. Fig. 2 stellt das zwischen 
den Ebenen a ^ b = c =: + conat. liegende Stüclc derselben dar. 
Die Fläche leilt den Raum in 3 Räume R| Rn Rin, für deren Pnnkt« 




Fig. 2. 
die Gleicbaug 0^ = der Reihe nach : 0, 2, 1 reelle Wnrzelu besitit. 
Mac kann durch einfache Vorzeichencombinntionen der Ausdrücke i^, 
a, und P := c — 9 a* die drei Bäume anch alfi;ebraiach definireD. Uan 
bat nämlich : 






R[ 
Rh 



reelle W. 1 



+ +,oderwenniieg«tivP=-(- 



I 



I — , nnd anch P^ — 

Ungleich schwieriger wird die Dificnssioa der Discritniaantenfl&cbe, 
wenn man nicht die nben benutzte Hanplgleichang zu Gründe l^t, 
sonderu die Gleichoog 

a\ - I* -t- i^x' + Gbx' + 4cx + 1 = o 
In diesein Falle wird die GleicbunK derselben : 

i'i \ a — 4 a« + 3b')'-27(b+ 2 abc — b'- c' - a»)' = o 
Dieser Aasdruck lässt zwar die R.iistenz der Rackkehrkante erkennen, 
gestattet aber keineswegs a priori eine Vorstellung *on dem räumlichen 
Verlauf derselben, wie dies im vorausgehenden Falle die beiden pro- 
iidrendeu Cylinder gewährten. Man kann sich nun, da die rationale 
Elimination einer der Coordinaten aus den Gleichungen i = o, j ^ o 
in diesem Falle unausführbar ist, einen solchen Cjlinder in folgender 
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Weise verfichaflfen. Wenn die Gleichung G'4 = o die dreifache Wurzel X, 
die einfache Wurzel {i besitzt, so müssen die Beziehungen bestehen : 

3X -|_ p. I. — 4a 

X« + X|i - 2b 



oder nach Elimination 


von |a: 


-4c 
1 


1) 


3>. + A 4. 4a 


V 


2) 


X* + \ 2b 


- 


3; 


X3 + J + 4c 


= 


Aus 2) folgt: 


X = + f b +V 


'M- 



Die vier Ausdrücke, welche man erhält, wenn mau diese Werte von X 
etwa in Gleichung 3 einführt, müssen identisch verschwinden. Also 
auch das Product dieser Ausdrücke, nämlich 

o EI n(X*4-CcX+3) ^-: II [{+y b ± Y^l)* +4c(+y b ± Kb*— 1) + 3] 

Dies liefert den projicirenden Cylinder: 

P F (4 c*— b (b* + 3))» — (b« — 1)' = o, 

welcher sehr leicht zu discutireu ist. da diese Gleichung sich nach c 
bequem auflösen lässt. Sie stellt zwei, bezüglich c symmetrisch gelegene 
Schnabelspitzen dar. 

Um nun zum Ausdruck der Doppelcurve zu gelangen, hat man 
folgende Überlegung zu machen. Soll die Gleichung 6'^ = o, zwei Paar 
Doppelwurzelu besitzen, so muss, weil das constante Glied = 1 ist, so- 
bald X die eine Doppelwurzel ist, die andere entweder -|- »- oder— — sein. 

Im ersten Falle ist die Gleichung G'4 = o eine reciproke. Dann ist aber 
a= c, d. h., die Doppelcurve der Fläche liegt in der Ebene a — c = o. 
Die Discriminante einer reciproken Gleichung vom Grade 2 n aber 
lässt sich , wie ich an anderer Stelle gezeigt habe , in sehr ein- 
facher Weise durch die Discriminante ihrer Resolvente 'f ausdrücken. 
Siud nämlich 4« die Wurzeln der Gleichung G2n , r^t die Wui^zeln ihrer 
Resolvente fu, so hat man: 

n (5p - i^r- = 16u (n-1) cp (+ 2} cp (- 2). { U (T, ^-rii )» } \ 

wo ^ (+2), ^ ( — 2) nichts anderes als die Substitutiousresultate von 
+ 2 in die Resolvente cpn siud. 

Diesen Satz benützend, erhält man als Schnitt der Ebene a = c, in 
welcher die Doppelcurve liegen muss, mit der Fläche Aa sofort: 
16« (4a- -f 2 — 6b «. (8a + 6b + 2) (— 8a -f 6b + 2) = o. 
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Dieser Schnitt zerlSIIt also io eine Parabel als Doppelcurve nud Ibro 
beideD Tnngenten in den Poukteo b^-|-l, a=,+ l. 

Die zwei Berflhrnngspnnkte der Tangeuten sind zaK'^'<^'i '"^ ■^'^^ 
gangepunkte der Käckkehrkaufe, wie nus der Gleichung 1' .~ o an- 
roittelbar ersichtlich ist. In der Tbat erhält auch O^ ffir b = I, 
a = c = + 1 eine 4ßiche Wurzel. Aaf dem endlichen BogenstOck 
zwischen diesen singuläreu Fnnkten der Fläche veiläujt die Doppel- 
curve der Eliene a = c isolirt. 



eiten Fftlle, neun G^ 



:o di( 



Doppel wurzeln -|- ). nnd — -^ 
Ebene a 4* c = o 



bat, ergibt sich in ähnlicher Weise, dass der 
gelegene Schnitt die Form hat: 

o=i(4ar^^ + 3b-l| (— 4ar^rr-|-8b — I) {2a' -3 
Die Fläche besitzt also noch eine Parabel als Doppeictirve, die 
UntersuchQDg lehrt, nirgends isolirt verläuft. 

Damit Bind alle Singulariläten erstböpft. Berflcksichligt d 
dass A't in Bezug aufa 
nnd c symmetrisch ist, 
sowie, dass der Schnitt 
a=^o in A. mit dem 
Schnitt c= + 1 m ^* 
öbereinstimmeu muss, 
so findet man ohne wei 
tere Recbnuug dass dm 
Discrirainnntenflacbe die 
Gestalt der Fig d hat 
Sie teilt den Baum in 
6 im Endlichen getrennte 
Teile K,, Ri, R„i in 
welchen G^ = o der 
Reibe nach 0, 2, 4 
reelle Wurzeln hat , 
enisprechend den Vm- 
seichen 4-, — , -f- der 
Discrimiuante. 

(G. Kersciiensteiner.) 

47 ßypBiiodell von SylTestcr^s Amphl^uons SnrTac«, einer FUch« 
9. Ordnnn^. auHgefllhrt und ausgestellt vun Piof. 0. Htnrio), City and 
Onilds Central Institatiou, London. 

Prof Syhester hat in seiner grossen Abhandlung ,.0« &e real and 
imaginary Root» of Atgebraical Eqtiofionn (Phil. Trans. 1864)" eine 
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invariante Bestimmung der Realität der Wurzeln einer Gleichung 5. Grades 
gegeben und dieselbe in ein geometrisches Gewand gekleidet, welches 
durch das Modell veranschaulicht wird. 

Er nimmt drei Invarianten der Gleichung J, D und L von der 4., 8. 
und 12. Ordnung. D insbesondere ist die Discriminante. Er setzt 

G =.JK* + 8 LK» — 2 J«LK« — 72 JJ.'K — 432 L« -f- PL« ; 
wo 128 K :he J* — D ist. G ist also von der 9. Oi-dnung in den J, D, L. 
Nimmt man diese oder ihnen proportionale Grössen x, y, z als recht- 
winkelige Coordinaten, so ist G = o die Gleichung einer Fläche 9. Ord- 
nung, welche im Modell repräsentirt ist. 

Die Coordinaten der Punkte auf der Fläche G = o lassen sich rational 
durch zwei Parameter ausdrücken. Als den einen kann man J wählen, 
der andere heisse 9. Dann hat man 

T.I (y + 2)'(y~ 3) . 1 .P 

?^? + l) ' ~256 <p»(9-hir 
Der Wert 9 = — 2 gibt D = 0, J» = 2048 L. Aber D wird unendlich 

klein zweiter Ordnung. Die Ebene D == 0, welche die Discriminanten- 

ebene heissen mag, berührt die Fläche also längs einer cubischen Parabel. 
Für <p = 00 erhält man L = 0, D = J*, eine Parabel in der Ebene 

L = o. Diese ist Cuspidalcurve der Fläche. Dire Schnitte geben 

Spitzen zweiter Ali:. 

\ Q JT J 'TV 

Endlich gibt 9 = j- für welchen Wert ^p- und ~- veischwin- 

^4 df d«p 

den, eine zweite Cuspidalcurve mit den Gleichungen 

.Ihre Schnitte sind gewöhnliche Spitzen. 

Diese beiden Curven, welche der Fläche ihren Charakter geben, be- 
rühren im Anfangspunkt der Coordinaten einander, die Axe der J ist 
gemeinschaftliche Tangeute. 

Im Modell ist die Axe der L vertical, positiv abwärts, die der J die 
horizontale Tangente der Cuspidalcurven im Mittelpunkt. Die Axe der 
D, welche ganz in der Fläche liegt, ist durch eine rote Linie markirt 
Die Discriminantenebene ist durch ein lose aufgesetztes Stück Carton 
vertreten, auf welchem die Axe der J und L verzeichnet ist. Die 
schwarz markirte Cun-e ist der, dem in Sylvester's Abhandlung abge- 
bildeten Schnitte J = 1 congruente Schnitt J = — 1. 

Im Modoll kann man sich auch dadurch orientiren, dass für den 
pfeilerartig emporsteigenden Teil J, D, L die Zeichen 1 haben. 

Es ist auch zu bemerken, dass mit einem Zeichenwechsel von J und 
L auch G sein Zeichen wechselt, d. h. die Fläche G = fällt nach 
einer halben Umdrehung um die I)-Axe mit ihrer ursprünglichen I^e 
zusammen und teilt daher den Raum in zwei congruente Teile. 
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Zur Construction wurde 6 J = x, J D = y, 1024 L = z gesetzt und 
l Englischer Zoll als lüngeneinhcit govvälilt. 

Das Modell ist begrenzt durch die Ebenen x = + 32'2, y _+31, 
z :r= + 50 • 6. 

Kehren wir zu Sylvesters Theorio zurück. J, D, L sind Tnvariauten 
einer linearen Form 5. Grades. Jedor Oleichung 5. Grades mit reellen 
Coefficienten entspricht daher ein reelles VVortsystem von J, D, L und G, 
daher ein reoller Punkt im Raum und zwar entspricht ein solcher Punkt 
einer ganzen Familie von Gleichungen, für welche obige Invarianten die- 
selben Werte haben. Aber auch für Gleichungen mit imaginären Coeffi- 
cienten können diese Invarianten reell sein. Ihnen entsprochen also auch 
reelle Punkte. Diese heissen n<ynfacultatu\ die anderen, welche Gknc^li- 
ungen mit reollon Punkten entsprechen, facultaHv. Die einen werden von 
den andern durch die Fläche G rr- o getnmnt, wie im Modell die Fläche 
den Gips von der Luft trennt. Punkte in letzterer nehmen wir als 
facultativ an. Mit diesen allein haben wir es zu thun. 

Die Discriminantonebene teilt diesen Raum in drei Teile. Auf ihrer 
positiven Seite liegt die parabolische, auf der andern die doppelt gekrümmte 
Cuspidalcurve. Auf der i>ositiven Seite liegt ferner der Teil der Fläclie, 
welcher die Discriniinantenebene berührt. Der Luftraum an dieser Seite wird 
daher in zwei Teile geteilt, die sich längs der Berührungscurve begi-enzen. 
Der eino dieser Teile ist dadurch bestimmt, dass er zwischen den Flächen- 
tcilen, welche an der parabolischen Cuspidalcurve zusammenhängen, liegt. 
Dieser Teil heisse A, der andere Teil an der positiven Seite der Discri- 
minante und der auf der negativen Seite der Discrimiuante gelegene 
Raum B. Dann hat man den J^atz : Liegt der einer Gleichung 5. Grades 
mit reellen Coefficienten ontsprochende Punkt im Raum A, so sind alle 
Wurzeln reell, im Raum B sind zwei und in vier Wurzeln imaginär. 
In der Discriminantenebenc sind natürlich immer wenigstens zwei Wurzeln 
einander gleich. Sie wird durch die Berührunj;scurve in zwei Teile 
geteilt. In dem Teile, welcher den Raum A von B trennt, sind alle 
Wurzeln reell und zwei gleich. In dem Teile zwischen C und B sind 
zwei Wurzeln imaginär und zwei gleich. Auf der Berühnmgscurve selber 
sind ewei Paare gleicher W^urzeln und zwar auf dem oberen Zweige sind 
diese Wurzeln reell, auf dem unteren imaginär. Im Coordinateuanfang 
endlich sind drei Wurzeln einander gleich. 

(0. Henrici.) 

48 Brei Modelle Rienianii'scher Fliicheii. Nach Angabe von Prof. H. A. 
Schwarz, Univ. Berlin. Verlag L. Brill, Darmstadt. 
Specialkatalog 197—199. 

{197) Modell einer zweiblätfrigen einfach zusammenhängenden Rie- 
mann'schen Fläclie, welche in ihrem Innern einen Windungspunkt erster 
Ordnung enthält 
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(198) Modell einer dreiblättrigen einfach Euaammenliängenden Rie- 
mann sehen Fläche^ welche in ihrem Innern einen Windungspunkt zweiter 
Ordnung enthält. 

{199) Modoll einer dreifach zuaamnienJiängenden Riemann sehen Fläche 
mit einer in sich zurückkehrenden ßegrenzungslinie. (Siehe Kiemann's 
Gesammelte mathematische Werke, herausgegeben von H. Wober, Seite 89, 
Figur 3.) 

49 16 Modelle zur Darstellungr Ton Fnnetionea einer complexen Ter- 
ttuderlicbeii. Im math. Institut der techn. Hochschule München aus- 
gerdhrt {188G) unter Leitung von Prof. W. Dyck. Verlag von L. BrIII, Darmstadt. 

Vergl. Specialkatalog 173—182. 

Die vorliegende Serie von Modellen ist entstanden im Anschluss an 
eine eiuloitondo Vorlesung über Funclionenthoorie. Die Schwierigkeit 
einer möglichst anschaulichen Schildorung des Verhaltens einer Function 
in der Umgebung singuläror Stollen liess den Wunsch aufkommen, auch auf 
diesem Gebiete und wenigstens für die wichtigsten singulüren Vorkomm- 
nisse das Hilfsmittel räumlicher Anschauung zu besitzen, das schon auf 
einer Reihe anderer Gebiete so zweckmässig und fordernd im Unterricht 
sich erwiesen hat. 

Um den Verlauf einer Function einer complexon Veränderlichen in 
der Umgebung gewisser singulurer Stellen und ebenso den Gosamtver- 
lauf gewisser Typou von Functionen einer comph^xen Venindorliohen durch 
eine räumliche Darstellung zu veranschaulichen, sind, in der Ix^kanntcn 
Weise, sowohl der reelle als auch der imaginäre Teil der Functionswerto 
über der Ebene des complexon Argumentes als Cixlinaten aufgetragen. 
So wird jede Function eines complexon Argumentes durch zwei, mit R 
und I bezeichnete Mächen vcrsiimlicht, deren gleichzeitige Betrachtung 
ein Bild des Fun(;tionsverlaufes liefert. Zur genaueren Charakteristik der 
Wertsysteme sind auf den Flüchen Niveaulinien in gleichen Abständen 
(die Einheit des Mnsstabes = 3 cm) aufgetragen und die zugehörigen 
Orthogonaltijyectorieii. Dabei stehen die jedesmal zusammengehörigen 
Modelle R und I in der Beziehung zu einander, dass die Biojection der 
Niveaulinien und P\allinion der einen {"lache in die Kbene des complexen 
Arguments mit der Projection der Fallinien bezw. Niveaulinien für die 
andere Fläche in eben diese Ebene identisch ist. 

Die Serie enthält folgende Darstellungen: 

Die Modelle I, II und III, ausgeführt von I^ehramtscandidat Wildinrett, 
veranschaulichen djis Verhalten einer Function in der Nähe von Verzweig- 
ungsstellon und zwar: 

I. (173.) Für w» = z» — 1. 

IL [17 J.) Für w« = z*— 1. 

III. (175.) Für w* = 1 — z". 
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Die Modelle IT and T, ansgeführt von LeliramtscaDdidat WHdbrelt, 
Aasistcat Bvrkhardt und stud. Kleibfr, dienen zur DaratclluDg des Zu- 



SBinme Drückens zweier logarithraischer UneDdlicttteitspnnkte in einen (ein- 
fachen) oigebraixchen und zwar gibt Hudell: 

IV. {Ire.) Die Function w = — 

V. {177.) Die Function '' = 2-'oß^^[ (•^t)' 

Modell VI, ausgeführt von sind. Kleiber, gibt daü Verhalten einer Function 
in der Umgebung des einfachsten, wesentliuh singulären Punktes durch 

VI. (178.) 6 w = e *■ . 

Die Modelle VII— X, ausgeführt von AsKistent Burkhardt und Lehramtfl- 
candidnt Wildbrett, vei-nnsehaulichciL den Vorlanf der elliptisi^hen Functionen 
p(n) und p'(u) (in der WeicrstnwB'jicIien Normaiform) und zwar spetiell: 

VII. n. VIII. {179. m.) Für die Invarianten g^ = 4, §3 = 0. 
IX. u. X. {181. las.) Für die Invarianten g.j = o, gj = 4. 



In den ModoUfn VII und VIII ist die Symmetrie der Fli^lii'U inner- 
halb dos reriodcii(|nadnites (en sind jedisinal vier sulcher modellirt) 
auHHcr durch die Kelationen 

■p(-«) = p(u), p'(-u=) -p'(u) 
durch die hier Rpcciell geltenden Beziehungen 

p(iu) = — p(u), p-Mu) = ip'(n) 
bc'zpichnet. Die lilndello keiini'.eichnen ol)enso wie die folgenden Nr. IX 
und X in chamLteristiHcliei' Weisi- das Vurhalteii einor Function in der 
l'ingebung ciuoa awoifauhon [für p (u)| bezw. dreifachen [für p' (u)] un- 
endlich kci tspun kteü . 

12 
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In (Ion Modelion IX und X hat mau für die Bezeichnung der in den 

Flächen crsifhtliohen Symtnoti'ieu die Relationen: 

p (e u) = e* \) (u), p' (s u) = 6» p' (u) , 

wo s eine sechste Einhoitswurzel bezeichnet. 

(Dyck.) 

50 Vior Tafoln zur Vernnsehnnlieliuiiic dos Vorlaiiros der elliptisehen 
Fuiietioiicn p (u) und p' (u). Ausgeführt (188<)) von Assistent Burkhardt 
und Lchraintscandidat Wildbrett im Math. Institut der teohn. Hochschule 
in München (Prof. Dyck). 

Die Tafeln schliessen direct an die voi-stehenden Modelle VlI — X für 
die Invarianten g^ = 4, ga = o und g2 = o, gs = 4 an. 

Vergl. hiezu den Specialkataloy von Brill und div den Modellen bei- 
gegebene Abhandlung. 

51 Darstellung der olliptiselion Fniiction 9 = am (11, k) dureh eine 
Flache. Ausgoführt im Mathematischen Institut der technischen Hoch- 
schule München unter Leitung von Prof. Brill , auHgefnliit von Btndd. 
math. Kuen und Woiff (IHSO). Verlag von L Briii, Darmstadt. 

Spvcialkatalog SO i'pag. J3 und 70). 



I 



- ">.- 






\ 



Ij^fcX 



' J ■ WI |' -,J 



' f" V - ".y "* * ■" ' ji r !«■*- " 



1 [l 1 '•■ ' 

- -1 -; — t 1 - 4 - :-J =.rvm-* 



y 



y 



Die (irosse <p wurde vertiral, k und u horizontal aufgetragen 
(MasHtab für k-Axe wurde \ mal so grosH als der f(ir die 2 andern 
(irösHcn g(Mionunen). Für k- <: l genügen zur C'onstruction des 
Modelles die Legendre'.sehen TabeUen und in diesem Intervall er- 
streckt sich die I^'hlche auch in verticaler Kichtung in's Unendliche. 
Zur Oonstruction (h's Mo<lell8 für die Werte k* > 1 nuiss man das 
elliptische Integral : 

■ = J: 

in ein anderes solches Integral mit einem Modul X*<c 1 transformiren, 
am besten dureh die Annahme X' = , . Es ergibt sich dann, 
das» im Intervall k' >• 1 das Modell in verticaler Kichtung sich 



dre 
I 1 — k'-sin'-cp 
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nicht ins Unendliche erstreckt, sondern eine endliche Höhe besitzt, 
die um so kleiner wird , je grösser k* ist. Näheres vgl. die dem 
Modell beigegebene Abhandlung. (Kuen.) 

62 Bogen und Scala znm Abmessen der nnmerischen Werte der 
elliptisehen Fnnctionen, von Prof. A. G. Greenhill, Presidout London 
Math. Soc, Artillery College Woolwich. 

Die Theorie des Instrumouts beruht auf der Eigenschaft von Bernoullts 

elastischer Curve, wonach die Ordinate y und der Bogen s derselben 

durch die Relation verknüpft sind : 

g 
y = 2ck cosam — , 

während der Modulai-winkel cp gleich ist dem halben "Winkel, unter welchem 
der Bogen die Sehne schneidet. CCreenhiin 

63 Modell zur Theorie der elliptisehen Modul funetionen, von F. Klein 
Univ. Göttiugen. Ausgestellt vom Math. Institut der teohn. Hochschule 

in Mönchen. 

Das Modell stellt die i-eguläre (168 blättrige) Riemanu'sche Flfiche 
(vom Uoschlechto p = 3) dar, welche der Oalois'schen Resolvente der 
Modulargleichung für Transformation siebenter Ordnung der elliptischen 
Functionen entspricht. Die 2 . 1G8 Gebiete der Einteihmg stossen zu je 
2.2, 2.3, 2.7 zusammen. Die Anordnung der Gebiete auf ein (duroh's 
ünendlic^ho zu.sammcnliangendos) Axenkreuz soll eine in der Gruppe der 
Modulargleichung enthaltene Oktaoderuntcrgruppe hervorheben. 

(Pyck.) 

54 Drei Kugeln mit au rgeze lehnet en quadratischen Orthogonal-Curven- 
Systemen^ aasgeführt (1891) von Assistent J. Kleiber im Math. Inetltut 
der technischen Hochschule München (Prof. Dyck). 

Transformirt man durch die Formeln 
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[a = 1 + 2iJ 

das in der Gauss'nchen Ebene z = x -(- iy gelegene quadratische 
Gitter x = crj, y = c'fj, wo c und c' ganze Zahlen, •/] die Lunge der 
Quadratseite bedeutet, so erhält man in der Ebene 3 sog. quadratische 
Orthogonalsysteme, die in geeigneter Weise stereographisch auf die 
Kugel projicirt, auch auf dieser je eine quadratisch orthogonale Ein- 
teilung, im Fall a) von Loxodromen, in den Fällen b) und c) von 

Kreisen liefern. 

(Kleiher.) 

12» 
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Dritter Abschnitt. Integralrechnung. 
E. Curvometer. 

56 LiiilenmMser (Currometer) , <:onsli*uii't und ausgestellt von 6. Conill, 
Zürich. 

Das IiistniineDt djpiit zur Jfcsnuuf horizontaler Längen m^ Karten wtä 
Hänm. nid Äxaa der boidt>ii HeBRrollon uod dor Fühmugspunlit c liegen 



in einer Ijnie nud die SiLudor der beiden Kollon, mit welchen das Ta- 
struiiiontiilieii iLiif <li-!ii l'lnn aufliegt, Imbon genau gltnclmu Abstand vom 
riinkU) i:. Din Teilung ijeider Rolli'n ist in gli-iclior Riditung beziffert, 
Di'i'ht man nun dns Instnnni'n toben um den Punkt c, ohne es vorwärts 
KU bowegen, so wird dii^ Smnnio beider Abwicklungen = win : bewegt 
innn ilns liistruninntttbeii in gemder ],inie fort , so gibt jede der Kollen 
die Hiilfte des von <■ dun^li lauten er. Weges an. B.-räliri: man nun ii>;.'nd 
eine (Tnrve, indem man il'v A\-en der Hnllen setikn-eht zum jeweiligen 
Cun-onelement lifJt (eino Abweioluing vrm d(-r Senkrechten um S« gibt 
ei-sl. eino DifToren/ von '/in*), so wird die Summe der beiden Äbl<>sunge[i 
den vom Funkt c duv<Jilanfencn Weg angeben; 1 Teil an den Rollen be- 
deutet 1 Millimeter. Eigene Vei-iucho ovgabeu bei geraden Linien eine 
Genauigkeit von ca. 'Jkx». 

(Coradi.) 

Vier Kartonrier, D. H.-P. Nr. 45T3T, con^truirt von E. Fleltchhuer in 

(jutba, aaBgofübrt und ausgestellt von L. Tetdorpf in Stuttgart. 
1. Beachreibung. 
Die wcsentliehcn Teile dicsoa luslrumente smt Messung der Länge 
uiiretjuimässig gestalteter Linien sind: 
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l}die Grundplatte, an welcher die Halter für 

2) die — einseitig gosperrtOQ — Eädor angebracht sind und welche 
in ihrem Mittelpunkte 

3) den Fahrstift trägt; eoUlich dieuen 

4] zwei Führuogs8tangen zur Uanühabung des lustninienti. 



Bei dtm ausgestellten Tnsti'unienten »ind 3 hoz. 5 uod T Rador vor- 
handen. Die Fahrrüder sind mit ZilTni'blättorn vemehon uu<l je ein 
weitstes Kad, welches mit zehnfacher ÜboiiteCzung vom Fahrrad aus 
getrielion wird, ^stattet die Vielfachen der garizeu Kaduiiidrohunfpizalileii 
abzulosfri. Die iu gleichen WinVolahstiimlen angobrachtoa Falurfidor, 
deren Spurkränze auf dem Papier aufliegen, sind einseitig gesperrt; sie 
Itönnon sich nur mich aussen drehen, währon<l jode Dreh 1» wogung, welche 
ein Rad cinwärtn ausführen will, durch die S^hneido einer S|ierrkiiiikii, 
die sich in eine uin die Radstim gelegte Gummil>aadago oiupresst , auf- 
gehalten wird. Der jeweilige Stand des Instruments ist die Summe der 
vollsUindigou Ablesungen an den drei Kadzähl werken. 
It. .Andeutung der Theorie. 

(Vgl. den Aufsatz von i'i'of. Sammer in Zoitschr. für Instrumonten- 
knnde, 9. Jahrgang, April 1K89, S- 136 ff.) Bezeichnet X den Winkel, 
welchen die Fahrrichtung mit der Ebene eines der Riuli^hen eiuscbltesst 
und ds den durchlaufenen Weg, so ist die Summe der Radablosungen 
durch die Formel: 



ds *="\ /x. 

2 .ior°'^» 



gegeben, aus welcher geschlossen wnrilen kium, datsa jene ^ um so un- 
abhängiger von X, d. h. der Fabrrichtung wird, je grosser n, d. h. die 
Anzahl der Kiidohen ist. 

Nur bei einer sehr gressen Anzahl von Rädi'm würde das Instrument 
ohne weiteres tlieorctisch lief riedigen de Resultate geben; noch bei 5 Rädern 
konnte bei einseitiger Handhabung im schlimmsten Falle der rogol- 
mässige Fehler auf etwas über 5% der durchfabrencn Länge sfoigen, bei 
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7 Rädern würde sich dieser Betrag bereits auf */«^ l>ei 9 Rädern auf 
weniger als Vs jener Zahl ermässigon. Aber auch schon mit 3 Rädern 
lassen sich praktisch genügende Resultate erreichen. Die Annahme, auf 
welcher die Anwendung des Insti'uments beruht, ist folgende: ist N^ der 
Stand des Instruments (vgl. 1) vor, No nach Durchfahrung einer bestimmten, 
beliebig geformten Linie, also Nj — N^ ^ n die Anzahl der von allen Rädern 
zusammen während der Durchfahrung ausgeführton Umdrehungen^ so ist 
n der durchfahrenen Länge proportional. 

m. Gebrauchsanweisung. 

1. Zunächst hat man die Cwistante des Instruments, am besten 
indirect in folgender Art zu bestimmen: Man führt den Fahrstift sorg- 
fältig über den Umfang eines Kreises von genau abgestochenem Halb- 
messer von einem Punkte des Umfangs aus bis zum gleichen Funkte 
zurück, und wiederholt zweckmässig sogleich diese Umfahrung in ent- 
gegengesetzter Richtung; vor und nach jeder Umfahrung notirt man den 
Stand der Zählwerke und während der Umfahiiing sieht man darauf, 
dass die Führungsstangen ihre Richtung ungefähr beibehalten. 

2. Bei Bestimmung der lilnge einer vorgelegten unregelmässigen Unie 
bringt man das Instrument so auf die Zeichnung, dass der Fahrstift im 
Anfangspunkt steht und die Fühmngsgriffe bequem hegen, notirt den 
Stand der Zählwerke und durchfährt nun die gegebene Linie so, dass die 
Führungsgriffe ungefähr ihre urspiüngliche Richtung beibehalten. Ist der 
Fahi-stift im Endpunkte angelangt, so wird der Stand. der Zählwerke wieder 
abgelesen. Ist n die Differenz der Ablösungssummen vor Beginn und 
nach Beendigung der Durchfahrung , so ist k . n die gewünschte Länge. 
Es ist aber, da der Apparat nur 3 Räder besitzt, dringend zu raten, die 
Befahrung der Linie zu wiederholen, wobei das Instrument so zu legen 
ist, dass die neue, für diese Befahrung ebenfalls wieder ungefähr bei- 
zubehaltende Richtung der Führungsstangen mit der bei der ersten Be- 
fahrung vorhandenen nahezu einen rechten Winkel einschliesst. Man 
erhält so eine zweite Angabo für die Länge der durchfahrenen Strecke, 
welche unter Umständen von dem ei*sten Ergebnis nicht unerheblich 
abweicht, während, wie man sich durch wiederholte Befahrung der ge- 
gebenen Linie in derselben Lage des Instruments überzeugen kann, der 
unregeUnässige mittlere Fehler einer Befahrung wesentlich kleiner ist 
Das Mittel beider Bestimmungen ist von dem weitaus grösstcn Teil dos 
sich auf diese Art zeigenden regelmässigen (einseitigen) Fehlers befreit. 

Preise der Instrumente. 

Nr. I. Kartometer mit 3 Rollen paaren M». 25. — 

Nr. II. Derselbe mit 5 Rollenpaaren , 40.— 

Nr. III. Dei-selbe mit 7 Rollenpaaren „ 50. — 

(Prospect Tesdorpf, Finsterwalder.) 
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F. Planiracter. 



57 Zwei Hyperbeltafeln auf Glas, als Planimeter dienend, von M. Kloth 

iu Osnabrück. 

In den Quadranten ACD und BCD befinden sieb Hyperbeln, deren 
jede die Eigenschaft bat, das» das Product der Abstände eines ihrer 
Punkte von den beiden Axeu constaut ist. — Diese gleichseitigen 




Hyperbeln sind also geometrische Orte fflr die Eckpunkte b, b, , bo . . . 
gleich grosser Dreiecke a b c bezw. «i bj c^ bezw. a.^ ba c^ . . . . , deren 
Grundlinien parallel der Axe CD sind. — Trägt mau die Curvenzeich- 
nung transparent auf eine Glastafel derart auf (Photographie auf Glas), 
dass die Axe AB mit der liuken Kante der Ghistafel parallel ist, und 
versieht die Curven mit einer Bezifferung, welche dem Flächeninhalt 
der bez. Dreiecke entspricht, so bildet diese Anordnung ein einfaches 
Mittel graphischer Fläch enberechnung. 

Bei Ermittelung des Flächeninhalts eines Dreiecks beispielsweise 
legt man die Gltistafel derart auf das Dreieck, dass ab von C D gedeckt 
wird, während a undC zusammenfallen, und verschiebt die Tafel längs 
eines au die linke Kante angelegten Lineals soweit, bis c in G D fällt ; 
sodann liest man ans der Lage des Punktes b gegen das Curvensystem 
den Flächeninhalt des Dreiecks ab. — Bei Ermittelung des Flächen- 
inhalt eines Vierecks bildet die eine der beiden Diagonalen die Operations- 
basis, u. 8. w. 
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Die Tafeln sind in den für geometrische Karten gebräucblicheu 
MasstnbsverbältniHsen entworfen. 

Der Verkanfepreis beträgt 7 Mark pro Stück. 

(Kloth.) 



Planinieter nach Wetli-Haiisen aus dem me(^haQisch-opti.scheD Institute 
von Hermann Ausfeld in Gotha. Aus^'cstolit vom Geodätischen Institut 
der techn. Hochschule München. (Vorstand Prof. M. Schmidt.) 

Das Planimeter ist durch wesontliche im Jahre 1849 durch Wetli 
angegebene Verhosseiiiugen der Oppikof er sehen Erfindung entstanden 
und unterscheidet sic^h von der ersten Wotli'sehen Construction durch 
weitere von Hofrat Hansen und dem Verfei-tiger Ausfeld in Gotha her- 
rührende Verl)essorungon. Es kann als LinearScheiben-Planimeter be- 
zeichnet werden. 

(M. S<'hniidt.) 

59 Hyperbelplanimeter, von J. Stadler, ausgestellt von der Lehrkanzel für 
Geodäsie der k. k. techn. Hochschule in Graz (Prof J. Wastler). 

Dieses Instrument wurde in der ei'ston Hälfte der fünfziger Jahre von 
Herrn Josef Stadler^ Bergrat und üiroctor der kaiserlichen Borg- und 
Hüttenwerke zu Eisenerz in Steiermark^ ersonnen und im Jaliro 1865 
durch den Borgbeamten Georg Smollin unter Stadlers Leitung ausge- 
führt. Ein Aufsatz über dasselbe aus der Feder des Erfiudora steht in 
der Zeitschrift „Erfahrnngon im borg- und hüttenmännischen Bau- und 
Aufboreitungsweseu", herausgeg. von Ritfinger^ und zwar im Jahrgänge 
1857. Ohw^ohl die Erfindung hiemit der Öffentlichkeit übergeben war, 
blieb sie doch völlig unbekannt, und Stadler selbst legte offenbar späterhin, 
nachdom von anderer Seite einfachere und praktisch brauchbarere Instru- 
mente construii-t worden waren, auf die weitere Ausnützung der diesem 
Planimeter zugrunde liegenden Idee keinen Wort. Es war ihm überdies 
eine andere Idee gekommen, dio in dem zweiten hier ausgestellten Instru- 
mente, dem „Roll planimeter" verwirklicht wurdo. Welche Umstünde 
aber Stadler gehindert haben, dieses letztera zu vollenden und bekannt 
zu machen, hat sich nicht ormittoln lassen. Er Ist im Jahre 1871 ge- 
storben, und dio Modelle, welche in seinem Nachlasso gefunden wurden, 
blieben bis zum Jahro 1884 im Besitze der Familie, ohne dass sonst 
jemand etwas von ihnen wusste. Dann wurden sie, als historisch merk- 
würdige Stücke, in die Instrumentonsammluug der Lohrkanzel für Geodäsie 
an der k. k. technischen Hochschule in Graz aufgenommen. 

Aus dem oben onvähnton Aufsatze geht hervor, dass Stadler^ ohne 
die Principien und die Construction der früher erfundenen Planimeter 
von Wetli und Ernst zu kennen , auf dio blosse Nachricht hin , „dass 
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man Insti-umento constrairt habe, welche den Flächeninhalt jeder, wie 
immer regelmässig oder unregelmässig begrenzten Figur anzuzeigen ver- 
mögen, wenn man nur den Umfang der Figur mit einer isu diesem Zwecke 
an dem Insti'umente angebrachten Spitze umfährt," sich selbständig an 
die Lösung der Aufgabe gemacht habe „aus dem Umfange einer Figur 
ihren Flächeninhalt abzu- 
leiten*'. Der Gedanke, auf I 
welchem das hierauf von ihm 
erfundene Instrument beruht, 
ist folgender. Es sei (Fig. 1) 
die Umfangslinie L auf das ^ 
rechtwinklige Coordinaten- 
system XÜY bezogen,OM = x, 
MP = V seien Abscisse und 
Ordinate eines Punktes P der- 
selben, MM' Pl*'ein Elementar- 
flächenstreifen von der Breite 
MM' = dx. R ist ein Ro- 
tationskörper, dessen Axe 
parallel der Axe OY ge- 
richtet ist, oder etwa mit der- 
selben zusammenfallt, A B a b 
ein Rahmen, von dem zu- 
nächst angenommen wird, dass 

er stets parallel zur Ebene der Figur verbleibt, während der an irgend 
einer Stolle mit ihm fest verbundene Fahi-stifk F die Linie L entlang 
geführt wird und die Kante ab auf dem Rotationskörper aufruht. Diese 
Bewegung dos Rahmens ist durch die beiden pai'allelogrammatischcn 
Führungsmechanismen AB CD, JHDG, derart beschränkt, diiss die Kaute 
ab stets der Axe OX j)arallel bleibt. Unter dieser Voraussetzung erteilt 
die Rahmenkante ab dem Rotationsköi'per R, wenn der Fahi-stift F von 
P nach P' rückt, durch die Reibung eine Umdrehungsbewegung, infolge 
deren der augenblickliche Berührungspunkt T den Weg dx auf dem zu- 
gehörigen Parallelkreise zurücklegt. Ist also 5 der Radius dieses Parallel - 

kreises, so ist 

dx 

K 

der Winkel, um welchen sich der Rotationskörper dreht. Will man nun 
haben, dass dieser Winkel dem Flächenstreifen MM'PP' = ydx pro- 
|)ortional sei, so muss, unter k^ eine constante Zahl vei'standen, 

dx _ 1 
4 ~^ k^ 




Fig. 1. 



du) = 



du» = -^ = 



.vdx 



also: 



k* 
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sein. Bezeichnet man daher mit a die Entfernung der beiden parallelen 
Rahmenkanten AB und ab, mit yj die Oixlinate OT von T, so folgt aus 
der angestellten Betrachtung die Beziehung 

«(•r, + a) = k« 

als Gleichung der Meridian cui-ve dos Rotationskörpers, und sie stellt, wie 
man sieht, eine gleichseitige Hyperbel dar, welche die Asymptoten 
5 = 0, Yj = — a hat. 

Die oben gestellton beiden Forderungen: 1) dass der Rahmen AB ab 
stets parallel der Ebene der Figur verbleibe; 2) dass die Differenz MF — OT, 
unter OT die Ordinate des Berührungspunktes T vei"standen , den constanten 
Wert a behalte, sind in brauchbarer Weise mechanisch nicht zu erfüllen. 
Beim Stadler schon Apparate dreht sich der Rahmen AB ab um die 
Kante AB ; ab ist eine dreh- 
bare cylindrische Walze z 
von sehr kleinem Durch- 
messer. Im Aufriss stellt 
sich dann die Lage dieser 
wesentlichen Teile sche- 
matisch wie in Fig. 2 dar. 
Es sei darin [tdie Meridian- 
curve von R, T der augen- 
blickliche Benihrungs- 
punkt der Walze ab mit dieser, mT = p der Radius der letztem, 
um = OL die Distanz der Walzonaxo von der Drehungsaxe des Rabmens, 
F der Faln*s1ift von dem ohne wesentliche Änderung des Resultates an- 
genommen werden kann, dass seine Axe durch die Jetztgenaunte Drehungs- 
axe gehe. Man kann nun nach der Gestalt der Cur^'e |i fragen, welche 
der Forderung genügt, dass stets: 

NT . OP = k« 
ist. Setzt man ON = yj, NT = J, Pn = ß, so ergibt dies für die 
Curve [JL die Differentialgleichung: 




Fig. 2. 



(4-ri - k«; 



2,« _1- 



^" 1(5 - ?^r 



= 4f>2 4* U- 




Man kann sich aber auch die Construction so ausgeführt denken , dass 
der Rahmen AB ab wirklich stets parallel zur Ebene der Figur, also 
mn||Oil bleibt; dann erhält man die einfachere Differentialgleichung: 



[ 



«h + «]-t 



•']'[-©■]= 



= P'4'. 



Keine dieser beiden Differentialgleichungen ist im gewöhnlichen Sinne 
integrabel, man kann ihnen aber durch Reihen von der Form: 
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^ + -» = Y + 4*(5) 

genügen, so dass für hinlänglich kleine 5 die Curvo von der Hyperbel 
beliebig wenig abweicht. Au dem vorliegenden Instrumente ist die Moridian- 
curve von R jedoch auch wirklich keine Hyperbel, sondern es wurde ihr, 
wie Stadlet' angibt, die exacto Form dadurch erteilt, dass nach beiläufiger 
llei-stellung der geforderten Gestalt, mit dem Fahi-stifte Rechtecke von 
gemeinschaftlicher Basis, deren Höhen in bekanntem Verhältnis standen, 
umfahren und die hiebei ins Spiel kommenden Parallelkreise dos Rotations- 
körpers solange corrigirt wurden, bis die Angaben des Apparatiis den Ver- 
hältnissen entsprachen. Schliesslich wurde der Rotationskörper zwischen 
den fixirten Kreisen gleichförmig abgedieht. Seine Meridiancurve ent- 
spricht also einem Integrale der ersten der beiden obenstehenden Differential- 
gleichungen. 

Der Rotationskörper R ist mit der in 600 Teile geteilten Zählscheibo 
Z verbunden, welche durch das Getriebe g ihre Bewegung auf die kleinere 
Zählscheibe Z überträgt, die zur Ablesung der ganzen Umdrehungen 

von Z dient. 

(Lach tenf eis.) 

60 Bollplanimeter, von J. Stadler, ausgestellt von der Lehrkanzei für Geodäsie 
der techn. HoohschuJe in Graz (Prof. J. Waetler). 

Das Hyperbelplanimeter summirt direct die Elemente ydx und könnte 
also zu einem Integraphen umgestaltet werden. Dem gegenüber gehört 




Fig. 3. 

das RoHplanimeter zur Classe jener Instnimente, welche einen Ausdru(.k 
von der Form ydx + ^^ summiren, wo u eine eindeutige Ortsfunction 
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im Integrationsgebiote, und also fdu =: o ist. Auf den Schienen SS (Fig. 3) 

bewegt sich ein kleiner Wagec W, der einen Zapfen B trägt, um welchen 
die Stange J sich drehen kann. An dem einen Ende dieser Stange ist 
der Fahrstift F, am andern die Messrollo R angebracht, die auf der Ebene, 
auf welcher der Apparat steht^ ihre Bewegungen ausführt. Bezieht man 
die Punkte der Umfangslinie L der zu messenden Figur, und ebenso den 
Berührungspunkt R der Rolle mit der Ebene derselben auf ein recht- 
winkliges Axensystem XOY, dessen Abscissenaxe parallel zu SS durch 
die Axe von B gelegt ist , nennt x, y die Coordinaten von P, resp. F, 
5, -rj jene von R, setzt BF = a, BR = b, und den Winkel XBF := a, 
so hat man die Beziehungen : 

5 = x — (a + b) cos a, yj = — b sin a, y] = a sin a, 

woraus : d 5 = dx -|- (a + b) sin a . d a ; d yj = — b cos a . da 
folgt. Da mm da = d^.sina — dYj. cos a 

die Coraponente des Verrückungspunktes R senkrecht zur Axe der Rolle 
ist, und diese = p . dw, wenn p den Radius der Rolle, d w den der Ver- 
rückung entsprechenden Drehungswinkel bedeutet, so hat man: 

p d(o = d x sin a -\- (a sin* a -f- b) d a 

A A ^ A i ^ sin* a -f b , 
oder: dw = — ydx -4 — da. 

^9 9 

Durchläuft F eine geschlossene Curve, so ist: 

fd(o = — fydx. 
J ap J 

Wann das vorliegende Instrument construirt worden ist, lässt sich 
nicht angeben. Es find(5t sich weder irgendwo publicirt, noch auch Ist 
irgend eine Aufzeichnung über dasselbe vorhanden. Walii-scheinlich ist 
es • kurze Zeit nach dem Hyperbelplauimeter entstanden. Dem Wesen 
nach ist es mit Coradi's Rollplan im eter identisch und kann als ein, freilich 
ganz unbekannt gebliebener, Vorläufer dieses einfachen Instrumentes an- 
gesehen werden. Das vorliegende Exemplar ist nicht fertig, die Messrolle 
hat keine Teilung. 

In der Geschieht^ des Planimeter haben die vorliegenden beiden Instru- 
mente keine Rolle gespielt. Sie geben jedoch Zeugnis von der ausser- 
gewöhnlichen Begabung ihres Ei'findei's, den ein ungünstiges Gest;hiek in 
eine weltabgeschiedene Stellung verschlagen hat, wo er, ohne Verkehr 
mit der wissenschaftlic^hen Welt und mit Berufsgeschäften überhäuft, 
seinen Lieblingsideen nicht frei nachgehen und seinen Leistungen nicht 
zur Anerkennung verhelfen konnte. 

(Lichtenfels.) 

61—64 Vier Polar-Plan imetcr, erfunden und ausgestellt von J. Amtier- LafTon 
&. Sohn, Schaffhausen. 

61 Eines der ersten Polarplanimeter von J. Amsler-Laffon (1854). 
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Plaalineter Nr. 1 (nach dpr Bezeicbnung des Anisler'scheo Kataloges, auf 
wclrhcn bezüglich näherer DetailaDgaben und der Preise auch bei den 
folgenden Ntimjnem verwiesen sei); ausKefiihrt seit dein Jahre 1865, gibt das 
It«8ultat nur in einer begtiinmtCD Masseinheit. 




PlanluMter Nr. 6 (Ainsler's Katalog; ausgeführt seit 1656); gibt den 
Flächeninhalt in mehreren Masseinheiten oder MaasverbHltnissen, und dient 
auch speiiiell zur Messung der wittUren OrdifMle twt Inilieatoriiiagrammen. 





JJebeschrauhe , weiche erlaubt, den Fahr- 
stirt vrini Papier abzuheben, ohne 
den Stand der Rdlle zu ändern ; 
es wiiil dftdun-h das Buccessive 
Messen mehrerer Diagramme ver- 
ein lacht. 



PI«itae(erNr.9(Amsler's Katalog); construirt seit dem Jalire 1882, unter- 
scheidet sich von den andein Planimelem dadurcli, dass sein Rpiel ganz 
unabhängig ist von der BescIiafTenheit des Papiers, auf welchem die zu 
messende Figur gezeichnet ist. 



L Abteilung. 

Dn IntfgnrroU Uuft (lollt und gleitet) auf oioer papienibi rzi^DeD 
horuoDlal n hcbcilie, denn Axo die Ave der Integnrroilp im \llg 
im lue n m(.bt si,limidit Du let/hio ist mit dem F&lirann fest \irbuDd<n 
Hie Divhnng dir IntegniroUe ist praportioual doi Dribuug dir Sclmbe, 
dir EutTiniUDg des Bcruhi iiunktrs dpr Kollt. ^om Mittpl|iunlt der Schiibe 
und (ndliili iraportiona! dem Cosimis des WiuLiK w I hl u die K\c d r 
Kolli mit dir \ i rliindHQE<ilim des Biiuhi| iiukus dirsplV n mit dem 
Scbeik DinittUpunkt (.iiiscbliesst 



Dns PlanimetcT ist ein ,,Linfarplanim(tfr-\ insofeme die Scheibe auf 
einem kli-inen Wngpn, dessen ItÜder in den Niithen eines Lineals laufen, 
hin und her bewogt wird. Der Ijiuf dieses Woti'us bestimmt eine 
x-Coordioaie , deren I.!in<;i' durch eine Übersetzung pi'0]iortioiial als 
Drehiinff der Seheibi' fibertmgoTi wird. 

Das Plfiniinuti-r ist nauh gleichem Principe aucli als Fohrplanimeter 
(üiierat 1882) coustniirt (Planinieter Nr. 8 des Amslerschoii KaUlop-s). 

Ciiyek.) 

Polftrplanimoter von Htllor-Starke und 

Lineal plan Imeter Ton Bliller-Brelthaii|tt, orftnulen iiuü ausgeführt 18n& 
boxw. 18111—63 von den Gunminten. Ausgestellt vom Geadällschen Inslitit 
der Berflakademel zu Leobsn (Prof. Larber). 

1 Das Polar Plinimotnr 
Dieses Planinii t r wuide %on dem miter/i i< hneton Piof Hiller 
llauinfils «lo diis liroit ans ilu 2 bis 7 Autlage d s llandlmchii der 
nicdircn Cieoiliinie \<m l*raf tneili Haitnrr m entnehmun ist se)l)st 
sLmdig 1 J 1855 erfunden 

In meuieni ureiiriingbi hen Fnluurfe «ar dieses Plammcfer eine Art 
Kiigil odi r Piiliisiiiiisplanimoti r, vml es die virst hendi. Skiz.ie ^eigt 

is vir a ilio btstlivii rti, Polan-ehml>p ib der iiiiin-a, bf dir aussire 
oder faiirarni mit di m I"i!ir-fifte bei f c war ein eliener King mit 3 
HLbra^ien Stahtpl iltüien, «el(h< auf einer fii ilxueglichen Hohlkugel 
ruhten auf denn nFer^teni Piiiikti divi Gleitmll bcn d i-uhte Anf dir 
s Uhu A\c sa-ss liei e du /ahlrollc samt Zubehör Die Hohlkugel ist 
Romit sie nus dem Huigo hervamihaiit schattirt, ihr lom liiiige \er 
detkler, p'ussti I II in/untalumki(is aber jiuuktii-t aiigidutot Sc1b->t 
M.r»tiuidlii.h nar das (.lolouk bii b durch im liullcUeu uutcr^itutxt 
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Ich entwarf mir eine Theorie des Instnimentes, die mich selbst voll- 
kommen von der Richtigkeit meiner Construction ül)ei-zeugti» , teilte aber 
meine Idee dem befreundeten Piofcssor Hartner mit, der in die 2. Auf- 





Fig. 1. 

läge seiner früher envähnten Geodäsie (Wien 185(5) S. 429 eine von 
ihm bearboiti»te Theorie aufnahm. Später trat ohne mein Zuthun 
Gustav Starke in Wien an midi mit d»Mn Antrage heran, das neuf» In- 
strument in der mechanischen Werkstiltte anfertigen zu lassen, wcdche 
damals unter der Leitung seines Vatei*« stand und hei welcher er ange- 
stellt war. Ich wai* natürlich sehr oifrent hierül)cr, weil sich dieses 
Institut unter Mitwirkung d(^s unvcrgesslic^lien Professor Stampfer zu 
einem verdienten Rufe emporgearl)eitet hatte. 

G. Starke änderte jedocsh die Ijage der Gleitrollo dahin ab, dass sich 
dieselbe unmittelbar auf der Zcichnungsflä<du» bewegte und nach diesem 
Muster wurden von ihm im Laufe der Jahre Ilunderie von Polarplani- 
meteni angefci-tigt. 

Es find(?t sich auch in den späteren Autlagen des erwähnten ITartner'- 
schcn Werkes, von der Th(H)rie begleitet, die genaue Abbildung dieses 
Instrumentes. Ebenso hat Olx'rbergrat F. Lorbcr in der Zeitschrift für 
Vermessungswesen 1884 S. 17,. dann 1888 S. 175 und 186, endlich in 
der Zeitschrift des Osten*. Ingenieur- und Architekten- Vereins 1884, S. 8 
die Theorie und die Fehleruntei>5uchungen über die v(M"schiedenen Polar- 
planimcter veröffentlicht. 

Weder Pjof. Hartner noch G. Starke war das auf ähnlichem Primäpe 
benihcude Amsh'r'sche Planimeter zu jener Zeit bekannt, «als ich den- 
selben das von mir construirte Polarplanimeter mitteilte. Sicher hätte 
aber wenigstens der ei"stere als Geodilsie- Professor der hervorragendsten 
technischen Hochs<*hule einc^r grossen Monarr*hie darum wissen müssen, 
wenn Amsler's Idee s(;hon bekaimt gewesen wäre. 

2. Das Lineal -Planimeter 

wurde in dem Jahren 18(51 und 62 von Breifhaupt in Cassel nach meiner 
Angabe angefertigt und ist das ausgestellte Ex(»mplar das einzige seiner 
Art verblieb(m. Es besteht aus einem Lineale mit Führungsbahn und 
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I. Abteilung. 

einem darauf rollenden "Wägelchen, in dessen Mitte das eine Ende der 
Fahrstange um eine verticale Axe drehbar bef(\stigt ist. Letztere enthält 
auc'li den Faliretift und Zülilapparat derart, dass sich die Gieitrolle in der 
verticalen Drehuugsaxe befindet. Dieselbe könnte auch in der Verlänge- 
rung oder sonst wo innerhalb der mathematischen Linie der Faiirstange 
angebracht werden. 




Fig. 2. 

Es sei SS" das zu durchlaufende Ourvenelement, dann werde die 
Fahrstange a zueret parallel zu sicli selbst von MS nach M'S' bewegt 
und dann um M' aus der Lage M'S' nach M'S". Die GloitroUe (vom 
Radius R) hat sich dabei um einen Winkel d^ gedreht 

, , M M' cos a 

wenn a den Neigungswinkel der Rollo gegen die Gleitlinie A B bezeichnet 

Nun ist andererseits, wie direct aus der Figur abzulesen: 

y = a cos a 

dx = MM' — acosada 
und daher 

yd X = a . MM' cosa — a' cos*ada 

=. a.Rdi]; — a'cos'ada 

Integrirt man also über eine geschlossene Contour, so kommt das 
zweite Integral auf der rechtem Seite in Fortfall und man hat direct 

F =Jydx = aR.t]^ 

(A. Miller R. v. Hauen feLs.) 

Einfaches Polarplanlineter (nach Amsler) ; ausgeführt und ausgestellt 
von der mathematisch-mechanischen Werkstätte von G. Coradi, Zürich. 

Im SprvM'alkatalog von (>)radi (1891) ("welchen man hier und im fol- 
genden auch bezügli(r]i d<»r Preise» der Coi-adi'sclien Instnimenü» verghMchen 
wolle) mit Nr. 39 bezeiclnu^t. Der Falii-stab A trägt eine Teilung inV» nun. 
Nonius und Index an der Hülse. Dhs hiaU-unumt hat {tote alle folgenden 
Polarjüanimeter) einen Kugelpol (K in obeustehender Figur). Control- 
lincal ist beigegeben. 
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68—75 Roll- nnd PolarpUnlmetor der Constnivttoiieii HohiUKno-Coradl. 
BUK;,'i'Fülirt in <l"i' mathemitiBCh-neohaniuben WcrkaiKtte vbr 6. Coraiir, 
ZQrlob. 

68,69 ZwetPrXvlHtoiiBpolarplaDlmeter, CoQBtniotion 1880—81, von]. HehHaan 

iti Spi'yi-i' (ji't^t. Rct;i''niiit^- und Ki'eia- Bäumt in Rcf^UNbiirg] und fi. Caradj 
in ZüHl-Ii. Eralrs Ingtrvmetii, niti-h dem i'atoot v<m 1860 ausgeführt, 
Rtgcntuin dnR k. Strassen- nnd Flosabaaantet Bayreath, ausgestellt 
duix'li Kog.-Bnt HobaiaBn; Zweite Construetüm |Fif{. 1), auNgoHtellt vom 
GeodUiaehea Inatitut der leohnisohea Heohaohale HUnoliBn. 

Die lniidon PlanimetiT roiniLscntireji den Tj]his äor beideit ältetten Con- 
gtitictionen tun Hokmtinn und Coradi. Ersto AiitifühniDg Patcatsobrift 
Nr. 1-2377 (vom 15. .Fuli 18HII) ; Zweite AiLsfühnin); daiKO.stellt Ja der Zeit- 
schrift fnr Vormessiint.'swos.'n (Ud. 9 1881): 



FiK. 1. 
Die IntcjJTirrolIc M wiilit nnd gleitet auf einer Sclici1n> S. Die Alte 
der Intngrirrcillo sehneidft immer din Axo der Si^heibe. nie Prellung der 
Intpgrirrolli! ist proportional drr Drehung der Soheil* nnd dem Abstand 
der IntOftrirrollo von der A^e der Scheibe {Gonella'sL-her Integrations- 
mechaiiismus). Die Drehung der Suheibo S wird vermittelt durch das mit 

IS 
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ihr fest vpvbiindono Laufrad L, wolchos auf der Zeichenebeno um don 
Pol des Apparates, ohne zu gleiten, läuft. Die Drehung misst also einen 
"Weg um den Pol des Apparates. Die Integrirmlle ist in einem Schlitten 
V(»rsehiebbar, und wird p»g»>n die senkrecht (erste Ausfühmng) odiM* schief 
(zweite Ausfulirung) stehiMul«^ Scheibe gedrückt. 

Diese beiden ei>;ten ConstructioncMi sind nur als Pclarplanimetn" aus- 
geführt, nicht als Rollplanitiiefer. In der von Ilohmann (a. a. O. Zeit- 
schrift für V(»nnessungs\vesen 15d. 9) gegebenen Ableitung der Wirkungs- 
weise d(»s lnstnini(Mit(»s tritt aber die Bemerkung auf, an Stelle des Poles 
eine zw(üte, mit der eixlen umfanggleiche iS('h(»ibe zu setz(»n, wodurch 
d«M* Apparat sich in ein Kollplanimeter vorwandelt. 

(Dyck, Fin.sterwaldor.) 

70 Linearrollplaniiiietcr. (Fig. 2.) 

71 Einfaches PräcisioiiBpolarplaniineter. (Fig. 3.) 

72 Freischwebendes Pritcisionspolarplanlmeter. (Fig. 4) Constrnction 
Hohmann-Ooradi, 1882— 84. 

Nr. 70 und Nr. 72 ausg<>stellt vom geodätischen Institut der tech- 
nischen Hochschule München, Nr. 71 ausgestellt von G. Coradi, Zürich. 

Di«' voi"steheu(hMi Planimrti'r repräs»*ntireii das zweite Constmctions- 
prinrip der Plaiumeter HohmannCoradi. Vergl. „Die Präcisionsplani- 
met*»r von Holimann (1882, Erlang^'n); ,,Abliandlungen über das Präeisioiis- 
planimeter und das fr»«is(hwelM»nd«' Prii<'isi(»nsplaiiim(*ter und d«'ssen Modi- 
ficationen'^ sowi»' üImm* das Linearrollplanimeter (1884, Erlang(»n); endlich 
Aufsätze von Prof. liorber, F. H. Ki^tz u. a. 

Die Int«»grirn)lli> wälzt und gb'iti't auf (»iner S(rheil)e. Die Axe der 
Jntegrirrolle selmeidi't im Allg«'meinen die Ax«» der Scheil)e nicbt, dagi'gen 
ist die Intfgrirrolle starr mit d(»m Fahrarm verbunden. Die Scheibe» lit»gt 
horizontal. Di»» Dr»'liung der Int«'grirn)lle ist j)ropoi'tional di»r Drehung 
der Srh<Ml)e, der Entfernung des Borübrpunktes (bM* liolle vom Mittelpiuikt 
der Scb(Mbe, endlich pi-opoi-tional dem (.V>sinus des AVinkels, welchen die 
Axe der Kolle mit der Verbin<lungslinie des Berührpunktes dei^selben mit 
dem Scheihenmittelpunkt eins</hliesst. 

Beim Linearrollplanimeter übei-ti'ogiMi die bei(b»n conisc^hen Räder R, 
und R3 (Fig. 2) die Dreliuug der lijuifrolleii R,, R^ auf die Scheibe A. 
Die Drehung der Seheibe A misst also einen Weg in Richtung einer X Axe. 
Bei den U^dc^n Polar planimet er n wird die Drehung der Scheibe S (in 
Fig. 3 und Fig. 4) nicht mehr wie bei d»'r früheren Constrnction (Fig. 1) 
direct durch ein auf der Zeiehenebene laufendes Rad (L) übertragen, 
sondern ein (nur in Fig. 4 sichtbares) Rad V. mit goriflFeltem Rande, 
welches um den Rand einer Polplatte P läuft, vermittelt die Drehung 
der Scheibe, welche also ebenso wie früher einen Weg um den Pol des 
Apparates misst. Die Untei schiede der beiden Polarplauimeter Nr. 3 
und 4 sind nicht principicller Art. 

(Dyck, Finster walder.) 
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73 OroNNOfl Kn7elrolt|>tiii)imotflr <Fii;. 5^. 

74 KinfAclieN Kutrcl|)«lnr]ilaiilnioter (l'i^'. 0). 

75 l'pplsohwrbpiulcs Kiiin>Ti»o1urplttiilineter (Fig. 7). Cnnslnietlon Hoh- 

Dio lustrumcTite Nr. 7ä uud Nr. 75 auK<;o>itellt voti G. Coradl, Zarieb, 

]3' 



t. Abteihtog. 

iRstrnmeQt Nr. 74 aasgestellt vom geodltliehen taitltyt dar teohniioliei 
Hochiehule MDnobei. 

Diese drei Instrumento repriisentireo das dritte Princif der Snhmann- 
Coradi'Khen Conttruclionen. Mau vorgl. bez. dcsRelbeu eitlen Aufsatz 



Fiü. 7. 
1 Prof. Lorber (Zeitschrift für VermeKsiings Wesen Bd. XVII, 1888; 
fie einen von Seiten dea , Journal dos geometres" herausgegebene 
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Aufsatz von V. Lefran^is (Grono))lo 1890), welchor auch die Theorie 
der übrigen Construotionon Coradi's umfasst. 

Dio Scheibe ist durch eine um eine horizontale Axe drehbare Kugel- 
Schale K ersetzt. An die Stello der IntegrirroUe tritt eine cylindrische 
Integrii-walze , welche gegen dio Kugelschale gedrückt wird. Kugelaxo 
und Walzenaxe schneiden sich.*) Die Drohung der Walze ist pro- 
portional der Drohung der Kugel und dor Entfernung der Berührpunkte 
von Walze und Kugel von dor Drehaxe der letzteren. 

Beim Kugelrollplanimeter erfolgt dio Drehung der Kugelschale K 
durch directe Überti-agung der Drehiuig der Rollen R' R' auf die Axe 
der Kugel. Beim einfachen Kugdpolarplanimeter läuft der Rand der 
Kugelschale diroct auf dem Zeicheni)apicr, während beim freischwebenden 
Kugdpolarplanimeter dio Drehung der Kugel vermittelt wird durch die 
mit feiner Verzahnung versehene Axe a, welche in eine ebensolche 
Verzahnung auf dem Rande oiner Polplatte P eingreift. 

(Dyck, Finsterwalder.) 

76 Planimeter, nach Amsler, construirt und ausgestellt vom nath. neob. 
Institut von A. Ott, Kempten. 

Bezüglich der weiteren Beschreibung sowie der Preise der von A. Ott 
gefertigten Instrumente sei auf den SpecialkatcUog verwiesen. 

77 Zwei Planimeter nach Amsler, construirt und ausgestellt vom math.- 
meoh. Institut von Dennert & Pape, Altena. 

Bezüglich Beschreibung und Preis vergl. Specialkatalog. 



G, Weitere Instrumente zur mechanischen 

Integration. 

78 Zwei Integrraphen. System Abdank- Abakanowicz. Constrnction Coradi. 

Grösseres Modoll ausgestellt von Profossor Lorber, Bergakademie Leoben, 
kleineres Modell aus der kinematischen Sammlung der technischen Hooh- 
sohttle München. 

Während die Planimeter durch Umfahren einer geschlossenen ebenen 
Figur mit einem Fahrstift den Flächeninhalt (oder andere auf die Fläche 
bezügliche Integrale) in einer an der Integrirrollo ablesbaren Zahl er- 
geben, zeichnet der Integraph wähi-end des Durchlaufens einer Curve 

y = f (x) direct die Integralcurve z = f f (x) dx , gibt also nicht nur 

das Endresultat oiner auf ein geschlossenes Gebiet ausgedehnten Flächen- 
bestimmung, sondern den ganzen Verlauf des Integralwertes als Function 

*) Die bei der Ausführung auftretende Abweichung ist ohne Belang. 
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d(»r olxMeu üivnzo. Dit» Grüsst' der z- Werte kann aussordtvm noch an 
oim'in Masstuln? ab^'clcscn winden. 

IHt Grund;r*.'(]iinkr, auf wek-hcm die vorlii'^n'uiK'n Intr^LcrapluMi basiivn, 
ist in der im Toll 1 enthaltenen Al)han(Uun«^ vdii Dr. Amsla- kurz l)e- 
zoichnet. Bezü«;lich der manni-rfarlion interessanten Versuche und Um- 
fonnun«,^on, welche der Appai'at von den eisten Formen bis zu sehicr 
jetzi^'cn einfachen Gestalt ei-fahriMi hat, vergleiche? niaii das iJuch von 
Ahdank-Ahakanoxüicz ^^Les InUgraphes ; la coxirhe integrale et ses appli- 
cations'' Paris, Gauthier Villai-s 1889; in deutscher Ü hersetzung (mit Zu- 
sätzen voi-scheu) von E, Bittcrli, Leipzig, bei Tcubner 1889. 




Fig. 1. 

Das Instrument besteht im Wesentlichen aus zwei Teilen: Dem 
Wagen AV^, der auf vier (bez. beim kleineren Instrument auf drei) Ijauf- 
rollon sieh auf der Zeieheru'bene — in Richtung einer (in der Figur 
vorticalen) Axe x — bewegt. Senkrecht dazu läuft auf dem Kahmen 
des Wagens ein zw(üter kleiner Wa^en Wo, wehiher den Fahi-stift F 
trägt. Beim Durchlaufen der ('urv(» mit dem Fahrstift ci-scheint diese 
somit auf ein Coordiuati'n-System x, y bez<»gen. 

D(»r zweite Teil des Instiiinientes dient dazu, ein liad R, weh'hi»s die 

Integralciu've z = J* f (x)dx zu beschreiben hat, mit seiner Ebene stets 

dz 
der Richtung - = f (x) paiiülel zu stellen: Um einen festen Punkt A 

di»s AVagens Wj ist ein Lineal L drehbar und längs eines in demselben 
befindlichen Sirhlitzes vei-seln'«'bbar. Das Lineal läuft ferner (mit seint^m 
Schlitze) beständig durch einen festen Punkt W des Wagens W^. Da- 
durch wird erreicht, dass dii? Tangente des Neigungswinkels des l^ineales L 

tlz 
\!^i'\*Gn die Richtung der x-Axe sb'ts proportienal ist (U'r Grösse = f (x) 

<L i. der y-Oi*dinate «b-r zu intr^ririMidcn Curve. Durch ein Parallelo- 



IiitccrnlrevLniin^, U. ]gg 

graiiiii) P Willi uüillkh dii- Sti>lluii{,' iks Limals L auf diu RoHe R iibi'i- 
tram>n. Üicsu lotak-rc läiitt aiso bi'iin Diu^chlaufL'u iliT Curvu y = f(x) 



mit dein Fahr^tift in jiiii'in Moim.-nti; in dor I{ii.-htuiiK <lor Tanf^f^iitn an 
<lie Jiiti-nrakiiivi;. l>iis lirni [Wr.. i-in damit v'rbimd.^nor, si^itlirh ;;csti-lller 
Z.'ichi'iistif() hwbioiht also dio Curv z — J f(>;)di[. Piis Kad tt führt 
bei sliinor Bowcgiuig einon eboufalLs auf dum Kahmi'u dos Wagens W, 
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laufondon kleinen Wa^<Mi (in der scliematischeü Fi<^iir wci^j^elasncMi) mit 
Nonius mit sich, tlor die Grössen der z-Onlinate an jiM.U»r Stellt.» auf einem 
auf dem Rahmen aniCt'bitu^litiMi Masstab ablesen liisst. 

Bt»züglich näherer Beschreibung sei auf das oben erwähnte Buch des 
Erfindtu-s verwies(»D. 

Die beigegebeuen Figuren 2 und 3 z<Mgen die gegenwärtig von 
Coradi ausgeführten beiden Modelle der lutographen. 

(Dyck.) 

79 Tafel mit „Intejrralcurvcn*S eine Reiiie von alg^ebraisehen Siuj^ularitaten 
darstellend, mit dem Integraphen von Abdank-Abakanowiez-Conidi 
gezefehnet im Math. Institut der techn. Hochschule München. 

Es ist nicht uninteressant bei der Anwendung der Abdank-Abakanowicz- 
schen Integraphen das successivo Entstehen der Integralcurven zu ver- 
folgen und insbesondere das Entstehen singulärer Punkte dci-selben. 

Auf der Tafel sind die Integrationen der folgenden Ilaupttypen von 
Curven in der Umgebung des Nullpunktes ausgeführt: 

Gruudcurve : Intt^grahmrve : 

I. y = ± X y = t ^ x" 

s 1 

y = X ' u. s. w. 1 . 

^ V = , X* 

Bemihtet man, dass jeder Schnitt der Grundcurvo mit der Abscissen- 
axe einem Maximum bezw. Minimum der Integi'alcurve ontspiicht, jedes 
Maximum bez. Minimum der Grundcurve einen AVendepunkt der Integral- 
cuiTO hervorruft, so kann man (wie dies die jedesmal neben den obigen 
Typen gezeichneten Übergangsformeu zeigen) das Entstehen der rechts 
stehenden Integralcurven nach der Zahl der ihnen entsprechenden (reellen) 
Wendepunkte und Doppeltangenton anschaulit'h verfolgen. 

Noch interessanter ist es, das Spiel des A])parate8 zu beobachten für 
die folgenden T\'pon: 

Grundcui've : Integralcurve : 

1 2 ? 

II. y = X ' 

y = X» 

y = X * 

1 

V = X * u. s. w. 

Jedem Aste der Grundcurve mit vertiraler Tangente entspricht ein 
Zweig mit Spitze in der Integralcurve. Löst man nun die vorstehend 
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I. AWi'iluDR. 

viirzpirhuftL'ii Tyijon duri.-li Dcfirnnatiiin liur (iniinii;urvo (jedesmal wieder 
notwii dem llHU|ittypus |,'0zi.'i(:1itu.-t) in dur Alt auf, dass der Wendepunkt 
mit vei'tiiroloi'TitD^iito KJirli aliümlitrt in duc Curvc mit zwei eiDfaubeo v»r- 
tiwiloüTaiigi'iiten; diu Cun-o mit ricrpUDktigPii vcrtifalun Tangooton in eine 
Boli'ho, wolrho drL'i oiDrachu vcrticalo Toitgoutcn bcBitzt, so «rgolwn wJL'h 
bei der itiui'iinniM'lu'u iLtc^rntiiiii diu tx-haimtcu AunösuDgcti dT oliigou 
siuyulaivu Steilen iu Asto mit zwi^i, mit divi, mit vier u. s. w. Spitzcu. 

(Dyek,) 

-84 Filnf luxtruDieute zur movhanisvlien Ausfilhrunff Terschtedener 
lutetrratiouen , eifundi'n uuU auAgofüJut von J. Amaier-LtlToii & Sohn, 
Wiliaflliausrii. Uiid zwar: 
lutdirratoF (MonicnteiipUntinetßr). 
Store ograph u in oter. 
lutogrirciider ruplordtckounicsiier. 
InteicrlreiidDr WiiruieausduliiiiiugitiiiesHer. 
PrÜcisloDBgiefiillineüsappBrat. 

Integrator (Momeiitenplanimeler). 

Justruiiii'iit zur Bi'stiiimiuug des Flächeninhalts ciuer Figur, sowie des 
atatiaflun Moments und dt's Träi/lKttmiomeiila in Bezug auf ir{,i.'ud eitii; 
Mojiii'Ut^'naxL'. 



Das liistrumi'iit iM'sh'bt im Wi'si'udielien niis einem Wagen, di'ssen 
RiidiT in dir i^. radlinif,'i-n Nutli clmv l.m-nh laufen. Der Wagen tmgt 
dr.>i Zaliiiiüdi-r, deri'ii Duivliiin'sser uud Ziihiiezalilen so giraäblt sind, 
diiNN. ttcnti diis mUlli'VO Zaiiniiid um cimm Winkel b jfdrelit wird, das 
iiuswre Zaiiiirad sieli um 2 a und das innere Zahnrad um 3 a dri'ht. Die 
in'i'li-u lileim'U Ziiliiiriiiiur tni;.-<'n die auf der Zeiuhnungäeliene sanft auf- 
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liogondcn Mossi*üllcn M und I. Am iiiitÜoroQ Zahnrad ist (?iü Ann an- 
gobra(;ht, wck-IiLT ebenfalls eine auf der Zeichüungsflächo laufende Mess- 
rolle A ti'ägt. 

Um eine Figur zu messen, legt man das Lineal so auf die Zeichnungs- 
fläi-ht*, dass, wenn die Qm'i-stücke der beiden Uilfsarme in der Nutli des 
Lineals liegen, ihre Spitzen auf die Mementcuaxe x x fallen. 

Nun Setzt man den Kahrstilt des Instruujents auf einen Tunkt der zu 
messenden Figur, liest den Stand der KoUen A, M, I ab, deren Ables- 
uug(^n n^sp. ay. m^, i^, sein mögen, umfährt die Figur mit dem Fahi^stift 
und liest die Koll(»n wieder ab. 

Sind die Endai)lesungen aj, uij, i^, so ist dann 
Fläeheninhalt A = 0,1 (a^ — a^,) cm* 
Statisches Moment M=0,G (m^ — m^) em . cm* 

Trägheitsmoment I = 10 (aj — iO — 4 (ii — ig) um" . cm''. 

Theorie: 
Bekanntlich gelten für die vorher mit A, M, I bezeichneten Grössen 
die Formeln 

A ^ J y dx 
M -= V« J y* dx 

L ^ v-^ J y^ ^^ 

worin x und y die Ordinaten der eine Fläche begrenzenden geschlossenen 
Curvo bedeuten. 





!Jezugnelnn<>nd auf vorstehende Figur kann nian die Oidinate y 
ausdrin,'k(jn durch die constante l>iin;/e c und den varial»len Winkel «. 
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Es ist 

y = c sin a. 

Substituirt man diesen Ausdruck für y in obigen Integraloii, so be- 
kommt mau 



A = c f sin a dx 
M = -^ f sin "a dx 

I = -Q- f sin 'a dx 



Bekanntlich ist nun 



stn««= 8in(|-2a) ^ 

"2 ■'■ 2 

. , 3 sin a sin 3 a 
sm 'a = 



4 4 

Diese Werte in obige Integrale eingesetzt, gibt 

A = c f sin a dx 

I = -^ f sin a dx — r^ J sin 3 a dx 

Da die Curve, auf welche sich die Integrale beziehen, geschlossen ist, 

so sind in dem Integral fdx ebenso viele negative als positive Elemente 

dx enthalten und es ist daher j* dx = o. 

Die Construction des Integrators ist nun derart, dass die Axen der 
mit A, M, I bezeichneten Rollen mit der Momentenaxe xx die resp. 
Winkel bilden 

«, (|--2a), 3a 

wenn der Arme, welcher den Fahrstiffc trägt, mit der Linie xx den 
Winkel a bildet. 

Wenn der Fahrstift F auf der Linie xx liegt, so sind die Axen der 
Bollen A und I parallel zu x x und die Axe der Rolle M ist senkrecht zu x x. 

Man denke sich nun an Stelle der wirklichen Curve s ein Polygon 
aus unendlich kleinen geradlinigen Stücken, welche teils parallel, teils 
senkrecht zu x x sich unendlich nahe an die Curve s anschmiegen. 

Ein solches Polygon hat bis auf unendlich Kleines denselben Inhalt 
und dieselben Momente wie die von s eingeschlossene Fläche. Bewegt 
man den Fahrstift auf dem unendlich kurzen zu xx parallelen Stück 
PQP^ = dx, so drehen sich die drei Rollen A, M, I um Beträge, die 
gleich sind resp. 

kl sin a dx, ks sin l-^ 2 a\ dx, kß sin 3a dx 
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wobei kl, k2, ks CoDstanten bedeuten , welche von der Länge c und den 
Rollendurchmessern abhängen. Bewegt man den Fahrstift von P^ nach 
P2, so führen die Rollen Drohungen aus, welche nicht in Betracht fallen, 
da sie wieder aufgehoben werden, wenn der Fahratift im weiteren Vor- 
lauf sich von P3 nach P4 bewegt und also der Mechanismus genau die- 
selbe Bewegung im umgekehrten Sinn ausführt, wie beim Durchlaufen 
des Stückes Pi, Po. 

Dieselbe Betrachtung Hesse sich für jedes Element des Polygons 
durchführen. Es werden mithin die Drehungen der 3 Rolle», welche 
früher mit ai — Oq, m^ — m^, ii — io bezeichnet wurden, gleich sein 

ai — ao = kj f sin a dx 

nii — mo = kg J sin ( "- — 2 a ) dx 

ij — io = k3 f sin 3 a dx 

A = ^(a4-ao) 



und folglich 



(A. Amsler.) 



8 1 Stereographometer. 

Instrument zur Bestimmung des wirklichen Flächeninhalts einer sphärischen 
Figur aus ihrer stereographischen Projection. 




Das Instrument besteht im 'Wesentlichen aus den drei Stangen a, b 
and p, den zwei ineinandergreifenden Zahnrädern z^ und z^, und der vom 
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Zahnrad Zj gctraji^enen Messrolle R , wol(^ho mit sanfter Reibung auf der 
ZeichnungslliUilio aufliegt. iJio Stange p trägt einerseits an einem Träger 
die beiden Zahnräder z^ und Zo, von denen Zo dopjielt so viele Zähne 
hat als Zi- Am andern Ende trügt dio Stange p Führungsrollen, welche 
die Stange a reohtwinkelig zu p führen. Bei P ist eine mit d<'m Träger der 
P^ührungsrolltMi starr ver]»undene Nadels])itzo angebmcht welehc in die 
Zeichnungsiläche gedrüekt wird, l^ni die Nadelspitze als Pol dreht sieh das 
iranze Instrument. Die Stange b ist an einem Ende am Zahnrad z» 
l)(>fostigt und dreht sieh mit dieisem um die .AxeCU. Auf der andern Seite 
gleitet die Stange b in einer Hülse S , welche drehbar mit der Stange 
a verbunden ist. Letztere ist bei F mit einem Fah]*stift versehen, 
mit wehdiem man die zu messende Figur umHihi-t. Ändert man 
durch Drehen der Stange b den Winkel ()•, so ändert sieh die Richtung 
der R.oll(?naxe um das Dopi)elte. Die Rolle ist so mit dem Zahnrad Zj 
verbunden, dass der Winkel zwischen der Rolb^iaxe und der Linie C, P 
stets gleich ist 2^. 

Setzt man dii^ Nadelspitze P auf den Fusspunkt des Perpendikels, 
welehes man vom Projectionsmitteljmnkt aus auf die Zei(^hnungsftbene 
fäUen kaim und umfährt die Zeichnung mit dem Fjih!*stift F, so gibt tiie 
Um<lrehung der Rolle R mit einer Constanten mnltipli(!ii-t, den Fläclu'u- 
inhnlt der sphäris<.*heM Figur, deren Projeijtion man umfahren hat. 

T h e r i e : 

Man denke sich eine um M als Mittelpunkt bescliriebene Kugel, 
welche die Z<Mchnungscben<' im Punkt P berührt. 

Ol P sei der KugclduivlimessiM*, welcher senkrecht auf dor Zeichnungs- 
ebeue steht. 




Irgend ein Punkt F der Figur s in der Z<M(;hnungsebene ist dann das 
stcMcogi-aphischii lUld des Punkt«»s F' auf der Kugeloberfläche. 

Bczeicdinet man mit (jl den Winkel P M F' und mit <p den Winkel, 
welchen die Ebene P ('i F' mit einer festen, durch P Ci gehenden Ebene 
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einschliosst, so ist bekanntli(;1i dcT Flächeninhalt cinvr Figur s' auf der 
Kugol ghMch 

A' — ' r «-OS jL (] 'f 

worin di(* Integration über d<'n i^anzen l'nifanf; der Kigur zu erstrecki'U ist 
Beachtet man, dass jj. = 2 ö-, ko erhiilt man auoh 

Jst Fl ein auf (h'r Curve li(»gen(ler zu F henaelibart(M' Purdvt, so ist 
offenbar Winkel F P F, =^ d«. Nun denke man sieh das Dreiiv^k 1* (\ F 
in die Zeiohnungsebene heruntergeklappt und die Eukpunkü* desselben 
mit d(>n gleiohbezeichneten Punkten P (\ F des Instruments id(Mitifieii*t. 
Bewegt man den Punkt K auf der gezeichneten (-urve s in eine Ix'naeh- 
bai-te Ijige F^, so ist wicnler <^ F P Fi = d'^. 

Sehen wir nun zu, wie gross die Al)wicklung der Holle R wird, wenn 
sich F nach Fj bewegt. Statt d(Mi Fahi'stift F direct nacdi Fi zu füliren, 
l)owege ich denselben zuerst auf einem Kreisbogi^i FFo, dessen Winkel- 
öflFuung dcp ist und daini ei-st von Fo nach Fj. Denkt man sich die ganze 
Curv(^ s in derselben Ai-t durch wand<'rt, so beschreibt der Fahrstift eine 
Curve, deren Inhalt von demjenigen der C-nrve s nur unendlich wenig 
vei^schieden ist. Dasselbe wird der Fall sein mit dem coriesj»ondiren<len 
Punkt F' auf der Kugel. 

Bewegt sich F nach Fo, so dreht sich das ganze Instrument um d(Mi 
Punkt P; die relative Stellung der verschiedenen Teih» des Instruments 
bleibt dabei unverändert. Wird die Entfernung des Berührungspunktes 
der Kolle R vom Pol P mit 1 bezeichnet, so bewegt sicii R auf dem 
Kreisbogen 1 d», wenn sich F nacli Fo bewegt. Dabei dreht »ich die 
Rollo um <len Betrag 1 sin a d(p, weini Winkc^l P R Cj = a. 

Bewegt sich F von h\ nach F^, .so findet keine Drehung um den Pol 
P statt; nur die Stange b dndit si(^li um dvn Winkel ^ um den 
Punkt Co; dies hat eine Drehung 2 di)" «les Zahnrades Zj zur Folge 
und die Holle dreiit sich daher um den Betiag H (\ 2 d^. Dabei ist zu 
beachten, da.ss R Ci eine Constantc ist. 

Wenn sich dor Fiihi-stift von F nach Fj bewegt, so ist mithin die 
Drohung der Rolle gleich 

du = lsinad'f + RC, 2dt^ 

und hat der Fahi-stift die ganze Curve durchlaufen, so wird die resul- 
tirende Rollendrehung 

u = Jlsinad^p +2 H Ci Jd^. 

Wie aus der Figur ei*sichtlich, ist 

lsina = HC, + PC, C0S2Ö' 
oder da P Cj = ]> ist, 

I sin a =- R Ci + p COS 2^, mitbin 
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u = R C, J cl<p 4- p J cos 2 «• dcp + 2 R Cj J (!(»■ 

Lie^t der Pol aussorhalb der Curvo s so ist f dcp =0, liegt er inner- 
halb der Ourvo, so wird f dtp = 2 it. Da die Stange b am Ende der 
Bewegung wiedin* die Anfangslage annimmt, so ist oflenbar nnter allen 

Umständen J dÖ-irro und Iblglieh 

u = p J cos 2 tfd'l', wenn P ausserhalb der Curvo s liegt und 

u = 2 t: R (.\ -r p f cos 2 t^-d'f , wenn P iimerhalb der Curve s liegt. 
Vergleicht man diese hier gefundenen Ausdrücke mit der für den 
Flücheninhalt A' der sphänschen Figur aufgestellten Formel, so erhält man 

A* = V u. oder A' = , u — - — ^ 
4 4 2 

je nachdem der Pol P ausserhalb oder innerhalb der Curvo s liegt. Die 

n IC R C 

Grössen- und p -- * sind Constante des Instruments. 

(A. Amsler.) 
82 Integrircndcr Papienliekenincsser. 

Dieses Instrument dient zur Bestimmung der mittleren Dicke eines Papior- 
oder dünnen Blechstreifens. 




Wird ein Papiei-streifen von bestimmter Dinge über eine Cylinder- 
fläche gelegt, so hat der Papiei-streifon, auf der convexon Seite gemessen, 
eine» grössere Ijänge, als auf der eoncaven Seite. Der Längenuntei*schied 
hängt ab von der Krümmung der CylinderfUlche und von diT Dicke des 
Papiei*s. Diese Thatsache wird in dem Instrument voi*wei-tet zum Messen 
der Papierdic^ko. Der zu mess(Mide Papierstreifen, dessen liänge man 
übrigens nicht zu k(Mmen braucht, wird zwisclien zwei gegeneinander 
liegenden Rollen durchgezogen und zwar so, dass sieh der Streifen ein 
Stück weit anf eiru» der beiden RoUon anliegt. Diese Rollo misst dann 
die iJinge der eoncaven Seite des Stn^fens, die andere Kolle dagegen 
misst die eonvexe Seite. Sind die Rollendurchmesser bekannt, so be- 
stimmt sicli die Papierdicke aus dem Verhältnis der Rollenumdrehungen. 
Es sei ri der Radius der Messrollo Ri, r^ der Radius der Rolle R.^^ ^ 
die unbekannte Dicke d(\s zu nu^ssenden Papiere, 91 die Drehung der 
Rolle Ri und 'fo <li^ con*espondirende Drehung der Rolle Rj. Dann hat 
man die Gleichung 

?i {}\ + tl) = 9a rj4 
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woraus sich ergibt 






Wie auf^ dieser Form(»l ersichtlich ist, kommt es zwar auf die Länge 
des Papiei-streifcns nicht an; derselbe soll jedoch so lang sein, dass »i und 
9-2 merlclich vei-schieden wei-den. 

Der ausgestellte Apparat ist ein V(»rsuchsapparat und soll nur das 

Pi'incip veranschaulichen. 

(A, Amsler.) 

83 Inteprrireader Wilrmeaasdehnnngsmesser. 

Dies(^s Instrument dient zur Bestimmung der relativen Ausdehnungscoeffi- 
cicnten von Metallen, von denen man nur ganz kleine Stücke zur Ver- 
fügung hat. 




Dreht man eine runde Scheibe, auf deren Rand eine zweite drehbare 
Soheil)e mit schwacher Reibung aufliegt, so wird die zweite Scheibe von 
der ersten auch in Drehung veraetzt und zwar verhalten sich die Droh- 
nngen der beiden Scheiben umgekehrt wie ihre Umfange. Sind dio beiden 
Scheiben aus demselben Material gc^maoht und hal)en sie unter sich gleiche 
Temperatur, so wii-d sich das Verluütnis der Umfange der beiden Scheiben 
nicht ändern, wenn man die Temi)eratur ändert, das Verhältnis der Dreh- 
ungen wird daher nach wie vor dassc^lbe bleiben. 

Bestehen dagegen die beiden Scheiben aus verschiedenen Materialien, 
deren Ausdehnungscor»ffi<;ienten vorschiedcni sind, so ändert sich bei einer 
Temperatursinderung auch <las V«'rhiütnis der Umfange und es wird sich 
in Folge dessen auch das Verhältnis der Drehungen ändern. Diese 
An<lerung des Vorhältnissc^s der Drohungen bei verschiedenen Temperaturen 
gibt nun ein Mass zur relativen Bc^stimmung des Ausdehnungscoefficienten 
der beiden ScheilxMi. Zu bemerken ist, dass es gar nicht nötig ist, dass 
die beiden Scheiben genau rund sind. 

Das Princi]) des Apparats kann auch angewendet wenlen, um Tempe- 
raturen zu messen; ferner li(»sse es sicsh zweckmässig anwenden zur 
genauen R(»gistrining dei Durchschnittstemperaturen während längerer 
Zeit. Man würde zu diesem Zweck die Scheibe S^ des Apparats von 

14 
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der Minutenaxe einer gewöhnlichen ühr antreiben, die andere S2 aus 
einem andern Material, dessen Ausdehnungscoi'fficiont von demjenigen der 
Scheibe S^ stark vei-schieden ist, auf der Scheibe Si laufen lassen. 

Der ausgestellte Ajiparat soll nur das Princip vei'anschauliclien. Ein 
für genaue Messungen tauglicher Apparat müssto sorgfältig in einem 
Wärniekasten eingeschlossen sein, dessen Temperatur man nach Belieben 
reguliren könnte. 

Um den Apparat als genaues Thermometer zu gebrauchen, müsste 
man die relativen Tourenzahlen der l>eiden Scheiben bei zwei genau her- 
stellbaren Temperaturen (z. B. beim Gefrierpunkt und beim Siedepunkt 
des Wassers) bestimmen und so die Oonstauteu des Apparats foststellcn. 

A. Amsler.) 

84 PrtlelsloDSgenillmessapparat. 

Dieses Instrument dient zur genauen Ermittlung der NiveaudifFerenzen 
an verschiedenen, nahe bei einanderliegenden Stellen eines fliessenden Ge- 
wässers, gleichgiltig, ob dessen Oberfläche ruhig oder wellig sei. Die 
Beobachtungsstellen wählt man beim praktischen Gebrauch 10 bis 50 Meter 
von einander entfernt. Das Instrument kann daher unter anderem auch 
zweckmässig zum Studium der Variationen des Wasserstandes im Quer- 
profil eines Flusses und überhaupt in Fällen verwendet werden, wo sich 
directes Nivellement der Kleinheit der zu messenden Höhenunterschiede 
wegen oder wegen Wollenbewegung nicht ausführen lüsst 

Der Ai)parat basirt auf dem Princip der communicirenden Röhren. 
An den beiden Stellen, deren Niveaux verglichen werden sollen, werden 
die Enden von zwei Bohren bis auf den Grund des Gewässers ver- 
senkt, die Mündung nach abwärts gerichtc^t. Am Ufer woitlen die 
beiden Itöhren unten an zwei vertioale, oben communicironde Glas- 
röhivn ang<\schlossen. Nun wird die Luft so lange aus dem Röhren- 
system ausgepumpt, bis in den Glasröhren Wassersäulen sichtbar werden. 
Die Ilölienditierenz dieser beiden Wiussersäulon ist dann gleich* der 
Niveaudifferenz der beiden beobachteten Stellen des Gewässers. 

(A. Amsler.) 

85 Smith^s Integrator speciell zur Answertang der Arbelt Id Verblnd- 
nng mit Djnamometerii oder Ergometerii bestimmt, Construirt von 
Prof. F. J. Smitli, Trinity College Oxfoixi. 

Dies Instrument besteht wesentlich aus drei Teileo, einem horizon- 
talen Cylinder 0, einer Halbkugel H und einer der Axe dos Cylinders 
parallelen Stange S. Der Cylinder wird von einer Axe getragen, die sich 
mit ihm dreht, während der Cylinder selbst sich frei auf der Axe hin 
und her bewegen kann. Die Halbkugel kann sich um einen verticalen 
Durchmesser und ebenfalls um ihre horizontal liegende Symmotiieaxe 
drehen. 



Die Stange, welche sinli nur iü ihi/r eigoucD Richtung hin und her 
bewogoi) kann, ti%t reclit winklig na ihrnv Läiigsriohtung eiocD Arm mit 




eJDom Schlitz, in dem ein fest mit der Symmotrienxo der Ilnlbkagcl ver- 
bundener Stift E gluituu kann. Wird die Stange um eine Länge i) vor- 




wlirts gpHchobou, so diTht sieh die Hnlbkugol am die votticale Aie um 
einen Winkel f, so dass a sinip = y. vii) a die Entfcrming des Stiftes vom 
Contruni der llalbku^'ol ist. Zugleich wird der Cyllnder anf seiner Axe 
verHchebcn, Wii-d nun die lliUbkugel um die Kymmctrieaxe um den 
Winkel dy gedreht, so dreht sich der Cylinder um einen Winkel dO so 

14» 
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r 
dass c d0 = R d<|/ wo R = r sin<p =— y, r der Radius der Halbkugel, 

r 

c der Radius des Cy linders ist. Wir erhalten also d = — y d<|/. 

ac 

Die Drehung der Halbkugt?! wird durch eine Schnur bewirkt, welche 

um eine am Rande der Halbkugel eingeschnittene Rinne läuft. Der 

Winkel d^* ist daher proportional der Strecke dx, um welche die Schnur 

sich bewegt hat. So folgt: 

dB = Aydx und 



/ 



ydx = Be 



wo A und B von den Dimensionen des Instrumentes abh&ngende Coa- 
stanten bedeuten. 

8 wird durch ein Zählwerk an der Cylinderaxe gemessen. 

Die besondere Art, in welcher x und y dem Integrator zugeführt 
werden, ist dadurch bedingt, dass das Instrument bestimmt ist in Ver- 
bindung mit einem Erg-messer benutzt zu werden, und zw^ar ist dann 
y die Kraft, x der unter der Wirkung der Kraft zurückgelegte Weg. 

(F. J. Smith.) 

Harmonie Analyser yon Lord Kelvin (C. William Thomsoa), Universität 
Cambridge. 

Bezüglich der Beschreibung des Apparates sei auf den im ersten Teil 
befindlichen Bericht von Henrici über Harmonische Analysatoren, sowie 
auf die im ersten Teil der „Natural-Phüosophy*' von Thomson (2. Auf- 
lage, Cambridge 1879) enthaltenen Aufsätze über „Continuirliche Rechen- 
maschinen" (abgedruckt aus den Proceedings der Royal Society) verwiesen. 
Diese Aufsätze umfassen die folgenden Beschreibungen: 

1 . Flut rech nungs-Masohine. 

2. Maschine zur Auflösung eines Systems linearer Gleichungen. 

3. Eine Integrirmaschine mit neuem kinematischen Princip : „Scheiben-, 
Kugel- und Cylinder-Integrator". 

4. Instrument zur Berechnung des Integrals aus einem Product 
zweier gegebener Functionen. 

5. Mechanische Integration linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit variablen Coöfficientcn. 

6. Mechanische Integration der allgemeinen linearen Differential- 
gleichung von beliebiger Ordnung mit variablen Coefificienten. 

7. Harmonischer Analysator zur Berechnung der Flutconstituenten; 
zweite, dritte Flutconstituenten. 

87 Tide-Predlctor (Flvtberechnnngrsmasehlne), von Lord Kelvia (W. Thomton), 

Universität Cambridge; Photographische Abbildung, ausgestellt vom Soatii 

Kentiagtoa Mateam. 
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Man vergleiche hierzu ebenfalls den im 1. Teil enthaltenen Aufsatz 
von Henrici, sowie die genannten Aufsätze in Thomson's Natural Philosophy 
und den Bericht von H. Scott und K. H. Curtis in den Proceodings of 
the Royal Society. 

James Thomson's ^^Ball and DIsc Mouvemeiit^' Photographische Ab- 
bildung des Scheiben-Kugel- und Cylindcr-Integrators von James Thomson 
Ausgestellt vom South Kensington Museum London. 

Man vergl. hiezu die Ausführung in den Aufsätzen von Amsler und 
Henrici in Teil I dieses Kataloges. 

Instrnmeiit sar AnfeelchiiaBg harmonischer Curren von Lieui 
General R. Strachey, London. 

Yergl. den mehrfach genannten Aufsatz von Henrici in Teil I des 
Kataloges. 

Harmonlseher Analysator, von Prof. 0. Henrici, city and guilds of London 
Institute. 

Man vergleiche hiezu den Aufsatz von Henrici über Harmonische 

Analysatoren im I. Teil dieses Kataloges, sowie die nachstehende Figur, 

die noch kurz im folgenden erläutert sei* 




Ein Wagen W lliuft mit zwei Rädern auf der Schiene SS, ein Lauf- 
rad L dient als dritte Unterstützung. Der Wagen trägt die Axe e mit 
den Registrirrollen Rj und Rg, welche auf der Platte P rollen, und den 
Fahi-stift F, welcher immer die obere Erzeugende des Cylinders bestreicht. 
Die Axe der Scheibe H ist mit der Axe s durch die Stangen A, A ver- 
bunden, welche durch ein Chamier um B frei beweglich sind. Die Dreh- 
ung des Cylinders C wird durch das vertical stehende (auf der Axe ent- 
sprechend verschiebbare) Rad VV auf die Scheibe H übertragen. Durch 
die endlosen Stahlbänder wird dann weiter die Drehung der Scheibe H 
auf 8 übertragen. Im Modell liegt die Schiene S unter der Platte P. 

(0. Henrici.) 



I. Abteilung. 

HurmonlDcher Analysator, uoti^truiit von den llorreo A. Sonnerfald 
UD(i E. Wiectiert, vurffitigt in dt;r mutlicmatisclieii Abteilung den pbysi- 
kalisi'hea luslitub /u Kuulgsl'Ut'^' unter LoituiiK von Herru Prof. Volkmun 
vun dum Mechaniker dos lustitutä Herru GroSB im Laufe dos Jalireü I890- 
ausgeätulit vutii Physikallsolisii listrtut der Univ. K6ii|«bBrg. 

Die Masoliino, \VL<li'ho iu der bit^uuf; der l'li}'ttil!ali>Ji:h-ökoDoniiKcfaea 
GcsellscLaft ku Küui^rsWrg im llui ltJ!)l dciiionstrirt uud zum entten- 
male ia den SL'biiftuti dci'sclbL-ii, linatl 3^ Sitzuugsbor. pag. 38, vcrüffeDt- 



Fis. 1- 
lioht wunlu, hat die Aufgiihc, aus den (etwa durch Budbiichtung) w 
BObunen Werten einer wiUlcüiIiulion Functinn y = f (x) die Coifficienten 
ihrer Fottrirr'si^ien EntwickHiing £u ennittolii, d. h. diu Grössen Ho, 'm 
in der Uloichung; 

y = a„ + a, cos s + b, sinx + a^cosSs+b, sinSx ... 
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Es geschieht dieses durch Auswertung der bestimmten Integrale: 
an = — I f (x) cos nx dx, bn = — 1 f (x) sin nx dx ; 

t/ *^ 

als specieller Fall tritt die einfache Integration auf bei dem Coefficienten 

ao = £r~ I ^ (x) dx. 



1 r' 

c/ 



Zu Beginn ist die Curve, welche die vorgelegte Function darstellt, 
auf eine mit Papier beklebte Walze aufzuzeichnen; sodann werden die 
Coefficienten nacheinander bestimmt. Hierbei können zwei Frocesse un- 
terschieden werden, welche in praxi gleichzeitig stattfinden: 1) die Con- 
stmction der Curve z = f (x) cos nx bezw. z = f (x) sin nx aus der 
gegebenen Curve y = f (x), 2) die Integration dieser neuen Curve, d. h. 

/»2TC 

die Auswertung von I z dx. Diejenigen Teile, welche der Construction 



/2TC 
zdx. 




dienen, liegen vom, d. h. dem Arbeitenden zugekehrt; (in Figur 1 be- 
findet sich die vordere Seite rechts); sie gruppiron sich um eine ver- 
ticale Axe, welche ConstrtKtionsaxe genannt werden soll. Diejenigen 
Teile, welche der Integration dienen, liegen um eine hintere, gleichfalls 
verticale Axe, die Integrationmoce (auf der linken Seite der Figur 1). 
Ein oben befindlicher Schieber übernimmt die Vormittelung zwischen den 
vorderen und hinteren Teilen. Zur Vereinfachung der Beschreibung 
werden einige unnötige Annahmen über Grösse und Lage einzelner Teile 
gemacht, auf welche später hingewiesen werden wird. 

Construction. 

Vergleiche Fig. 2, welche eine Ansicht von oben darstellt. 
C und J sind die Durchstossungspunkte der Constnictions- und 
Integrationsaxe mit der Ebene der Figur. Die Walze abcd, welche die 
gegebene Curve trägt, hat eine Länge von 210 mm und einen Um- 
fang von 200 mm. Ihre Axe liegt bei den sogleich zu beschreibenden 
Bewegungen stets in derselben horizontalen Ebene und schneidet die 
Constructionsaxe. Die Curve ist bezogen auf ein rechtwinkliges Coor- 
dinatensystem, dessen y-Axe ef der Walzeuaxe parallel und dessen 
x-Axe auf einem durch C gehenden Kreise die Walze umläuft Durch 
einen von der Walze wenig abstehenden Faden ef wird die jeweilig 
höchste Linie auf der Walze markirt. Der Schnitt P desselben mit der 
gegebenen Curve bestimmt in jedem Augenblicke zu dem in Frage kom- 
menden X das zugehörige y = CP. Ein zweiter Faden g h, dicht über 
dem ersten, ist an dem Schieber ghik befestigt. Der Schieber ist nur 
in der Richtung CJ beweglich; diese gibt die z-Richtung der zu con- 
struirenden Curve an und zwar sei im Punkte C die z-Coordinate gleich 0. 
Ist nun der Winkel <p zwischen Walzenaxe und z-Richtung in jedem 
Augenblicke gleich nx bezw. nx — Jic, wobei n den Index des auszu- 
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wertenden Coefficienteu bedeutet , so wird CQ = f (x) cosnx := z bezw. 
CQ = f(x) sin nx = z. Die Ordinate der zu construii*enden Curve ist 
also gegeben durch diejenige Strecke, um welche der Faden gh aus 
seiner „Null-Stellung" g' h' VLM'schoben werden muss, damit er durch den 
ausgeschnittenen Curvenpunkt P hindurchgeht. 




Fig. 2. 

TTm dem Winkel cp die verlangte Grösse zu geben, wird die "Walze 
in zweifacher Weise gedreht ; erstens um ihre eigene Axe, so dass x sich 
mit der Geschwindigkeit V ändert, zweitens um di(^ Construetionsaxe mit 
der Winkelgeschwindigkeit W = nV. V ist proportional mit V', der Winkel- 
geschwindigkeit der Walze bei ihrer Dr(»hung um ihre eigene Axe. Das 
Verhältnis von V und V' hängt, ab von dem Masstab, den man bei der 
Zeichnung der Curve für x benutzt. Die Anfangslage der Walze ist 
parallt^l oder senkrecht zur z-Richtung, je nachdem es sich um ein Cosinus- 
oder Sinus-Glied handelt. 

Integration. 

Wollte man an dem Schieber einen Zeichenstift befestigen, 
so würde dieser auf einen mit der Geschwindigkeit V bewegt^^n 
Papiei*streif(»n die Curve z = f(x) cosnx bezw. f^^x) sin nx aufzeichnen. 
Statt d«?ssen wird die Integration dinget angeschlossen, indem an Stelle 
des fingirten Stiftes ein Integiationsrädchen v angebracht wird, wie es 
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von Anider's Planimeter her bekannt ist. Diese» ist um sein«) in der 
z-Richtung gelegene Axo leicht beweglich. Es rollt auf einer Scheibe 
aus Spiegelglas, der Integratiousscheibe, welche um die Integrationsaxe 
mit der Wink(^lgeschwindigkeit U rotirt. U und V sind einander propor- 
tional. K bedeutet den Berührungspunkt des Radunifanges mit der 
Scheibe. Ändert sich x um dx, so dreht die Scheibe sich um den Winkel 
U/v dx. Dadurch wird dem Rädchen eine Drehung übermittelt^ welche 
propoiüonal ist erstens zu dx, zweitens zu JK, dem Abstände des Rädchens 
vom Scheibeumittelpunkte. Es soll angenommen werden, dass r in J be- 
rühre, wenn der Faden des Schiebers gh durch C geht Dann ist 
JK = Cy=rz; die Drehung des Rädchens wird proportional zu zdx und 



seine Gesamtdrehung, während x um 2 n wächst, proportional 



J2TC 
z dx. 




Um also den Wert des gesuchten Integrales (bis auf einen Factor, der 
besondei"s bestimmt wird), zu erhalten, hat man nur die Zahl der Um- 
drehungen des Integrationsrädchens abzulesen, was vermittelst einer 
Teilung auf dem Rädchen uud zweier Zählscheibeu bis auf 5 Stellen ge- 
schehen kann. 

Herstellung des verlangten Verhältnisses zwischen 

U, V, W. 

Hierzu Fig. 3, welche eine Seitenansicht der vorderen Teile darstellt. Um 
die Bedingung W = nV zu erfüllen, ist auf der Walzenaxe ein Stahl rad 
mit dem Radius s angebracht. Dieses liegt auf der oberen, ebenen, hori- 
zontalen Fläche eines Eisonringes T auf, der mit der Constmctionsaxe 
concenti'isch ist und sich um diese mit der Winkelgeschwindigkeit R 
dreht. Der Abstand dos Autlagepuuktes von der Constmctionsaxe sei 
S. Dann wird vermittelst des Rades s der Walze die Rotationsgeschwin- 
digkeit \' erteilt, die der relativen Geschwindigkeit R — W des Ringes in 
Bezug auf die Walzenaxe proportional ist, V' = S/s (R — W). V' steht 
in constantem Verhältnis zu V und zwar wählt man meistens V = 4 V. 
Aus der Bedingung W = nV folgt also eine Bedingung für das Verhältnis 
von R und W. Dieser in praktischer Weise zu genügen, war die eigent- 
liche Schwierigkeit bei dem Bau der Maschine. 

Es sind an der Constmctionsaxe 2 vei'schiedene Systeme beweglicher 
Teile zu unterscheiden, ein inneres und ein äusseres^ mit den bez. 
Rotationsgeschwindigkeiten W uud R. Zu dem inneren gehört die Walze 
mit dem Stahlrad s, die Stahlaxe A und auf dieser befestigt das Rad n, 
zu dem äusseren der Ring T, das „Übortragungsrad*' 0, die Kapsel K, 
welche ri umschliosst. An K und ist ein Gehäuse H befestigt, in 
welches ein Rollenpaar (r^^ i\) mit gemeinsamer Axo a eingeschoben 
werden kann ; r^ legt sich gegen rj, r^ gegen den feststehenden Klotz G, 
der ein Rad ra ropräsentirt. In dem Klotz befindet sich die Kernspitze, 
auf der die äusseren Teile laufen. Die Spitze der Axo A für die inneren 
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Teile liegt auf der Basis von K auf. Dem äusseren System \iird oun die 
"NVinkelgesuhwindigkeit R primär erteilt. Weil sich r^ gegen das feste 
Kad u anlogt, kommt aussei-dom eine Drehung des KoUenpaai'es um die 

Axe a mit der Winkelgeschwindigkeit R -- zu Stande. Weil sich ferner 

r4 mit dem beweglichen Rad r| berührt, wird diesem und gleichzeitig 

dem gesamteo inneren System eine Winkelgeschwindigkeit W= fl ^^)r 

erteilt. Man kann nun die Grö.sse von Tj und r^ so bestimmen, Haas das 
oben erwähnte Verhältnis zwischen W und R stattfindet. Die Bestimmung 




Fig. 3. 

fällt vci"schieden aus für die verschiedenen Glieder der Reihe, deshalb ist 
dem Gehäuse 11 für jedes Glied ein neues Rollenpaar einzufügen. Damit 
die Dimensionen aller RoUcnpaaro in passenden Grenzen bleiben, musste 
dem Klotz G eine h^rassonförmigc Gestalt gegeben werden, so dass 3 ver- 
schiedime Räder r^ zur Verfügung stehen. Die Grosse von r^ ist ein für 
alle Mal fest. Die Herstellung der Räder wird erleichtert und die Ge- 
nauigkeit vergrüssort durch den wichtigen Umstand, dass man im Stande 
ist , bri gogobouen Radien rj, r^, rg, rj^ das Verhältnis W : V innerhalb 
gewisser Grenzen beliebig zu variiren und somit auf den erforderlichen 
Wert n zu bringen, dadurch, dass man den Abstand S des Rades s 
von der Constructionsaxe verändert, indem man die Walze mittelst der 
Mikrometerschraube M in Richtung ihrer Axe verschiebt. 



IntegralrechDUDg. G. 219 

Ausserdem war verlangt, dass die Winkelgeschwindigkeit D der 
Integrationsscheibe proportional sei zu V oder, wass dasselbe ist, zu R. 
Um dieses zu erreichen, ist an der lutegrationsaxe ein Rad, das „zweite 
Übertragungsrad'' befestigt, welches sich gegen das erste Übertragungsrad 
anlegt. Dann verhalten sich U und R wie die Radien der Über- 
tragnngsräder. 

Bei sämtlichen Geschwindigkeitsübertragungen, von denen die Rede 
war, kommen Beümngsräder und nicht Zahnräder zur Anwendung. 
Zahnräder, welche ebenso genau arbeiten, wie gedrehte Roibungsräder, 
würden ausserordentlich kostbar sein und höchst wahrscheinlich ihre Ge- 
nauigkeit bald einbüssen. Andererseits wurde vor der Anwendung der 
Reibungsräder festgestellt, dass dieselben tadellos functiouiren , wenn 
1. der Druck, mit dem sie aneinandorgepresst werden, genügend gross 
und 2. der W idei'stand, der sich ihrer Bewegung entgegensetzt, genügend 
klein ist. Diesen Bedingungen musste überall Rechnung getragen werden. 
So werden die beiden Ubertragungsrädor durch eine Feder aneinandor- 
gepresst; eine andere Feder drückt das Rollen paar {r^, r^) gegen die 
Räder r^. t^. Die zweite Bedingung eines geringen Widerstandes wiixi 
bei der Genauigkeit, mit welcher die Maschine gearbeitet und justirt ist, 
und der geringen Geschwindigkeit, mit welcher sie gedreht wird, von 
selbst erfüllt. 

Gebrauch der Maschine. 

Zur Orientirung dient Figur 4. Auf derselben erblickt man 
links ein Uhrwerk mit Gewichten, welches die Maschine in Bewegung 
setzt. Zwar ist eine gleichmässige Geschwindigkeit der Bewegung 
theoretisch nicht erforderlich , da immer nur die Verhältnisse 
von Geschw^indigkeiten in Frage kommen, aber praktisch dennoch wün- 
schenswert, weil die schweren Metallmassen zu träge sind, um plötzliche 
Geschwindigkeitsänderungen fehlerfrei mitzumachen. Der Arbeitende be- 
findet sich nicht unmittelbar an der Maschine, sondern beobachtet durch 
ein Femrohr in der Eutfeniung von 3 m. Hierdurch wird einmal die 
Bequemlichkeit ausserordentlich vermehrt, andererseits worden parallaktische 
Fehler bei der Einstellung des Schiebers vermieden. Über dem Faden 
des Schiebers befindet sich ein Spiegel, in welchem der Beobachter das 
Bild der Walze und der beiden Fäden erblickt. Seine Aufgabe ist es, 
den Schnittpunkt der Fäden beständig auf die Cun'e einzustellen. Zu 
diesem Zwecke dreht er mit seiner Rechten eine Kurbel, durch die ver- 
mittelst einer Uebortragungsstangc und einer Schraube der Schieber be- 
wegt wird. Eine Schnur zu seiner linken führt zu einer Bremse des 
Uhrwerks. Durch diese kann das Uhrwerk angehalten oder sein Gang 
verlangsamt werden. Das letztere ist wichtig, wenn die Curve sehr steile 
Partien hat oder gar unstetig verläuft, so dass es bei unverminderter 
Geschwindigkeit derselben zu folgen schwierig bez. unmöglich wäre. 

Als ein Vorzug der Maschine darf es angesehen werden, dass die 
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Aufzeichnung dvv Curve mit der Maschine solbst geschehen kann, ohne 
dass es nötig wäre, neue Hilfsmittel zu benutzen. Zu diesem Zwecke 
wird die Walze in der Z-Kichtung festgestellt, in gleicher RichtuDg ein 
Masstab an dem Gestell der Maschintj augebracht. Auf dem Schieber 
befindet sich eine Marke, welche sich gegen den Masstab anlegt; man 
stellt mit dieser die Y-Coordinat(^ des zu z(»ichnenden Ourvcnpanktes ein. 
Für die Einstellung der X-Coordinate wird das Übertragungsrad benutzt, 
auf dem eine Teilung angi'bracht ist Dreht man dieses um einen Sealen- 
teil voi*wärts, so bewegt sich die Walze um ein bestimmtes entsprechendes 
Stück. Der an d(mi Schieber befestigte Zeichenstift ist eigentümlich 
construii't. Er ist in einer Hülse drehbar und wird durch eine Feder 
von der Walze abgehoben. Will man einen Curvenpunkt markiren, so 
drückt man den Stift herunter und erteilt ihm eine Rotation um seine 




Fig. 4. 

Axe. Er wird im Allg(*mein(?n (?inen kleinen Kreis zeichnen, dessen 
Mittelpunkt in jedem Falle dcjn richtig(»n Punkt darstellt. Auf diese 
Weise werden Fehler wegen exeentrischer Lage des Stiftes oder un- 
gleich massiger Abnutzung der Siiitze mühelos vermieden. Mehr noch 
würden ins Gewicht fallen Fehler, welche durch Verzerrung oder Ver- 
bie^aing d(»s Papiei-s hervorgerufen winden müssten, wenn man die Zeich- 
nung etwa auf dem P«Msbrette ausführen und das Papier nachträglich 
auf die Walze bringen wollte. Diese sind bei der beschriebenen Methode 
von vorn herein ausgeschlossen. 
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Ist die Curve aufgezeichnet, so kann man zur Coefficientenberochnung 
schreiten. Mao setzt zunächst das zu dem betreffenden Gliede gehörige 
Rollonpaar ein, giebt der Mikrometei^schrauhe die entepreehonde ein für 
alle Mal bestimmte Stellung, r(»gulirt die Anfangslage d(»r Walze und 
zwar in verschiedener Weise, je nachdem ein Sinus- oder Cosinusglied 
berechnet wei-den soll; endlich liest man die Stellung dtvs Integrations- 
rädchens vor und nach der Intt^gration ab; die Differenz der Ablesung 
ergibt bis auf einen Factor den gesuchten Coefficäenten. 

Was die Justirung betrifft, so ist es nur nötig, die folgenden 3 Axen : 
die Integrationsaxe , die Drehungsaxe des oben beschriebenen äusseren 
und die des inneren Systemes parallel zu stellen, die beiden letzteren 
Axen zu centriren und die Schienen zu reguliron, zwischen denen der 
Schieber gleitet. Dagegen ist es z. B. nicht nötig, dass die Axe der 
Walze und der Kreis y = o, wie der Einfachheit der Beschreibung 
wegen angenommen wurde, durch die Constnictionsaxe hindurchgeht, ein 
umstand, welcher bei der Einrichtung der Miicrometersch raube benutzt 
ist; auch ist die genaue Lagerung des Planimetorrädchens gleichgültig. 

Um von der Gefiauigkeit ein i'ichtigQS Bild zu erhalten, fa.sse man die 
Integrationszahlen geometrisch als Amplituden der betreffenden Sinus- 
(Cosinns-) Function auf. Sie lassen sich dann in Millimetern angeben 
und zwar liegt ihr Wert bei den Dimensionen der Maschine zwischen 
und 100 mm. Der Fehler ist dabei stets kleiner als Vio mm. Eine 
etwaige üngenauigkeit in der Bewegung des Rädr^rwerkes ist an einem 
Teilkreise zu erkennen. Dieselbe wird durch Interpolation zwischen 
2 Beobachtungen leicht herausgeschafft. 

Unterschiede mit Sir W. Thomson's Harmonie Analysor. 
Dieselben bestehen hauptsächlich in folgenden Punkten: a) Während 
bei dieser Maschine die einzelnen Glieder nacheinander berechnet werden, 
liefert die Thomson'sche Maschine die Coofficientcn gleichzeitig. Der 
dadurch erzielten grösseren Schnelligkeit steht allerdings eine bedeutende 
Coraplication des Baues gegenüber. Denn es sind dort gewissermassen 
so viel besondere Integrirmaschinen nebeneinander gesetzt, als Coefficienten 
bestimmt werden sollen, b) Thomson wendet die Cylinder-Kugel-Integra- 
toren J. Thomsons und nicht das Planimeterrädcben an, weil das Gleiten 
des Rädchens in der zu seiner Ebene senkrechten Richtung zu Fehlem 
Veranlassung gebe. Die hier benutzte Einrichtung wird von diesem Vor- 
wurf wohl nicht getroffen, weil die gleitende Bewegung des Rädchens 
gegen die rollende bedeutend zurücktritt, was durch passende Wahl des 
Durchmessers der Übertragungsräder möglich war. c) Thomsons Analysator 
wertet die Glieder bis zu n = 3 aus, hier ist diese Beschränkung bei 
Herstellung der nötigen Rollenpaare nicht vorhanden, d) Thomson benutzt 
bei Geschwindigkeitsübertragungen Zahnräder, hier sind principiell 

Reibungsräder eingeführt worden. 

(A. Sommerfeld.) 
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Zum lostrument von Sommerfeld und Wiechert.*) 

Dies Instrameot untorschoidet sich wesentlich von den bisher be- 
schriebenen. Die Integration wird durch eine Amsler'sche Registrirrolle 
bewirkt, welche auf einer geschliffenen Glasplatte länft. Zugleich ist das 
Gleiten dieser Rolle möglichst vermindert Der von Sir Wm. Thomson 
gerügte Fehler dieser Rollen wird jedenfalls nur sehr gering sein. 

Die Curve y = f (x) ist auf einen Cylinder verzeichnet. Die Zer- 
legung von y geschieht hier nicht dui'ch eine hannonische Bewegung, 
sondern dadurch, dass sich der Cylinder während einer Umdrehung um 
seine Axe zugleich um eine zur letzteren senkrechte Axe dreht. 

Das sinnreiche, vorstehend genau beschriebene Instrument wird un- 
zweifelhaft grosse Genauigkeit geben. Es erfordert aber für jeden 
Coefficienten An und Bn ein besonderes Durchlaufen der Curve. Dieses 
dürfte für eino specielle Untersuchung im physikalischen Laboratorium 
von geringer Bedeutung sein. Handelt es sich aber darum, eine grosse 
Anzahl von Curven zu analysiren, so ist dies ein wesentlicher Nach- 
teil. Im meteorologischen Institut in London sind für den Zeitraum 
von zwölf Jahren die täglichen barometrischen und thcrmometrischen 
Curven analysirt und zwar bis zu den Gliedern n = 3. Mit dem 
Instrumente von Sommerfeld und Wiecheii wäre also die Arbeit sieben- 
mal so gross. 

Es mag hier noch bemerkt sein, dass Thomson's Analysator, wie er 
in der Metereological Office ausgeführt ist, Vorrichtungen besitzt, um 
durch Einschalten von Rädern auch höhere Coefficienten als die f ür n = 3 
zu bestimmen. 

Im Vergleich mit den von mir (Nr. 90) angegebenen Analysatoren, 
die allerdings nur im ersten Modoll hergestellt sind, ist hervorzuhel)en, 
dass mein Bestreben dahin ging, sin Instrument zu schaffen, welches 
billig, transportabel und leicht zu handhaben ist^ welches also namentlich 
für technische Zwecke dienlich wäre, wo es auf äusserste Genauigkeit 
nicht ankommt In dieser Beziehung dürfte die Construction von 
Wm. Sharp sich besonders auszeichnen, welche ich in kurzer Zeit aus- 
geführt zu sehen hoffe. Es wird in Grösse und Handlichkeit einem 
Amsler'schen Integrator oder einem Coradi'schen Intographen gleich- 
kommen und wie diese auf das Reissbrett gelegt, auf dem die Curve 
gezeichnet ist. 

An Genauigkeit wird es aber wohl von dem Instrumente von Sommer- 
feld und Wiechert erheblich übertroffen werden. 

(0. Henrici.) 



•) Wir schalten hier eine uns von Herrn Hennci im Nachtrag zu seinem 
im I. Teile des Kataloges voröffentiichten Aufsatze zugehende Note ein. 

Die Redaction. 
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92 Integrator zar numerischen Auswertung des elektromagnetischen 
Punkt-Potentials, von stud. phys. J. Sohiit2 in Manchen. 

Sei mit S irgend eine geschlossene Strombahu, mit P ein Punkt 
ausserhalb derselben nnd mit V das mognetische Potential eines die 
Strombahn S mit der Intensität 1 dnrchfliesaenden elektrischen Stromes 
im Punkte P bezeichnet, so ist V = k^I>, wo k eine Constante, und 
^ ein Integral bedeutet, dessen analytische Auswertung nur in ver- 
einzelten speciellen Fällen möglich ist. Doch hat dieses Integral be- 
kanntlich eine sehr einfache geometrische Bedeutung; legt man nämlich 
durch den Punkt P nnd irgend einen Punkt A der Strombahn eine 
Gerade PA, nnd lässt diese längs der Leitlinie S einen Kegelmantel 
erzeugen , so schneidet dieser aus einer um den Punkt P mit dem 
Radius 1 geschlagenen Kugeloberfläche eine Calotte heraus, deren 
Flächeninhalt dem ^ proportional, oder — bei passender Wahl der 
Constanten k — geradezu gleich ist. 

Sei B ein dem Punkte A unendlich benachbarter Punkt auf S, 
femer PM eine ganz beliebig durch P gelegte feste Gerade, so werden 
die drei Geraden PM, PA und PB die oben defitiirte Einheits- Kugel- 
oberfläche in drei Puukten M', A', B' dnrchstoasen, welche ein sphärisches 
Dreieck von der Grösse d^ = pda bestimmen, wenn da der Winkel 
ist, den die Ebenen PM A nnd PMB einschtiessen und p die Projection 
des Kreisbogens M' A' auf PM ist. Die gesamte Calotte wird so- 
mit sein: 

>2n 



pda, 
o 



wobei p im Allgemeinen von Puukt zu Punkt variirt F*8 sei noch der 
Fusspunkt der Projection der PA' auf PM' mit N bezeichnet, so dass 
p = M'N ist. Beim vorliegenden Apparate nnu ist PA' die optische 
Axe eines Fernrohres; PM' ist die Axe eines cylindrischen Stabes; in 
einer spangenartigen Durchbrechung dieses Stabes ruht das Fernrohr 
so, dass es in der Ebene M'PA' um den Punkt P drehbar ist. Das 
Fernrohr, beziehungsweise eine halbhnlsen förmige Verlängerung des- 
selben trägt im Punkte A' ein Stäbchen A'N. Der Stab PM' trägt eine 
auf ihm verschiebbare Kreisscheibe, deren Ebene normal auf PM' steht. 
An dieselbe ist möglichst nahe ihrem Mittelpunkte ein Röhrchen ange- 
lötet. Durch dieses Röhrchen nun ist das Stäbchen A'N hindnrch- 
gesteckt. Letzteres ist somit gezwungen, bei jeder Lage des Fernrohres 
normal zur Axe PM' zu bleiben. Genau unterhalb M' befindet sich 
eine zweite horizontale Kreisscheibe derart, dass sich die oben er- 
wähnte vertieale Scheibe auf ihr mit Friction bewegt. Diese Scheiben- 
vorrichtuog, welcha der Verfertiger auf eine im math. Seminar der 
Herren ProiT. Dyck und Finsterwalder erhaltene Anregnng hin getroffen, ge- 
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stattet, das Reanltat direct, ohne Verwendang eines eigenen Plani- 
meters, abzulesen. Hiezn braucht nur die horizontale Scheibe mit einer 
Einteilung und einem fixen Zeiger versehen zu sein. Man justirt den 
Apparat so, dass der Durchschnittspnukt des Ocular-Fadenkreuzes mit 
dem Aufpunkte P zusammeufällt. Hierauf sucht man mittelst des 
Fernrohres die ganze Strombahn S ab. Unsicherheit in dcT Führung 
des Fernrohres hat auf dtw liesultat keinen Einfluss. War zu Anfang 
der Zeiger auf gestallt, so zeigt er zum Schlüsse die Zahl nn. welche 
dem Werte ^ zukommt. 

(J. Schatz.) 

93 Modell des Reitz'sehen Ebbe- und Flutintegrators, ausgestellt von der 
Seewarte Hamburg, Diroctor Geh. Adm. Bat Neumayer 

Dieser Integmtor ist auf Helgoland, in Cadix und Mai"soille in Thätigkeit. 
Das Modell besitzt keiue Vonichtung zum R(»gistriren der Fluter- 
scheinuugen. 

94 Modell (Tir das Prineip des Seeweg-Integrators, consti-uiit von Reltz 
in Hamburg, berechnet und ausgestellt von Prof. H. Schubert, Johanneum 
Hamburg. 

Eine Beschreibung befindet sich beim Modell. 
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H. Zeiohenapparate. 

TeiluDKBVuatkb, D. R.-P. Nr. 55912, Zoftsti 2726. 
Bayrentb, auegestellt tod J. Frlednail, Bayreatli. 



Das iDstrnmeiit iat in «mter Linie xam Teilen von Strecken be- 
ttiramt, kann aber in gewissem Uraßiiige aach als Miwatab, Winkel- 
messer, Lineal und Zirkel benutzt werden. 

Die Kinrichtang nnd der Gebraaeh beim Teilen einer gegebenen 
Strecke in eine Anuthl gleicher Teile erbellen ans obiger Abbildnng. 
Eine auf der Hittellinie der Pürnlielogramme angebrachte Scala mit 
Nonlns dient zum Ablesen der Ltagc irgend einer zwischen die End- 
spitzen geCassIeD Strecke. Mit einer der beiden Fitbrnngsstangen ist 
ein Transporten r verbunden. 

(P. Adami.) 

Zlrfcelelnsati flr Wlnkeldrltteltm; und Winkel oonstnietloii , von 
Hauptmann HflraHl in Berlin, ansgelTihrt in der Fabrik mathemalischer 
Instrumente von C. Riefler, MQncben, Nesselwang. 

Die Vorrichtung, Fig. 1, besteht ans dem F.insatzstSck DE, welches 
mm Einoetxen in einen Zirkel ilient nnd dem Gabelatiick RC. Letzteres 
int mit dem Rinsaizatück bei E durch einen Stirt derart verbunden, 
das* die Spitzen B und C bei jeder Öffnung des Zirkels (durch Auf- 
stelleu auf das Papier) mit der Zirkelspitze A in eine gerade Linie ge- 
bracht werden können. 

15 
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Um einen beliebigen, nnter 120 Grad betragenden Winkel NAP zu 
dritteln (Fig. 2), trägt man anf dem Schenkel AN die Entfernung BC 
des Instrumentes gleich AM ab, schlägt mit AM um M einen Kreis, bezw. 
Bogen nnd zieht MQ parallel AP. Dann setzt man die Zirkelspitze A 





Fig. 2. 

in A ein und bewegt das Gabelstück schleppend mit der Spitze C auf 
MQ, bis die Spitze B anf dem Kreisumfange* steht. AC ist dann die 
Drittelungslinie des Winkels NAP. 

Beweis. Man ziehe deu Halbmesser MB, dann ist 

< PAC = ACM = CMB = » MBA = J MAC 

oder = ä NAP. 

(Hermes.) 

97 Zirkel mit vier Spitzen nach Fiorini-Vergnano, ausgestellt von Ingenieur 
P. Fiorini, Turin. 

98 Zwei Zeichenapparate^ Fempoiiktliiieal und Grosskreiszirkel, von 
H. Wiener, Privntdoc, Univ. Halle a. S. 

1. Ferupunktlineal. 

Ix>st die Aufgabe: Nach dem unerreichbaren Schnittpunkte zweier 
gegebener Geraden sollen durch gegebene Punkte Gerade gelegt werden. 

2. Grosskreiszirkel. 
Löst Aufgaben, wie: 

Durch drei gegebene Punkte soll ein Kreis gelegt werden, wenn auch 
der Mittelpunkt unzugänglich ist. 

Durch zwei gegebene Punkte ist ein Kreis von gegebenem sehr 
grossen Radius zu zeichnen. 

(H. Wiener.) 



Geometrie. H. 227 

99 Perspeotivlineal (Fluch tpiinktsehiene), constmirt vom Aussteller im 

Jahre 1890, hergestellt von der Firma J. Schröder in Darmstadt. Prof. 
Mehmke, techn. Hocbächnle Darmstadt. 

Dieses Instrument dient zum Ziehen gerader Linien nach ausserhalb 
der Zeiohenfläche liegenden, nicht mit dem Lineal erreichbaren Punkten 
und bildet eine neue Form des 1>ereits vor dem Jahre 1814 von Peter 
Nicfielson erfundenen „Centrolineals", das von Streckfuss wieder gefunden 
und 1865 von ihm unter dem Namen ,fFluchtpunktschiene^^ beschrieben 
worden ist. Es beruht auf dem Satze, dass, wenn in der Ebene zwei 
von drei sich in einem Punkte schneidenden, starr mit einander ver- 
bundenen, bewegten Geraden durch feste Punkte gehen, auch die dritte 
durch einen festen Punkt läuft und besteht demgemäss aus drei durch 
einen Bolzen verbundenen und um diesen drehbaren Linealen, der 
Zeichenschiene und zwei Leitschieueu, welche mittelst einer Flügel- 
scbraube gegenseitig festgestellt werden können. 

Neu ist an dieser Construction : 1) dass die festen Stützpunkte der 
Leitschienen nicht durch leicht sich verbiegende Nadeln oder dünne 
StiAe, sondern durch Messingcy linder von 1 cm Durchmesser dargestellt 
und dementsprechend znr Wahrung der geometrischen Richtigkeit die 
Kanten der Leitschienen um 0,5 cm parallel verlegt sind ; 2) dass nach 
dem Übergang von einem rechts liegenden unzugänglichen Punkte zu 
einem links liegenden oder umgekehrt durch eine bequem ausfuhrbare 
Umstellung die nun oben liegende Kante der Zeichenschiene Zeichen- 
kante wird (d. h. durch die Axe des Bolzens geht), was dadurch er- 
reicht ist, da.ss der Bolzen nach dem Lösen der Fingelschraube durch 
einen Schlitz im Kopfe der Zeichens<;hiene aus der ersten Lage in eine 
zweite gebracht werden kann, wobei die beiden Kanten der Zeichen- 
schiene ihre Rollen vertauschen ; t^) dass es durch Anbringung von 
Teilungen an den Kanten der Zoichenschiene ermöglicht ist, das In- 
strument unmitlelbnr auf einen unzugänglichen Punkt einzustellen, der 
in bekannter Richtung und Entfernung von irgend einem Punkte der 

Zeichenfläche sich befindet. 

(Mehmke.) 

100 Ellipsenzirkel, rm'\\ Angabe von Prof. K. Rohn, a. d. toolin. Iloch- 
schulo r)rcsd(Mi. 

Doi>5('ll>o bfMuht (iarouf, dass oino Strook»» sich mit ihnm Endpunkton 
auf zwei siMiknu-hton GtM-adon bowcj^t. Statt dor Punkto sind grosse 
Kroiss(;iioib('n honutzt, die in zu oinandor nM;htwinklig(^n Rahmou geführt 
W(?rcio»i. 

tot Znei Ellipsographeii von P. C. Braun S. J. in Mariasohcin (Ungarn), 
vorfertigt und ausj^cstellt von A. KfCidl, Fabrik physikalischer Apparate 
in Prag. 

15* 
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Der Eilipsograph, welcher in Fig. A in einer einfacheren, in B in der 
voUkommenoren Form dargestellt ist. besteht im Wesentlichen aus einem 

centralen Ständer S, mit der 
Axc C und einem um diesen 
kii ^-T:Jt=«'CÄ?<^>^-¥:^=s*^^r r» '^"^ beweglichen knieförmigen Führ- 
u f7 -it^-y^- — -^'■;, ii^i pggg»= g^ ungsarm Cgc, dessen Knie- 
winkel durch eine im Knie 
angebrachte Klemmschraube auf 
eine bestimmte Grösse einge- 
stellt werden kann. Conceutrisch 
W L y ^^" " "' ' ^^L. VW ^'i zn und am Ständer fest, sitzt 

ein Rad» (oder Schcnbe) R und 
centrisch zu c ein Rädchen r, 
deren Halbmesser genau im 
Verhältnis 2:1 stechen. Das Riulchen r sit/.t fest auf einer, durch den 
Fühningsarm gc hindurchgehenden drehbaren Axe, die unterhalb des 
letzteren die Zeichcmvorrichtung trägt. Diese besteht zunächst aus omer 
länirlichen, reclitwinkligen Platte, welche an dei-selben Axe c festgenietet 
ist und ein Hohlprisma von rechte<.kigeni Querschnitt trägt, in welchem 
das den Zeichenstift tragende Stäbchen verschoben und m geeigneter Ent- 
fernun« festgeklemmt werden kann. 

Di<r beiden KMider (bezw. Seheiben) R und r stehen so m enier me- 
chanischr^n Verbindung, dass die Drehung des einen auf dem anderen fort- 
.eleitc^t wird. Diese Verbindung ist in Fig. A durch eme geeignete Kette 
bewirkt weh^he über das Knie g geleitet wird, in Fig. B ei-scheint die er- 
forderliche Verbindung durch Zahnräder hergestellt. , , .,, 

Da^s bei dieser Verbindung der Zeic^hen.stift eine Ellipse beschreibt, 
folgt entw(Mler aus bekannten Slitzen über die Bewegung diM« Ebenen des 
grossem und kleineu Cardankreisc^s gegeneinander, kann aber in elemen- 
tarer AV<'ise aucli aus Fol- 
gendem entnommen werden 
(Vergl. die Hilfsfigur). Wird 
der (knieförmige) Zeichen- 
arm Cc mit d(Mn Stifthebel 
ck aus der Anfangsposition 
nm den Winkel a gedreht, 
so hat si<'li der Stifthebel ck, 

vermöge der oben beschriebenen Übertragung der Drehung in entgegen- 
gesi^tzt^^M- Kichtung um f. =2a gedreht. Es ist somit die Oiiiinate uk = 
((j,,'_c'k') sina, wähnmd die Kreisordinate uk' = (Cc' + Ck') sina ist, 
so dass beide Ordinat(ui, wie nachzuw(>is(m war, ein constantes Verhältnis 
haben. (Man vergl. hiezu auch den unter Kinematik in Abteilung IIl 
ausg.'stellten, auf demselben geometrisclKMi Princ^p beruhenden, jedoch 
andei-s ausgeführten Ellipsograplu^n von Slaby.) ^p q Braun.) 
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102 Ketpelschnlttzirkel, nach Angabe von Oberlehrer Hildebrandt, Braunschwcig 
(D. R. P. 56560) ausgeführt und ausgestellt von 0. Günther, Moohaniker 
an der techn. Hochschule zu Braunschwoig. 

Der Kogclschnittzirkol von Dr. Hildobraiidt beruht auf dem Dandolin'- 
schen Satze: 

„Schneidet man einen Umdrehungskegel durch eine Ebene und con- 
struirt diejenigen beidtm Kugeln, wolclie Kegel und Ebene zugleich be- 
rühren, so sind die Punkte, in denen die Ebene von den Kugeln berührt 
wird, die Brennpunkte des betreffenden Kegelschnittes.** 

Die schneidende Ebene wird vom Zeichnungsblatt dargestellt, der 
Kegel vom Instrument daduivh erzengt, dass um eine feste Axe ein 
stabförmiger, in einer Hülse vt»rscbiol)ban»r, und durch sein (iewicht 
immer auf d<»r Zeichenobene aufsitzender Zeichonstift in constaiitcr Neigung 
zur Axe rotirt. Die Keg(»laxe sell)st ist um einen mit dem Fusse des 
Instrumentes fest verbundenen Punkt in einer Ebene vei-stellbar und 




trägt in unveränderlichem Abstand ein mit Fixirsrliraub'e vcreehenes Hohl- 
j)risina, durch welches ««in wieder v«'rst('llbarer, kreislM)genf(')iinigrr, mit 
Gradteilung vei'sehener Hügel läuft, der taiigpnti(»ll die Hülst! (los Zeichen- 
stifts trägt. Durch Kombination der Mr»glicbkeiton, die Axenriehtung und 
den am Hüg«d ablesbaren Axenwinkcl zu veräntlcrn, kann man schliesslich 
jeden gewünschten Kegelschnitt innerhalb gewisser, durcb das Mo<lell ge- 
gebener Dimensionen hervorbringen. Der Abstand des Justirpunktes der 
Kegelax»* ist so f.;ewählt, dass dessen am Fusse markirte Projection den 
einen Brennpunkt des zu zeichnenden Kegelschnitts sofort darstellt. Man 
vergl. im Übrigen den dem Modelle bei gegebenen Prospect. Der Preis 
des Instrumentes beträgt 36 Mk. (Kleiber.) 
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103 Elliptograph nach Bursiow, uitsgefülirt und ausgestellt von W. F. Stanley, 

London. 

Diesor Ellipsograph beruht auf ciuor Ausführung des folgendeo Ge- 
dankens: Ist OA ein um in Bewegung befindliches Glied, und zieht 
man jeweils durch den Fusspunkt A* der von A auf eine durch O ge- 
zogene Axe gefällten Senkrechten zu OA parallel eine Linie A'E von 
fest gow^ählter Länge so beschreibt E eine Ellipse. 



Der Fusspunkt A' wird in bekannter AVeiso dadurch erhalten, dass 
man ein iu A befestigtes erstes Hilfsglied AB mit dorn Endo B und ein 
um den Mittelpunkt von A B drehbares zw(Mtos llilfsglicd CA' von der 
Lange V« AB mit seinem Endpunkt A' auf der Axo gleiten lässt. — Die 
Parallelführung der Glieder A'E und OA wird nicht kinematisch durch 
einzuschaltende Parallelogramme, soüdcrn praktiscii durcii I^egung einer 
Kott« über AOA' besorgt. Die Längen OA. und A'E des Instrumentes 
sind voränderbaK. (Man vergl. Math. Drawing and measuring instrumonts 
etc. von W. F. Stanley, London). 

(Kleiber.) 

104 Cyinograph, von Prof. Willis, ausgufühi-t und ausgestellt von W. F. Stanley, 

London. 

Der Aj^parat bezweckt, eine vorgegebene Zeichnung oder die Contur 
eines Ocsimses etc. in wahrer Grösse, aber gegen die Position des Originals 
parallel verschoben erscheineod, wicderzugeljcn. Kinematisch erledigt sich 
die liösung des Problems durcli eioen Apparat, der aus zwei Ciolenk- 
parallelogranmien mit gemeinsamer Seite a besteht. Hält man von den 
zwei zu a noch parallelen Gliedern das eine fest und besehreibt mit einem 
Punkte A dos andern die Originalfigur, so wird jeder Punkt B desselben 
Gliedes eine mit dieser congruente und entsprechend vei-schoben er- 
scheinende Zeichnung liefern. — (Man vergl. Math. Drawing and mea»su- 
ring instrnments, etc. von AV. F. Stanley, London.) 

(Klei))or.) 

105 Serie von Ellipsen, a!s Curvenlinoale zu gebrauchen, von W. F. Stanley 

London. 

106 Apparat zur £rzeii?nngr einer Cykloide, von M. Spott, Keallehrer in 
Neustadt a. H. 

Um eine Cykloide zu erzeugen, wird ein dünner Metallatnb an einer 
Sehultafel befestigt. Längs desselben wird mittels eines Handgriffes 
eine kreisförmige Metnllstheibe bewogt, wobei an einer der Peripherie 
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nahen Stelle eiu Slück Kreide federnd angebracht ist. Um eine Epi- 
cykloide bezw. Hypocykloide darzustellen, wird genannte Scheibe über 
einen aus dünnem Metalle bestehenden und an der Schultafel zu be- 
festigenden Kreisring geführt und zwar im ersten Falle auf der con- 
vexen, im zweiten auf der conoaven Begrenzung. (Preis incl. Verpackung 

25 M.) 

(M. Spott.) 

107 Zwei Cykloidenapparatc, von Ingenieur K. A. Mayer in Einbock (Hannover). 

Der erste Apparat diont zur mochaiiischon Erzeugung dor Hypo- 
cykloiden, dor zweito (nur in Zeichnung dargestellt) zur Erzeugung dor 
Epicykloiden. 

Man vergl. hierzu noch die in Abteilung [II unter Kinematik aufge- 
führten Apparate zui* mechauischeü Erzeugung eboucr und «[»hürischor 
Curvon. 



108 Pcrspcetograph von M. Stühler (D.R.P. 63199 und 2960), verfertigt und 
ausgestellt von J. Herrmanstörfer in Nürnberg. 

Der A]>pamt ist zum Eutvv(?rfen von lV»rspO(;tivon bestimmt und von 
denkbar einfac^hstor Art. Ein Gummifaden, am einen P'ude am Zeichen- 
brett in entsprechender Lage zu befestigen, trägt am andern Endo den 
Zeiebenstift. Längs des Fadens ist eine Perle angel>i*acht, zum Einstellen 
des gewünschten Abbild ungs Verhältnisses verschiebbar. Das Auge folgt 
von fester Visiröffnung aus den Contouren des abzubildcMiden Gegen- 
standes; dabei wird der Zeichenstift so auf der Zoichnungsobeno geführt, 
dass dio Perle stets in der Visirlinio sich befindet. 

Eine als „Präcisionszeichner^^ bozoichneto Ausführung des Apparates 
hat doppelten Faden und noch einige weitere, der genaueren Einstellung 
und Führung dienende Vorrichtungen. 

(Dyck.) 

109 Freisehwebemler Fantograph, construirt und ausgeführt von A. Ott, 
Math. meoh. Institut in Kempten. 

Bez. der näheren Angaben sei auf den Specialkatalog von Ä. Ott 
verwiesen. 

MO Freischwebender Fnlcbionspantograpli^ construirt und ausgeführt von 
6. Coradi, Züricli. 

(Pantograph Nr. III des Kataloges von G. Coradi (1891). Bezüglich 
der näheren Dotails diosor Pantographen , sowie der Verkaufspreise sei 
auf den geuanntou Katalog verwiesen. (Abbildung siehe nächste Seite.) 
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III Pantagrraph^ zur Rednction gegrebencr Figruren nach Lunge und 
Breite von F. Galton, in London, ausgeführt von Beok, London. 

Der Apparat dient dazu, eine vorgegebene Zeichnung in 2 zu ein- 
ander senkrechten Richtungen nach verschiedenem Masstab direct oder 
invei"« zu verjüngen. Er beruht im Wesentlichen auf folgendem elemen- 
taren Satze : (vergl. die aus den Aufsätzen Galtons im Report of tlie Me- 
teorological committee of the R. S. 1869, 1870, auf die überhaupt wegen 
Beschreibung der näheren Details verwiesen sei, übernommenen Fig. 1 
und 2) : „Sind die Punkte a und b zweier Platten P und Q, welche (durch 





^,^.2 



Schienen) gezwungen sind, sich parallel zu bewegen, so durch Stäbe aA 
und bB mit einem um drehbaren Arm CAB verbunden, dass in einer 
Position der Platt^^n die Dreiecke aAC und bBC entspr. ähnlich sind, 
dann bleiben letztere auch bei Bewegung der Platten immer entsprechend 
ähnlich." Demnach ist die Vei'schiebung von Platte P ein constanter 
Bruchteil derjenigen von IMatte Q Stellt mm (j die Platte mit der Original- 
zeichnung vor, P jene, welche die Copic aufnimmt, so ist zunät^hst die 
Verjüngung im Sinne der Bewegung der Platten P und Q erreicht. Diese 
Platten laufen in Schienen, die in Fig. 11 gegen den Beschauer gerichtet 
sind ; ihre Bewegung erzeugt man durch den mit der Linken zu fassenden 
Schraubenkopf R. Um eine gleichzeitige Verjüngung in der zur Bewegung»- 
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ri(*btunf? der Zeicheiiblätter P, Q seiikTOchtcii Richtung herbeizuführen, 

hat man da« oben gegcbono l*runi|) aiKjh auf dio auf dtMi Bhittorn P und 

y oporirondon Zcichenstiftsplattcn P' und Q' in entsprechonder Welse 

anzuwenden. Dioso, Phitt(»u P' Q' müssen natürlich eine zur Schieuen- 

richtung der Platten P, Q senkrechte Führung haben, welche in ihrer 

Richtung durch die in Fig. 11 scizzirten Widerlager der Schraubenplatte 

bei L (d. i. Q' ) und ihrer parallelen fixirt und durch die mit der Rechten 

handzuhabende Schraubung am Kopfo L ausgeführt wird. 

Wesontliiih in den Details des Apparats ist, dass die Verjüngungen 

in beiden Richtungen unabhängig von einander und in weiten Grenzen 

verändert worden können. 

(Kleiber.) 

112 Haaok-Brauer's PerspecÜTischer Apparat Hauck'8 erstes Modell, aos- 
gostellt von Professor G. Hauck, techn. Hochschule Berliu-Charlottenbur^?; 
Brauer^e Conetruction, ausgestellt von Prof. E. Brauer, techn. llochschule 
Karlsruhe. 

1. Hauck's erstes Modell.*) 
Der Apparat hat den Zwe(,>k, aus dem gegebenen Grundriss und Auf* 
riss eines räumlichen Object(»s dessen perspectivisch(*8 Bild auf mecha- 
nischem Wege zu ermitteln in der Art, dass, wenn man den Ginindriss 
und Aufriss mit zwei Fahrstifteu durchfuhrt, gleichzeitig der durch einen 
Mechanismus mit den Falirstiften verknüpfte Zeichenstift das Bild selb- 
ständig beschreibt. 

Der Mechanismus gründet sich auf eine geometrische Construction, 
welche aus Fig. 1 eraichtlich ist. In dereelben bedeuten 0^ O.j, O3 drei 
zugeordnete Punkte des Grundrisses, des Aufrisses und des pei'spectivischen 
Bildes. P stellt die Grundrissprojection des Auges, g die Grundrisspur 
der Bildebene {Grundschnitt) , P^ (J_ g) die Projection des Haupt- 
strahls vor. Es ist dann P^ samt g um dtm Punkt I* gedi'eht worden, 
bis Py in verticale Lage Py', g in horizontale Lage g* gelangt ist; der 
Drehungs winke! a ist gleich dem Winkel, den die Bildebene mit doi 
Aufrissebene macht. Weiter stellt sowohl in der Aufrissligur als in der 
Bildügur I die Schnittlinie zwischen Aufrissebene und Bildebene (Lot- 
schnitt) vor; K ist die Aufrissprojei.tioii dos Auges, F der Fluchtpunkt 
der zur Aufrissebene senkrechten Linien ; die durch K und F gehenden 
beidereeitigen Horizontlinien weixlen von 1 in )w und Xj geschnitten. — 



*) Die er8t<5 Publi(;ation des Modells, welches die Priorität vor allen einem 
ähnlichen Zweck dienenden Apparaten für sich beansiirucbt^ erfolgte in der Sitzung 
der I'hysikal. Gesellschaft in Berlin am 4. Mai 1883. (Vergl. Verhandlungen der 
l'hysikal. Gesellschaft in Berlin 1883, Nr. 8, Sitzung vom 4. Mai, ausgegeben am 
16. Mai.) Die eingehende Beschreibung des Apimmtes ündet sich in der Fest- 
schrift der Technischen Hochschule zu Berlin zur Feier der Einweiiiuug ihres 
neuen Gebäudes am 2. Nov. 1884, S. 213 (in fast allen öffentlichen Bibliotheken 
vorhanden). 
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Um nun zu zwei zu^orUneten Punkton Oj, Oo den zugeordneten Bild- 
punkt O3 zu finden, zioht man PO^^ droht diesen Strahl um P um den 





Fif?. 2. 



Winkel a, markirt den Schnitt|)unkt G' des gedrobten Strahls mit dem 
gedrehten Grundschnitt g* und zieht durch G* eine Vorticale. Ferner 



236 U. Abteilung. 

zieht man KO.j, welclie den Lotschnitt 1 in Lo schneidet, macht auf dem 
Lotschüitt LjLs — X0X3 und zieht FL3: dann schneidet FL3 die Ver- 
ticale durch G' in dem gesuchten Bild])uakt O3.*) 

Diese geometrisch Coustruction ist nun in einem Mechanismus über- 
trafen, indem die cinzeluon Constructionslinien durch geschlitzte llolz- 
lineale verkörpert sind, welche durch in die Schlitze eingreifende Stifte 
geführt worden, entweder um einen Stift sich drehend, oder in zwei 
Stiften schlittenartig gleitend. Die Art der Übertragung wii-d durch 
Vergleichuug der Fig. 2**) mit Fig. 1 verdeutlicht. — Der Gesamtmecha- 
nismus gliedert sich in 3 Teile: , 

1. Der Aufrissmechanianins besteht zunächst aus der LotschniH- 
schiene: In zwei Punkten des Lotschnittes 1 sind Stifte ins Keissbn^t 
eingesetzt (in Fig. 2 durch schwarze Punkte markirt), in welche der 
Schlitz eines Lineals eingelegt ist, so dass es längs des Lotsdmitt*»s 
schlittcnartig gleitet Die Lotschnittschione tiügt in den Punkten L.* ^"^ ^^r 
deren Abstand = Xo X3 ist, Stifte ; desgleichen sind in den Punkten 
K und F Stifte ins Reissbrett einges<!tzt. Endlich sind einerseits in die 
Stifte K und Lj, anderei*seits in die Stifte F und L3 geschlitzte Lineale 
eingelegt, welche an ihren Enden den Aufrissfahretift Oo und den Bild- 
zeichenstift 03 tragen. 

2. Der Gniudrissmechanismus besteht zunächst aus der längs des 
Grundschnitt(*s g' gleitenden Grundschnittschiene, welche einen Stift G' 
trägt. Ferner ist im Punkt P ein Stift ins Reissbrett eingesetzt, um den 
sieh der Scheitel des (verstellbaren) Winkelhakens a dreht; die Schenkel 
desselben sind in sich vei*schiobbar ; der eine trägt an seinem Ende den 
Grundrissfahi-stift Oj, der andere greift in den Stift G' ein. Endlich wird 
der Zeichenstift O3 vermittelst eines um G' sich drehenden und in g' 
gleitenden Evans'schen Lenkers gezwungen, sich senkrocht über G* zu 
bewegen. 

3. Der Virhindungsmechanisynus. Soll die Bildiigur nui- punktweise 
bestimmt werden, so reicht nicin mit dem combinirten Grundriss- und 
Aufrissmechanismus aus. Sollen aber die Linien continuirlich gezei<^hnet 
werden, so müssen die zwei Fahi'stifte Oi und O.j noch durch einen 
Mechanismus verbunden werden, der bewirkt, dass sie immer nur zu- 
geordnete Punkte markiren können, das heisst: dass die durch Oj und O.;. 
gezogenen V^orticalen einen eonstantcu Abstand v hiiben. Demgemäss 
besteht der Verbindungsmochanismus aus einer horizontalen Gleitschiene 
(Vcrbindungsschicnc), welche zwei Stifte im Abstand v trägt, und aus 



*) Die Begründung dieser Construction findet sich im Journal für Mathe- 
matik, IM. 95 (1883), S. 1: „Neue Constru(^tioneu der Perspective und Photo- 
grammetrie'*, von G. Uauck. 

**) In Fig. 2 ist der Buchstabe 0.» zu ändern in Oi. Ferner mögen in Fig. 2 
die Buchstaben Oo, 1, L^, L3, g' entsprechend der Fig. 1 nachgetragen werden. 
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zwei sich um diese drehenden Evans'schen Lenkern, durch welche die 
Fahrstifte gezwungen werden, sich senkrecht üher, hezw. unter den zwei 
Stiften zu bewegen. 

2. Brauer's Construetion.*) 

Die den Brauer'schen Apparat auszeichnende Leichtigkeit und Ge- 
nauigkeit des Ganges ist dadurch erreicht, dass in der ganz in Metall 
ausg«*fühi*ten Construetion jede gleitende Reibung vermieden und aus- 
schliesslich Rollenführung verwendet ist. Die hiedurch bewirkte be- 
deutende Vermindening der "Widerstände ermöglichte vor allem eine 
zweckmässige Änderung in der gegenseitigen Lage der drei Projeotionen 
in der Art, dass der Grundriss senkrecht unter den Aufriss gerückt und 
also alle drei Projectionen in eine Reihe am Rande des Brettes angeordnet 
werden konnten, was für die praktische Handhabung des Apparates sehr 
viel bequemer ist — Denkt man sich aber in Fig. 1 den Grundriss samt 
Punkt P nach rechts verachoben in eine Lage senkrecht unter den Auf- 
riss, so geht dabei die Lage des Punktes G' senkrecht unter O3 verloren. 
Während also vorher Oi O2 gebrochen, G' O3 gerade war, wird jetzt üi O2 
gerade, G' O3 gebrochen. Wird dann noöh die I^age von Bildfigur und 
Aufrissfigur vertauscht, was ohne weiteres geschehen kann, so entsteht 
die Anordnung Brauer's, wie sie in Fig. 3 skizzirt ist. (Bei den in 
Hauck's Modell verwendeten mechanischen Mitteln war diese Anordnung 
nicht möglich, da hier die Gloitführung Bowegungsübertraguugen auf 
grössere Entfernungen nicht zuliess, und domgemUss die Bildfigur in die 
Mitte gelegt werden mussto, damit der Zeichcnstift von beiden Seiten auf 
kürzestem Wege durch die Fah!*stifte zu bccnnflusson.) - Ks sei noch 
bemerkt, dass in Fig. 3 die Aufrisse beno durch den Fusspunkt Lj des 
Hauptstrahls (in Fig. 1 mit y bezeichnet) gelegt ist. 

Die tibertragung der Fig. 3 in einen Mechanismus ist nun in Brauer's 
Apparat folgendermaasen ausgeführt (vergl. Fig. 4): 

Zunächst .sind im ChnmdrissmechanismuH und Verbindungsmechanismua 
die Hauck 'sehen Gleitschionen mit Evans- liOn kern durch Wagen ersetzt, 
welche mittelst keilförmig profilirter Räderpaan^ in Keilnuten geführt 
und ausserdem durch glatte Tragrolbm go.stützt werden; durch den 
1^ -förmig construirten Verbindtingaioagcn wird die in dem einen 
S(^henkel verkörperte linie 0, Oo parallel geführt, durch den _J -förmig 
gebildeten Per^cctivwagcn — die gebrochene Linie G'IIIOa. — Die 
LotscMüttfchiene ist als Schiene mit Nuto (auf der Unterseite) construirt, 
welche durch zwei Rollstühle R, R (s. Fig. 4) geführt wird und mit den 
Stangen KO2 und FO3 durch Zapfengelouko L., 1^3 verbunden ist. 



♦) Beschrieben in der „Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure'', 
Bd. XXXV (1891), Nr. 28, S. 782. (Diesem Aufsatze sind die Figuren 2 bis 6 
entnommen.) — Der Ai)pai*at wird von Mechaniker Fraiser in Dannstadt an- 
gefertigt. 
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Die coostructive Ausführung der Leitung der einzelnen Stangen durch 
feste oder bewegliche Punkte (Leitung der Stangen KO2 und FO3 durch 
die auf dem Brett festen Punkte K und F, ferner der Stange PG' durch 
den auf dem Perspectivwagen festen Punkt G') ist aus Fig. 5 ersichtlich : 
Auf einem feststehenden verti<;alon Säulchen ist ein um die Sänlenaxe 




Fig. 3. 

drehbarer kleiner Wagen (eine sogen. Katze) mit zwei Keilrädern an- 
gebracht, welche in einer auf der Untei-seite der ri-profiligen Stange ein- 
geschnittenen Koilnute laufen. — In den Punkten O^, 0^, O3, die durch 
den Schnitt zweier beweglicher Stangen l)ostinimt werden, sind zwei 
Katzen drehbar vereinigt, wie dies Fig. 6 veixleutlicht. Für den Punkt 0^ 
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z. B. läuft die untere Katze in der Nute des TerbindungswageDS , die 
nbero in der auf der Unterseite der Stange PO, eingeschnittenen Nute. — 
Fig. 6 zeigt ZQgleicIt den Fahrstift, bezw. Zeichenstift, welcher mittelst 
einer Zunge an der unteren Ratze excentrisch angebracht ist und, da die 




Fig 6 

Katze parallel geführt wird , eine mit der Katzenaxe congruente Bahn 
besclireibt. — Statt einer Voiiichtung fiir das Heben und Sonlien des 
Zeich i'n st! Res ist das aus dem Hauiitlirott aus{,-pM hniltene Perspcctivbrett 
(s. Fig. 4| zum Senken und Hoben mittelst Fusstnttes eingeiichto'. 



Dem lti'aiipi''K(:liRn A|i|)arat ist endlich nooh eine sehr sionreiche Vor- 
riclituug zur Benützung des Seilenrisse» beigegeben. 
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3. Das Arbeiten mit dem Apparat. 

Beim Zeichnen mitteist des Apparates braucht in der Regel nur ein 
Fahrstift geführt zu werden, während der andere leer läuft. Nur in 
AusDahniefalleu, für welche andere Apparate die Anwendbarkeit gäDzlich 
versagen, werden beide Falirstifte gleichzeitig geführt. — Alle in natura 
horizootalen Linien werden in Perspective gesetzt, indem man die Katze^ 
an welcher der Aufrissfahrstift befestigt ist, auf dem Verbindungswagen 
(mitteist des in Fig. 6 sichtbaren Klenimschniu))chens) feststellt und die 
Linien im Grundriss mit dem Grundrissfahrstift durchfährt; ebenso alle 
zur Aufrissebeno parallelen Linien — mittelst Führung des Aufriss- 
fahrstiftes unter Feststellung der Grundrisskatze. (Bei Hauck's Modell 
wird der betrofifcnde Evans- Lenker des Verbindungsmechanismus fest- 
gestellt) Dabei werden alle geraden Linien in den drei Hauptrichtungen 
vom Apparat mit einer dem Lineal gleichkommenden Schärfe und Schnel- 
ligkeit gezeichnet, indem man im Verbindungsmechanismus von Grund- 
risskatze, Aufrisskatze, Verbindungswagen je zwei feststellt und die einzig 
übrigbleibende Bewegung ausführt, (Bei Hauck's Modell werden von den 
beiden Evans-Lenkern und der Gloitschiene je zwei festgestellt) — Zum 
Zweck der scharfen Zeichnung von Ärci«- Perspectiven ist dem Bäuerischen 
Apparat ein kleiner Stangenzirkel zur sicheren Führung des Fahrstiftes 
im Grundriss, Aufriss oder Seitenriss beigegeben. — Schiefe Gerade und 
Raumcurven können punktweise bestimmt werden. Sollen aber Raum- 
curven zu einem besonderen Zwecke in eontinuirlichem Zuge vom 
Apparate gezeichnet werden, so werden beide Fahrstifte gleichzeitig ge- 
führt. Dies geschieht am besten durch zwei Pci"sonen, von denen die 
eine die Führung übernimmt, durch welche der andere Fahrstift vermöge 
des Verbindungsmcchanisnms njit beeinflusst wird, so dass die andere 
Person, diesem Einfluss nachgebend, nur damuf zu achten hat, dass ihr 
Fahratift nuiht rechts oder links von seiner vorgeschriebenen Bahn ab- 
weicht. 

Als Proben für die Leistungsfähigkeit des Apparates in Brauei-'s 
Construetion mögen die Figuren 4, 5 und 6 dienen, welche (im do])pelten 
Masstab) mittelst dos Appamtes selbst hergestellt worden sind. 

(llam^k.) 

113 Pergpeetograph von E. Ritter, Architekt in Frankfurt a/M., au.sgeführt 
von Hartnann 9l Braun, Bockenheim -B'rank fürt. 

Der Apparat besteht aus 2 TcMlon: einem Führungstoil und einem 
sogenannten Fro.schschenkel. Ersteror setzt si(;h aus 2 Gleitliuealen GJ 
und HJ zusammen, die in J gelenkig mit einander verbunden sind. Beide 
Lineale gleiten auf den Führungsstiften G und H, die am Zeichenbrett 
befestigt sind. Zu GH parallel ist eine Schiene BC, welche zwei Schlitten 
trägt, an denen die Stifte B und C angebracht sind, die ausserdem von 
den beiden Gleitliuealen GJ und HJ geführt worden. Mit letztgenannten 

16 
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Stiften sind die Drehpunkte B' and C des Froschschenkelsystems ver- 
bunden, das mit denselben auf der Schiene BC gleitet. Das Frosch- 
schenkelsystem setzt sich aus zwei beweglichen Rhomben B'DCD' und 
B'EFE' zusammen, die durch starre rechte Winkel EB'D und E'B'D, 
verbunden sind. Es bestehen noch die Beziehungen FE = EA, FE' «= E'A*. 
Nun gilt der Satz: 

Beschreibt J eine Figur in der Zeichenehene , so beschreibt A eine 
dazu cöUineare und A' die zu der letzteren symmetrische in Bezug 
auf die Schiene BC. 




Dies lässt sich leicht einsc^hen, wenn man den Satz voraussetzt, dass 
2 Ebenen dann sicher collinear auf (Muauder bezogen sind, wenn dreien 
Sti-alilenbüscheln der einen drei Strahlen Imschel der andern (Mitsprechen, 
und sich die einfachsten Bewerbungen dos Froscliseherikelsystems vor- 
stellt. Diese sind: a) Behalten B' und C* ihren Abstand bei, so ist 
das System stirr und kann auf der S(;hiene BC gleiten, wobei A eine 
Parallele Aa' zu der letzteren besc^hreibt. b) Hält man den Punkt B' 
des Systems fest und vorändert man C auf der Schiene, so beschreibt 
A eine zur Schiene senkrechte Gerade Aß', c) Hält man C* fe.st und 
wird B' auf der Schiene bewegt, so beschreibt A eine durch C* gehende 
Gerade Af'. 
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Wird daher J in der Richtung Ja, d. h. parallel zur Schiene BG be- 
wegt, so bleibt die Distanz BC und da B mit B' und C mit C* starr 
verbunden sind, auch die Distanz B*C' unverändert; es tritt dann der 
Fall a) ein und der Punkt A beschreibt eine Parallele Aa' zur Schiene BC. 
Daher cntspriM dem Büschel von Parallelen zu BC wieder ein solches 
Büschel 

Bewegt aioh femer J in der Richtung J6 = .Tß, so bleibt B und mit- 
hin B' fest; der Punkt A des Froschschenkols beschreibt daher nach b) 
eine zu BC senkrechte Gerade. Da dies für alle Bewegungen des 
Punktes J gegen G hin gilt, so entspricht dem Büschel durch G, welches 
J beschreibt, das Büschel von Senkrechten zu BC, welches A beschreibt 

Verschiebt sich endlich J in der Richtung auf den Fixpunkt H zu, 
al jo in der Richtung Jf, so bleibt C und mithin der Punkt C des Froscli- 
schenkelsystems fest und es tritt der Fall c) ein, wonach A eine Gerade 
durch C beschreibt, deren Neigungswinkel gegen BC von dem Verhältnis 
der beiden Rhomben des Froschschenkelsystems abhängig ist. Beschreibt 
also J ein Büsclxel durch H, so beschreibt A ein gegen BC geneigtes 
Parallelen büschel . 

Damit ist bewiesen, dass die Zuoi-dnung der Punkte J und A eine 
collineare ist. 

Einstellung und Gebrauch des Apparates können aus einem vom Er- 
finder herrührenden Prospect entnommen werden, auf den hier ver- 
wiesen wird. 

(8. Finsterwalder.) 

114 Perspeetogrraph von Ingenieur Pietro Fiorini in Turin. 



J. Slodelle für den Elementar-Unterricht 
in Planimetrie, Stereometrie, Trigonometrie und 

Darstellender Geometrie. 

115 Modelle für den Uiiterrieht In der Planimetrie, nach Angabe von 
G. Kopp, ausgeführt von der Uhrmittelanetalt J. Ehrhard & Co. in Bens- 
heira (Hessen). 

Die Modelle sind teils aus Metall, teils aus Pappe oder IIolz. Bezüg- 
lich der Bäheren Beschreibung sowie der Verkaufspreise vergleiche man 
den illustrirten Katalog der genannten Lehnnittelanstalt. 

Modelle zur Veranschaulich ung: elementarer Linienformen, — der 
Sfitze über ebene Winkel, — von Drei-, Vier- und Vielecken, — der 

16* 
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Winkelsätze im Dreieck, — der Gongmenzsätze von Drei- und Viel- 
ecken, — der Ähnlichkeitssätze. — der Sätze über den Flächeninhalt, — 
der elementaren Sätze über den Kreis. 

116 Modelle fttr den Unterricht In der Stereometrie, nach Angabo von 
G. Kopp, ausgefühi-t von der Lehrnittelanatalt J. Ehrhard 9l Co. in Bens- 
heim (Hessen). 

Die Modelle sind teils aus Metall, teils aus Pappe oder Holz herge- 
stellt und umfassen: 

Modelle zur Darstellung : von Rotationskörpern, — der Fundamental- 
sätze über die gerade Linie und Ebene im Räume, — der Lehre von den 
körperlichen Ecken. 

Zwölf Zusammenstellungen der einfachsten geometrischen Körper, als : 
Pyramide, Parallelepipod, Prisma, Prismatoid, reguläre Körper, Kegel, 
Cylinder, Kugel, Rotationsellipsoid. (Näheres Specialkatalog.) 

117 Tafeln für den Unterricht In der Stereometrie, zum Gebrauche an 
Mittelschulen, herausgegeboa von A. Zahn, (1892.) Verlagsbuchhandlung 
von C. Briigel 9l Sohn in Ansbach. 

37 Tafeln, 55 cm auf 80 cm. Verkaufspreis 22 M. 

1. Die gegenseitige I^ge von Punkt Gerade und Ebene im Raum ; 
das Dreikant. 

2. Euler'scbc Polyeder, Prisma, Pyramide, Prismatoide. 

3. Cylinder, Kegol, Kugel. 

118 Modell rar Darstellnngr des Tetraederinhalts von Prof. M. J. M. Hill, 

üniversity College, London. 

Das Modell veranschaulicht die Bestimmung des Volumens eines Tetra- 



eders als Grenzwert der Volumina einer Reihe von Prismen, deren Basen 
parallel zur Grundfläche des Tetraeders liegen. 

119 Modelle für den Unterricht in der sphttrisehen TrIflroDometrie, 

ausgeführt von der Lebrnittelanstalt J. Ehrhard L Co. in Bensheim, 

(Hessen). 

(Näheres Specialkatalog.) 
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120 Yorlegehefte für den Unterrleht im LineanEeichnen , von Prof. 
E. FIsohsr, techn. Hochschule MOnchen. 3 Hefte. Verlag tod Th. Aoker- 
nann, Mönchen. 

Die Hefte enthalten (neben technischen Vorwürfen) insbesondere 
Darstellungen ans der elementaren Geometrie, der Stereometrie und der 
Theorie der Kegelschnitte. Preis eines Heftes 10 Mark. 

121 Sioreoskopisehe Zeichnungen für den Unterrleht in der Stereo- 
metrie, Trigonometrie und darstellenden Geometrie, von J. Schlotke 
in Hamburg. Ausgestellt vom Math. Institut derteobn. Hochschule München. 

122 Sammlung tou Modellen zur Stereometrie und darstellenden Geo- 
metrie (Projectionslehre, Licht und Schattenconstmction), aus dem 
Polyteohttisciisn Arbeltsinstitnt J. Schröder, Darmstadt. 

Bezüglich der einzelnen Modelle vergl. man den iUustrirten Katalogj 
sowie das Preisverzeichnis der Firma. 

123 Modelle fOr den Unterricht in der darstellenden Geometrie von 
0. BVklen, nach dessen ,,VorIagowerk für constructives Zeichnen^^ (Stuttgart, 
Nitzschke), ausgeführt von der Lehrnlttelanstalt J. Ehrhard & Co. in Bens- 
heim (Hessen). 

(Näheres Specialkatalog.) 

124 Apparat und Modelle für die darstellende Geometrie, nach Angabe 
von 6. K5pp, ausgeführt von der Lehrmlttslanstalt J. Ehrhard L Co. in 
Bensheim (Hessen). 

(Näheres Specialkatalog,) 

125 Apparat sur Einführung in das perspectiTisehe Zeichnen, nach An- 
gabe von G. K5pp, aasgeführt von der Lehrmlttslanstalt J. Ehrhard k Co. 
Bensheim (Hessen). 

(Näheres Specialkatalog.) 

126 Acht Modelle für die darstellende Geometrie, nach Angabe von Moser, 
ausgeführt von der Lehrmittelanstalt J. Ehrhard k Co. Bensheim (Hessen). 

(Näheres Specialkatalog.) 

127 Relief^rspectiTische Darstellung eines Würfels , einer Kugel, eines 
Kegels und eines Hohlcylinders, auf einem Untersatz vereinigt. Ausge- 
führt im math. Inst, der techn. Hochschule München (Prof. Brill), von stud. 
math. Thema. Verlag von L. Brill, Darmstadt. 




Näheres vergl. Specialkatalog 165 (pag. 17 und 86,) 
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128 Photographische Darstellnnffen der Samnlang TOn OipBmodelleq 
für den mathematischeD Unterricht von L. J. Bardin and Ch. MHret, 

ausgestellt von der Ycrlagshandlung von Ch. Delagrave> Paris. 

Bezüglich dos Inhaltes der Sammlung, sowie der Preise der einzelnen 
Objecto wird auf die Kataloge der Yerlagshandlung verwiesen. Eine Anzahl 
wissenschaftlicher Werke, die sich auf den geometrischen Unterricht be- 
ziehen, ist beigegeben. 



K. Polyeder, Polygon- und Polyederteilung von 

Flächen und Eäamen. 

129 Die regulären (Platonischen) KOrper. 

130 Die semiregulAren (Arehimedlsehen) KOrpcr. 

131 Die regulären (Poinsot*schen) Stempolyeder. 

Nach Angabe von G. Kopp, ausgeführt von der Lehrmittelanstalt 
J. Ehrhard & C in Bonsheim (Hessen). 
(Näheros Specialkatalog.) 

132 Die regelmitsslgen Polyeder, von H. Wiener, Halle a. S. 

a) Hergestellt aus Papierntreifen. 

b) Hergestellt aus Drähten mit eingespannten Fäden. (Die einge- 
schriebenen 5 Würfel eines Dodekaeders, die eingeschriebenen 
höheren regelmässigen Polyeder). 

Die Modelle sollen, für die Zwecke des Unterrichts, die Herstellung 
mit den möglichst einfachen Mitteln illustriren. 

133—135 Serie ron Modellen von glelcheckigen, gleichflüehigen und sa- 
gleich gleicheckigen und gleichflächigen Polyedern erster und 
höherer Art. Von Prof. E. Hess, Univ. Marburg. 

Vergl. folgende hierauf bezügliche Schriften des Verfassera: 

Über die zugleich gleicheckigen und gleichflächigen Polyeder' 
Kassel. Th. Kay. 1876. 

Einleitung in die Lehre von der Kugelteüung, Leipzig. 6. G. 
Teubner 1883. Insbesondere viertes und siebentes Kapitel. 

Eind^ Reihe von Abhandlungen und Mitteilungen in den Sitzungs- 
berichten der Gesellschaft zur Beförderung der gesamten Natur- 
wissenschaften zu Marburg. 1872 — 1882. 

Wogen der Bedeutung und Anwendung dieser Untersuchungen für 
die Theorie der räumlichen Configurationon vergl.: 
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J. de Vriea SitzuQgsber. der kaiserl. Alcadeuiie d. Wissensch. in 
Wien. Bd. C, Abt H, Juli 1891. 

E. Hess, ^^Über gewisse räumliche Configwationfn''^. Sitzungs- 
ber. d. Gesellsch. z. Bef. d. ges. Naturw. zu Marburg. Mai 1892. 

133 A) Conyexe Polyeder mit continairlicher OberflKehe« 

Ausser mehreren gleicheckigen und gleiehflächigeu Polyedern erster 
Art sind von solchen Polyedern höherer Art in Papp- und Faden- 
Modellen dargestellt: 

a) Aus der Oktaeder-Hexaeder-ijTXippe 

1) das [6(4)i f8(6)J-fläohige 6. 4- Eck 5ter Art und 

V) das ihm polar-reciproke [6(4)i -h 8(6)2] eckige 6.4 Flach 5ter Ajt, 

2) das [8(3)i -f 6 (8)3]- flächige 8.3.Eck 7ter Art und 

2') das ihm polar-reciproke [8 (3)i + 6 (8)3]-eckige 8-3-Flach 7ter Art, 
jedes derselben in einer Anzahl von Yarietäton. 

Bei den gleicheckigen Polyedern sind die beiden componirondon Polyeder: 
Oktaeder und Hexaeder duixjh verschiedene Färbung gekennzeichnet; die 
einzelnen Zellen der gleicheckigen Sechsecke 2ter Art bei 1) und der 
gleicheckigen Achtecke 3ter Art bei 2) sind entweder durch verschiedene 
Färbung oder auch durch Fortnahme der mittleren Flächonteile kenntlich 
gemacht Von besonderem Interesse sind diejenigen Yaiietäten, bei 
welchen Flächenteile von entgegengesetzten Vorzeichen auftreten (meist 
durch Bchwai'ze und weisse Färbung untei'schieden] , ohne dass sie 
deshalb aufhöi-ten, zweiseitige Polyeder zu sein, welche das sog. MÖbius- 
sehe Gesetz der Kanten befolgen. 

b) Aus der Ikosaeder-Pentagondodekaeder-OmpDe ist als Beispiel eines 
gleicheckigen Polyeders höherer Art 

1) das I20(3)i + 12 (10)4] flächige 60(3)i-Eck der 19ten Art und 
zwar diejenige speziolle Varietät, bei welcher je drei Ecken einen ge- 
meinsamen Scheitelpunkt haben; als Beispiel eines gleichflächigen Poly- 
eders höherer Art 

2^ das [12 (6)1 -f 20(3 + 3)i] eckige 20(6 + 3)4-Flach der Uten Art 
(vergl. die beiliegende Zeichnung einer Grenzfläche, deren zwei parallele 
an dem Polyeder durch Färbung kenntlich gemacht sind) dargestellt. 

Die zahlreichen dieser Gruppe angehörigen gleichockigen, gleich- 
flächigen und zugleich gleicheckigen und gleiehflächigeu Polyeder (zu 
welch letzteren auch die bekannten 4 Kepler -Foinso fßohQn regelmässigen 
Stempolyuder gehören) können ebenso, wie auch zahlreiche zu 6) und C) 
gehörige Polyeder aus den 

Fadenmodellen 3) des Ikosaeders, 4) des Pentagondodekaeders, 5) des 
(12 + ^20) flächigen SO- Ecks (Triakontagons) entnommen werden. 

Von zugleich gleicheckigen und gleiehflächigeu Polyedern höherer Art 
dieser Gruppe sind drei (vergl. Kugelteilung 8. 469 — 471, I—lII) in be- 
sonderen Modellen dargestellt, nämlich 
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6) das 20(3 + 2. 3)2 flächige 60 (3)i-Eck der 5ten Art, 

7) das 20(3 + 2. 3)4 flächige 60(3)i-Eck der 25teQ Art, 

8) das 30(4 + 4 4- 4)3 flächige 2.60(3VSck der löten Art, 

bei welchen je zwei parallele Grenzflächen durch Färbung kenntlich ge- 
macht siod; auch liegt jedem dieser Polyeder eine Zeichnung der Grenz- 
fläche bei. Die drei diesen, sowie dem 4ten Polyeder (IV) polar-reciprok 
entsprechenden Polyeder können aus den Fadenmodellen 4) und 5) ent- 
nommen wei*den. 

c) Aus der Gruppe der Polyeder mit einer Hauptaxe sind gleichfalls 
mehrere gloicheckigo und gleichflächige Polyeder erster und höherer Art 
durch Modelle dargestellt. 

d) Einige Modelle von sphärischen Figuren und Netzen, welche bei 
diesen und den nachfolgenden Polyedern in Betracht kommen. 

134 B) ConTCxe Polyeder mit discontinairlieher Oberfläche. 

Von concentrisch regelmässigen Anoixinungeu regelmässiger Polyeder 
sind in Modellen (die einzelnen Polyeder eines Systems sind durch ver- 
schiedene Färbung gekonnzeichnet) dargestellt; 

1) Ein System zweier sich regelmässig kreuzender regulärer Tetraeden 
(Kei)ler's Stella octangula), 

2) Ein System von 5 concentnschen regulären Teti*aedern, 

3) Ein System von 10 concontrischen regulären Tetraedern mit zu je 
zwei zusammenfallenden Ecken und Flächen. 

Bei 2) und 3) ist der innere Kern ein reguläres Ikosaeder, die äussere 
Hülle ein reguläres Pentagondodekaeder. [Vgl. das Fadenmodell A b) 4).J 

4) Ein System von 5 concentrischen regulären Hexaedern; der innere 
Kern ist ein Rhombentriakontaeder, die äussere Hülle ein reguläres Pen- 
tagondodekaeder. [Vgl. Fadenmodell Ab) 4).] 

5) Ein dem System 4) polar-reciprokes System von 5 concentrischen 
regulären OktÄcdern; der innere Kern ist ein reguläres Ikosaeder, die 
äussere Hülle ein gleicheckiges (12 + 20) flächiges 30-Eck (Triakontagon). 
[Vgl. das Fadenmodell A b) 5).] 

Ferner sind in Modellen dargestellt: 

6) a) ß) Zwei Systeme von zwei sich kreuzcuuen rhombischen Sphenoiden, 

7) Ein System von 6 concentrischen (2 + 2-f-2)flächjgen 2.4-Ecken; 
der innere Kern ist ein Hexaeder, die äussere Hülle ein (6-^-8 -p 12)- 
flächiges2.24-Eck, 

8) Ein System zweier concentrischer Hexaeder, deren innerer Kern 
ein (2 4- 8) eckiges 2.8-Flach (eine Doppolpyramide) ist, 

9) Ein System dreier concentrischer Hexaeder; der innere Kern ist 
eine Combination eines Hoxaedei*s mit einem fihombendodekaeder, die 
äussere Hülle ein gleicheckiges (6 +8 ) flächiges 6 . 4-Eck, 

10) Ein System dreier concentrischer Octaeder, dem System 9) polar- 
reciprok entsprechend; der innere Kern ist ein gleichflächiges (6 -\- 8)- 
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eckiges 6.4-Flach, die äussere Hülle hat zu Eckpunkten die Eckpunkte 
eines Oktaedera und eines concentrischen Cubooktaeders. 

136 C) Nicht conTexe Polyeder. 

Vgl. hierzu die beiden Abhandlungen des Verf. : 

„t/6«r einige merkwürdige nicht convexe Polyeder^'' (Marburger Be- 
richt43 Januar 1877) und: „Über einige Polyeder mit einseitiger Ober- 
flädie"- (Marb. Ber. Januar 1879). 

a) Nicht convexe Polyeder mit gweiaeitiger Oberfläche, 

1) Ein (8.3)eckiges 24-Flach der 18ten Art, begrenzt von 24 Fünf- 
ecken der zweiten Art mit 24 öflächigen Ecken mit je einem eiospringen- 
den Flächenwinkel. Der innere Kern ist ein archimedeisches (6 -|- 8 -f- 12)- 
eckiges 24-Flach Iter Art, die äussere Hülle ein archimedeisches (6 -J- 8)- 
flächiges 8 . 3 Eck erster Art. Dies , sowie das ihm polar-reciprok 
entsprechende nicht convexe Polyeder 1') können aus den beiden Faden- 
modeüen 

2) des archimedeischen (6 -f- ^) flächigen 8.d-£cks und 

3) des archimedeischen (6 + 8 -f 12) flächigen 24-Ecks — 
entnommen werden. Die Grenzflächen der beiden nicht oonvexen Poly- 
eder 1) und 1') sind auf besonderen Zeichnungen dargestellt. 

b) Nicht convexe Polyeder mit gioeiseitiger Oberfläche, deren Ober- 
fläche und cubischer Inhalt Nnü ist 

1) und 2) Zwei Modelle von sog. Stephanoiden. Die Flächenteile von 
entgegengesetztem Zeichen sind durch schwarze und weisse Färbung 
unterschieden. 

c) Nicht convexe Polyeder mit einseitiger Oberfläche {MÖbius* sehe 
Polyeder). 

1) Ein Möbius'sches Polyeder, dessen Flächen durch die 6 Flächen 
eines Hexaeders und die vier auf den drei zähligen Axen senkrecht 
stehenden, sich im Mittelpunkt schneidenden Ebenen gebildet werden. Die 
12 Ecken entsprechen den Eckpunkten eines Cubooktaeders. 

2) Ein Möbius'sches Polyeder, welches durch die Erweiterung der 
Flächen eines Trigondodekaeders entsteht; die Eckpunkte sind eine Com- 
bi nation der Eckpunkte eines regulären Oktaeders und eines concentrischen 
regulären Tetraeders. 

2') Das diesem polar-reciprok entsprechende Polyeder. (Vgl. die zweite 
der oben angeführten Abhandlungen, sowie Dr. C. Reinhardt. .„Zur 
Möbitis* sehen Polyedertheorie^K Ber. der kgl, sächs. Gesellsch. d. Wissen- 
schaft. März 1885.) 

Femer : 

3) Ein Modell des bekannten MÖbius'scheü Trigondekaeders {Möbius, 
Ges. Werke Bd. H 8. 482). 

und 4) a) ß) Zwei Modelle des diesem reciproken Polyeders, begrenzt 
von 6 Fünfecken mit 10 di'eiflächigen Ecken. 
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NB. Die vei-schiedoiie Färbuug (schwarz und weiss) der Flächen- 
t^ile ist bei die.seti Modellen nur zum Teil angegeben, da bekannÜich 
bei dem foi-tgesetzten Processo der Färbung schliesslich jeder 
Flächen teil beide Fäi'bungen erhalten wurde. 

(E. Hess.) 

136 Einigte Modelle von Tetraedern in desmischer Lagre» Ton zwei 
einander glelclizeitigr um- und eingreschriebenen Tetraedern und von 
zwei Tetraedern in neunfach hyperbololdit»cher Lagre. (Vgl. F. Schur. 
Math. Ann. XX. S. 276). Prof. E. Hess, Univ. Marburg. 

137 Drei rSnmliche Winkelspiegel (Polyederkaleidoskope) nebst zugre- 
hörigren Einlagen^ angefertigt von Optiker Dr. KrUsS in Hamburg, nach 
Angabe von Prof. E. Hess, Univ. Marburg. 

(Vgl. hierzu des Verf. Abhandlung: ,,Ein Problem der Katoptrik**, 
Marb. Ber. 1879 S. 7— 20; ebenda vom 15. Febniar 1882 ; ferner: „tW 
die Zahl und Lage der Bilder eines Punktes hei drei eine Ecke bUden- 
den Planspiegeln*' (Marb. Ber. Januar 1888), ,,Vber Polyederkaleidoskope 
und deren Anwendung auf die Krystallographie" (Neues Jahrb. f. Mi- 
neralogie. 188Ü. Bd. 1 S. 54— -65) und: ,f Einleitung in die Lehre von der 
Kugelteüung*' § 57 S. 262.) 

AVie in den aufgeführten Abhandlungen genauer auseinandergesetzt 
ist, haben folgi^nde Sj'Kteine von je drei eine Ecke bildenden Planspiegeln, 
wenn Ai die Flächen — , «i die ebenen AVlnkel der dreiflächigen Ecken 
bedeuten : 

1) Ai = 90^ Aa t= As = 60>; ai = 180« -2yi, a^ = ag = y;, 

2) Ai = 45«, Aa = 60^ A3 = 90«; a^ = 90« — fj, a.^ = 45«, «3 = f|, 

3) Ai = 36«, A2 =60«,A3^90«;ai = 4;,ou, = ^,«8 = 90«-'f-4;, 

wobei tg Y] = \ 2, tg <p = 2 , tg '1 = ^ = tg* <p ist, 

die Eigenschaft, von einem im Innern der Ecke befindlichen Punkte m ~ 1 
Bilder zu erzeugen, welche mit dem Punkte selbst den Eckpunkten des 
allgem(»insten gleicheckigon Polyedei"s 

1) der Hexakistetraedor-Gruppe, m = 24, 

2) der IIexakisoktacder-Grui)pe, m = 48, 

3) der Diakishexokontaoder- Gruppe, m = 120 
entsprecJien. 

Legt man sonkiecht zu dem Hadiusvector eines innerhalb der spiegeln- 
den Ecke Ix'fiudliohen Punktes eine Eigene und bf^stimmt die dreie(;kige 
Sehnittfigur dei>ielben mit den St'iteutliichen der Ec-ke, .so stellen die m — 1 
Spiegelbilder eines solchen Dreieeks mit diesem zusammen die vollständige 
OberÜäch«* (»ines gleichfliicliigeii P(>lyedei*s dar, wobei für besonder»* Lagen 
d(ir Ebene sieh zwei imd mehrere Dn.mM'ke zu einer Grenzfläche ver- 
einigen können. Es lassen sich auf diese Weise alle den angegebenen 
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Onppen inguhörigen gleiuhflJU^igoD (und upeciell rogulären) PolyMer 
(enter und höberer Art) mit Hilfe dieeer Spiegel zur ÄnBuh&nung bringen, 
wenn ein passend BusgeschuitteneB Dreieck m riohtiger I^ge in das laoere 
einer soluhen Ecke gebracht vird. 

Aber auch die zogehorigeQ gteiditcirigen Polyeder, alle Cambinatioii»- 
gestalten, sowie überhaapt die Oberfläche jedes KSqMtw, welchem diu be- 
b«ffcndeu S^inmetrieebeneD, deren je drei nächst benachbarte die ät'iteD' 
flächen einer spiegelnden Ecke bilden, lukomnien, werden durch jene 
3piegelapp(U»te erzeugt, wenn man den durch die Ebenen der Ecke auB- 
gosohnittaoen Teil der OberflScbe eines solchen Körpent in der richtigen 
Idge in die Eokeo hineinbringt. 

"Wenn man das einzulegende Dreieck oder den entsprechenden Teil der 
Oberfläche möglichst offe» herateiit, so kann das Innere der ganzen zur 
Ansobaunsg gebrachten Form, insbesondere die Lage und der Verlauf der 
sämtlichen Symmotrieebenen und der Symmetrieaxen, welche durch die 
Kanten der Ecken und deren Spiegelbilder dargestellt sind, sehr bequem 
überblickt nnd verfolgt werden. 

Zu jedem der drei Folyederkaleidoskope ist eine Beihe von passenden 
Anlagen beigefügt. 

(E. Hess.) 

138 Die des regnUren Poircdera eitspreeheBdea regnlArcB Uebietscinlcll- 
■Bgen aiil der hugtl, ausgeführt im Batli. InititHt der teebi. HoebteliHle 
Hflechen, (Prof. Dyok). 

1. Tetraeder. Einteilung in Dreiecke mit den Winkeln -^, -^, -^- 

2. Oktaeder. ., „ „ , |,-;.|. 

3.Iko8«eder. „ „ „ „ „ „ -^, -J, ^ 

I9B Modelle znrDarstellinf von regulären OebletselNtellnngen des Raii «es. 
Von Prof. A. SchUnflie) in Uottingert. Verlag L. BriH, Darmi^tadt. 
Specialkatalog 211-232, (pag. tß u 89.) 
Die ModeUc ropHLsentiren Vi Typen solcher Einteilungen in Funda- 
mental berei che, von denen 10 zu griisscren Bereichen zosammen gesetzt sind. 
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Das Nähere vergl. in der der Modellserie beigegebenen Abhalidlong, sowie 
in des Urhebers Abhandlangen „Über Translationsgruppen^* Math. Annalen 
Bd. 28, 29, 34 and in: Schönflies „Krystallsysteme u. Kr3r8tallstraotar^ 
Leipzig 1891. 

140 Modelle lu Gruppen von Banmtransforinationen. Mit ünterstützong 
der k. Akademie der Wissenschafton zu Berlin nach den Angaben von 
A. Schoenfliet angefertigt von Üniversitäts-Mechaniker F. Apel zu G5ttingen, 
aasgestellt von der K. preuii. Akadenie der WitteMobalten la Berlia. 

Die in Rede stehenden Gruppen betreffen solche Transformationen des 
Raumes in sich, bei denen die Abstände der einzelnen Punkte ungeändert 
bleiben. Für jede dieser Gruppen gibt es eine unendliche Reihe von Be- 
wegungen ; das Gesetz, nach welchem die zugehörigen Drohungsaxen und 
Schraubenaxen im Räume verteilt sind, sollen die Modelle veranschaulichen. 

Die bezüglichen Gruppen (Raumgruppen) lassen sich isomorph auf solohe 
Gruppen von Raumtransformationen beziehen, die sämtlich einen Punkt fest 
lassen (Punktgruppen), d. h. auf diejenigen, die von Herrn Klein cyklische 
Gruppen, Diedergruppen, Tetraedergruppen, Oktaedergruppen und Ikosaeder- 




Fig. 1. 



Fig. 2. 



gi'uppen genannt worden sind. Hierzu sind jedoch nur solche von diesen 
Gruppen tauglich, deren Drehungsaxen die Periode 2, 3, 4 oder 6 haben, 
resp. — krystallographisch gesprochen — zweizählig, dreizählig, vierzählig 
oder sechszählig sind. Jeder Operation einer dieser Punktgruppen ent- 
spricht in der zu ihr isomorphen Raiungruppe eine unendliche Reihe von 
Operationen, die aus einer von ihnen durch Multiplication mit unendlich 
vielen geeigneten Translationen ableitbar sind, und zwar bilden alle diese 
Translationen selbst eine Gruppe (Translationsgruppe), die bei der iso- 
morphen Beziehung der Identität der Punktgruppe gegenüberstellt. 

Für die Modelle sind nur solche Gruppen berücksichtigt worden, die 
den Oktaedergruppon isomorph sind, deren Axen also den Kanten, Flachen- 
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diagODalen und Eörperdiagonalen eines Würfels parallel laufen. Axen von 
gleicher Farbe sind solche Axen, die durch die Operationen der Gruppe 
zur Deckung gelangen können. Um den Modellen nicht durch Häufung 
der Faden die Übersichtlichkeit zu nehmen, ist die Verteilung der Axen 
von der Periode 3 an besonderen Modellen kenntlich gemacht worden; 
es gibt för alle Gruppen nur zwei verschiedene Yerteilungsgesetze der 
dreizähligen Axen, und zwar gilt das Modell 8 (Fig. 1) für die Gruppen, 
denen die Modelle 1 bis 5 und 10 bis 13 entsprechen, das Modell 9 
dagegen (Fig. 2) für 6 und 7. Die Form der Modelle 1 bis 7 entspricht 
im Allgemeinen dem Fundamentalbereich der in jeder Gruppe enthaltenen 
Translationsgruppe. 

Die ModeUe 10 bis 13 zeigen ausser der Axenverteilung die durch 
die Symmetrieebenen der Gruppen bestimmte Raumteilung, resp. deren 
Fundamentalbereich. 

Die Modelle 1 bis 7 beziehen sich auf diejenigen Gruppen, die in 
meiner Schrift über Krystallsysteme und Krystallstructur (Leipzig, 1891) 
mit Gl, Ot, Os, 0«, O5, Oe resp. O7 und Ot bezeichnet worden sind ; den 
Modellen 10 bis 13 entsprechen die Gruppen Oh*, Oh*, Oh', Oh* (vgl. 
a. a. 0. S. 543—549); es sind dies die einzigen Oktaedergruppen, bei 
denen die Synimetrieebeneu eine von der Würfelteilung verschiedene 
Raumteilung liefern. 

(Schoenflies.) 

Vergleiche zu dieser Gruppe auch noch die in Abteilung lU aufge- 
zählten: 
Moddk zur Theorie der Krystaüstructur von Sobnoke. 
KrystaUographMchen ModeUe von Grotb. 
Moddle zur Raun^einteilung von Hartobel. 
KrystallmodeUe von F. Tbonat in Siegen. 
KrystaUmodelle von Steigerwald Neffe, Münclien. 

141 ProJeetlonsBodelle der seehs reg elmilsslgei vierdimenslonalei KOrper 
von Dr. V. Seblegel in Hagen i. W. Vorlag L. Brill, Darmstadt 

Speeialkakdog 183—186, 200, 201 (pag. 31 u. 87). 

183. Füufzell. 184. Achtzeil. 185. Sechzehnzeil. 186. Vierund- 
zwanzigzeU. 200. Sechshundertzoll. 201. HundertzwanzigzoU. 

Vergl. Seldegd »Thoorio der homogen zusammengesetzten Raumgebilde« 
Nova Acta d. ksl. leop. Carol. Akad. Bd. 44, Nr. 4, sowie die der 
Modellserio beigegebene Abhandlung. 

142 Aislehtei, Netze und Modelle aus Cartonpapler zu dea Projeetloas- 
■ladellea der zwei letzten reg elmflssif en , vlerdlmeasloaalen KOrper 

(Seobshundertzell, Hundertzwanzigzeil.) Nach Zeichnungen von V. Sohlegel 
in Hagen i. W. Verlag L. Brill, Darmstadt. 

Speeialkatalog 208-210 (püg. 32 u. 89). (Abbldg. s. nächste Seite). 




PnjectiHBModdl lies vl«F4lMeMl0BaIek Tl«rs«ltl)(eB Frismi'B nad { 

seine Zerleg^ag >■ vier Uftltsgleiehe Ptafulle. Vod V. Sohlefal io 

Hagtu i. W. Vfriag L. Brilt, Darrastadt 
Speeialkafalog 30S (pag. 33 n. 88.) 
Vorgl. Schlegel: Sur na theoreme de geometrie k qnatre dimeDsions. 
C. r. de l'Association franv- ponr l'aTaDC. des Sciences 1885, sowie die 
dem Modell beigegebene Note. 



L. Ebene Curven. 

Hodell «US HessiigrahMei und gesfiumtem DrfllitcB Ober tlle Br- 
zeugiiHff von Kegpelsehnlttea durch zwei eykliseh-yrojeetlve Strahle!- 
bOsehel, Voo Yrot. Chr. Wiener in Karlsruhe. (Ausgefübit 1865). 

Projicirt man eio StrohloDhösobel , durch welches der volle Wiukel 
in erne Anzahl gleicher Teile geteilt wird, ond ninamt die Projectioo 
zweimal, so erhült man iwei cytliscb-projective ^trahleobüschel , derart, 
dass einen] Strahle des einen jeder Strahl dee andern «la entsprechend 
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zugeordoet werden kann; darunter befindet sich ein Paar congruenter 
Büschel. Zwei solche Strablenbüschel sind durch feine Drähte darge- 
stellt, welche in quadratische Rahmen eingespannt siad. Diese werden 
lose über einander gelegt und können gegen einander verschoben werden. 
Hängt man nun ein durch ein Gewichtchen beschweites Häkchen an dem 
Kreuzungspunkte irgend zweier Drähte beider Rahmen ein , und dann in 
regelmässiger Folge Häkchen in den Kreuzungspunkten der folg(»nden 
Drähte, so bezeichnen die Häkchen Punkte einas Kegelschnittes, welcher 
sich beim Verschieben der Rahmen gegen einander durcii das Gleiten 
der Häkchen auf den beiden mnfassten Drähten verändert. Es können 
auf diese Weise alle Arten von Kegelschnitten, Ellipsen und Kreise, 

Hyperbeln, Parabeln dargestellt werden. 

(Chr. Wiener.) 

145 Die Tersehiedenen Arten des Kegrelschnlttbflschels und der Kegel- 
sehnittsehar^ 12 Blätter Zeichnungen, ausgeftihrt(l885) im math. Institut 
der techn. Hochschule München. (Prot. W. Dyck), von stud. J. Kleiber. 

Die Blätter stellen die nach den Kealitäteverhältnissen der Grund- 
elemente, bezw. deren getrennter oder vereinigter Lage zu unter- 
scheidei^den Typen dar. 

146 Die sieben Hanpttjpen der ebenen Cnryen dritter OrdnnngTy naeh 
Möbins auf einer Kugrel dargestellt. Ausgeführt im Math. Seminar der 
Univ. Tübingen, unter Leitung von Prof. A. Brill, von cand. Dollinger. 
Verlag von L. Brill, Dnrmstadt. 

Specialkatalog 204 u. 205 (pag. 40 u. 75), 

Von den 7 Typen dieser sphärischen Curven sind drei durch Spalt- 
nug eines der 5 Newton^schen Haupttypen entstanden. Sie bestehen 
ans einem unpaaren Zug und unterscheiden sich nnr durch die Lage 
der Verbindungslinie der Wendepunkte gegen das Dreieck der Wende- 
tangenten. Sie sind hier auf einer Kugel (Nr. 204) vereinigt. Die 
andere Kugel (Nr. 205) enthält die Typen mit Oval, mit Doppel-, 
Ruckkehr- und isolirtem Punkt. 

Vergleiche hiezn die pag. 275 anfgezählten Faden modelte der Kegel 
dritter Ordnung. 

47 Die verschiedenen Typen der rationalen Curven vierter Ordnung 

(p = o). Fünf Blätter Zeichnungen, nusgeführt im Math. Institut der techn. 

Hoohsohule München (Prof. A. Brill) von stud. Chr. Wolff. 

M:m vergl. hierzu den Aufsatz von BrOl^ Math. Annalen. Bd. 12. 

148 i>ie versehiedenen Typen der ebenen Curven vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten (p -^ 1). Drei Blätter Zeichnungen, ausgeführt (1880) nach 
Angabe von H. Wiener von stud. Chr. Wolff. Math. Institut der techn. 
Hochschule Minchen. 
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Man vergl. bes. der geetaltlichen Verfaältoiase dieser CorTen und 
der gewählten CoDstrnctionsweiae die Innag. -Diasertationen der Herren 
Wiener (München 1880) und P. Vogel (Erlangen 1878). 

149 Zwei Tafeln zar nalheniiifsweiseii Darstellung einer Curve: a) von 
y =r cos X diireh die Anrangsglieder der Tto]rlor*selien Reihe, b) Ton 
y = W dnreh die Anranfsglieder der Fourier*selien Reihe, ansgefdhrt 
(1892) im Math. Inatitvt dar teobnitehen Hochsohule MQneben (Prof. Dyok) 
von stud. Bauner. 

Die beiden Tafeln sollen (f&r Zwecke des Unterrichts) den charakter- 
istischen Unterschied illnstriren, der zwischen der nftherangsweisen 
Darstellnng einer Function mit Hilfe der Taylor'schen Reihe und der 
mit Hilfe der Fon Herrschen Reihe besteht. 

Für die Cnrve y »s cos x sind die nenn ersten Nähemugscurven ge- 
zeichnet, für y = Y~^ die ersten fanf. 

(Dyck.) 



150 Seehs Tafeln Ober die Schönheit der Linien, hervorfebraeht dureh 
Stetigkeit und Regelmässigkeity von Prof. Chr. Wiener, techn. Hochsch. 
Eailsrohe, 1888. 

Die formale ScJiönheU der Linien beruht allein auf ihrer Gestalt und 
ist unabhängig von dorn Gegenstande, an welchem sie aufkicteu, während 
ihre charakteristische Schönheit ein Zeichen der Beglückungsfähigkeit dieses 
Gegenstandes ist. Die formale Schönheit wird durch ihre Gesetzmässig- 
keit hervorgebracht, und zwar insbesondere durch die Stetigkeit und die 
Regelmfissigkeit, wobei unter Regclmässigkeit die nach einer gewissen 
Regel stattfindende Wiederholung von Teilen vorstanden sein soll. Wir 
nennen eine krumme Linie zwischen zweien ihrer Punkte stetig von der 
1. Ordnung, wenn man auf ihr von dem einen Punkte zum andern ge- 
langen kann, wenn also die Linie keine Unterbrechung erleidet-, stetig 
von der 2. Ordnung, wenn boi diesem Durchlaufen die Tangente alle 
Zwischonlagen durchschreitet, wenn also die Linie keine Ecken besitzt; 
stetig von der 3. Ordnung, wenn dabei der Krümmungskreis aUe Zwischen- 
gestalten durchläuft, wenn also an keiner Stelle ein Sprung von einer 
Krümmung zu einer davon verschiedenen stattfindet; und kann ebenso 
von St<»tigkeit<^n höherer Ordnung sprechen. Die bezeichneten drei 
Stetigkeiten empfindet ein Beschauer angenehm, und den Mangel, selbst 
der dritten, fühlt er als unbefriedigend und verletzend, auch wenn er 
ungeübt ist. 

Das erste Blatt zeigt eine Ellipse und 4 Kreisbogenovale (KÖrb- 
bogen) von demselben Axenverhältnisse (1 : 2). Die letzteren sind aus 
4 Kreisbogen von zweierlei Halbmessern zusammengesetzt Keine der- 
selben en-eicht auch nur annähernd die Schönheit der Ellipse. Am er- 
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trftglichdten ist diejenige, bei welcher das Verhältnis dos grösseren zum 
kleineren Halbmesser ein Minimum ist, weniger, wenn die Differenz 
dieser Halbmesser am kleinsten wird; noch etwas besser wirkt eine 
Ovale, welche zwischen den letzt genannten liegt. — Ebenso zeigen 
construirte Curvon 4. Ordnung schönere Formen, als Linien von ange- 
näherten Gestalton, die aus wenigen Kreisbogen zusammengesetzt sind. 

Die Regelmässigkeit kann durch Symmetrie hervorgebracht werden; 
deswegen zeigen Kreisbogenovale, da sie zwei Symmetrieaxen besitzen, 
doch noch eine gewisse Schönheit. Auf der Symmetiie beruht die 
Wirkung des Kaleidoskopes, zu welchem auch unschöne Linienzüge durch 
symmetrische Wiederholung im Winkel zu angenehm wirkenden Stern- 
figuren zusammengesetzt werden. Auch neben einander liegende wieder- 
holte Fonnen wirken angenehm, wie Bauglieder, die Bestandteile eines 
Gitters u. a. Eine Vei-ftnderung bei der Wiederholung, wie sie in gesetz- 
mässiger Weise durch die perspective Abbildung hervorgebracht wird, 
erhöht den Reiz. -— Der Kreis hat unendlich viele Symmetrieaxen und 
wurde von den Alten für die vollkommenste Linie erklärt; er ist aber 
wegen seiner unveränderlichen Krümmung arm gegen die Ellipse. Es 
sftid noch die Sinuslinie, welche von Hogarth für die Schönheitslinie er- 
kläi*t wurde, sowie ihre perspective Veränderung, dargestellt; ebenso die 
versv;hlungene Oykloide, welche als Projectiou einer Schraubenlinie auf- 
treten kann. Die Schlangenlinie, worunter die Schraubenlinie des 
Cylindei-8 und die Schneckenlinie des Kegels gemeint sind, erklärte 
Hogarth für die reizvollste Linie. Besonders befriedigend wirkt eine 
Schar von gesetzmässig in einander übergehenden Linien, wie die 
Cassinischen Linien, wolche die Lemuiskate eiuschliessen. (Verhand- 
lungen des Naturwissenschaftlichen Vereins in Karlsruhe; Vortiiig vom 
11. Mai 1888; in dem bald erscheinenden 11. Baude.) 

(Chr. Wiener.) 



M. Algebraische Flächen. 
Flächen zweiter Ordnung. 

151 Kreiskegel mit ebenen Schnitten nach einer Ellipse, Hyperbel und 
Parabel (aus Gipe), nach den Schnitten zerlegbar. Verlag von L. Brill, 
Darmstadt. 

152 Kegel mit Kreis-, Ellipsen-, Parabel- und Hyperbelsehnitt (ans Holz) 
nach AngiilKs von 6. Kopp, ansgefahrt von der Lebmitteianstatt J. Ehr- 
hard & Co. in Hensheim (Ueflsen). 

(Näheres Specialkatalog,) 

17 
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Beweglicher Crllnder, ia ein cinschall;«^ flyperbolold deromirbar, 
nach Angabe von G. Kopp, soBgcfaiirt von der Lehrmittel Boatalt i. Ehr 
hard fc Co. i» Rensh^im (Hessen). 
(Nttheres Speäalkatalng.) 

EinsehallgFs flyperboloid in Fadcncvnstruetion, nach Angabe von 6. Kfipp, 
ansgefülirt von der Lehrnittelanslalt I. Ehrbard t Co. in Benaheim (Hessen). 
(N all eres Speeialkaiaiog.) 

Carlon-Modelle von PIScbrn zweiter Urdnimg, constmirt nach Angabe 
von Prof. A. BHII (Manchen) Univ. Tflbingen. Verlag L. Brill, Darmstadt. 
Speeialkaiaiog psg. J nnd 57. 
S, 6. Zwei EllipBoide, 
10. SinschatJges Hyperlmloid. 

15. Zweisuhftliges Hyperboloid. 
SS. Ktliptisclies Piirabuloid. 
26. Hyperboliacbea l'nraholoid. 

16. Kegel. 



Diese im Jahre 1874 veröfTeiitlichten Modelle Tcrdankni ihr Eiit- 
slehen der Anregang, die das mit der Hnthematlnchen Versamralang in 
Göttiugen RUKge8U>llte Modell eine« elliplischeu l'Brabüloids , von Fror 
Hmriei in London, aus Hulbkrcisen zusammengesetzt, dem Urbelter 
gab. Er äniifrte die Constriiotion in zivrckeutspreclieoder Weise ab und 
dehnte das VeiTahren anf die DniRlellung alter PIScheii xvieiter Ord- 

Näherea vcrgl, die der Modellserie Iwigegebene Abhandlung, 

(A. Brill.) 

ti)l»sinodellc voii Flüt-lien xtveKer Ordnung, ansgemhit (1878) unter 
LeitDug von Prof. A. Brill von stiid, meL-li. R. Diesel; Math. iBstltot der 
teebn. Hoohschule München. Verlai; L Brill, Durmniadt. 

Specialkatalog pag. 7 nnil 57. 
1, 3. Zwei Ellipsoide. 
S, P. Zwei einsehnlige Hyperboloide. 
17. Zweiachaliges Hyperiioloid. 



20. Elliptisches Paraboloid. 

23. 34. SS. Drei hypeTboIinche Paraboloide. 

14. Ellipliwher Eegel. 




Die gleiche SetHe mit aufgetragenm Krümtnungdinien vgl. noler I. 
Ebeodort Dnler I . . . . vergleiche mao auch die Serie confocaler 
Flädien tieeiler Ordnung von Schwarz %md Neoviv». 

Fadcnnodellc von FlAchen zweiter Ordiun;, dargestellt durch Seideo- 
Riden tn Mesainggeatelleu. Terlng L. Brlll, Dnrmslndt. 
Speeialkalalog pog. 7 n. 58. 

11. UnveräDderlichea Hyperboloid mit Asymplotenkegel. (Fig. 1.) 
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12. Bewegliclies Hyperboloid mit eiDer Schar tod Ert«Dgeu4leD 
nnd mit eiaeia berühreodcD hyperboliacheo Pftraboloid. Die 
Leilkreise koDPen auch schirr gpge nein ander gestellt werden, 
nodurch mau (vgl. Fig. 2) niudscfaiere Flächen vierter Ord- 
nung erbfilt 



Fig. 5. 

13. Beweglirlics Hjperlwloid mit zwei Scharen Ton Erzeugenden 

(Fig. 3.) 
3S. UnverfiQderliohes hyperlmlisclieH Puraboloid. (Fig. 4.] 
39. Bewegliches hjperliolischea ramboloid. (Fig. 5.) 

Fadrnmoticllp zur üerslrlliinf dor ^reriidlialfei FIRcben «weiter Ord- 
Biing, Nonfe ilrr (lasscük^gclM-liiiille «iin zwei projeetiven Patikt- 
reihen. Ilerütxtplll [ISl» ntiil 1.S'.)2) von stud. niHth. E. Lange und 
K. Fischer im Math laalltut der techa. Hochschule München. 
E» Riad in 

1. zwei ühnlichen Pnnktreihen 

2. xwei gleichlanrend 

3. zwei ruiKcgeutaiifend projrcliien Ponlctreihen 

die entftpreeh enden Punkte durch FAdeii verbunden ; die Ljigen der 
beiden anf einander hcMigencn Punktreilitu kennen beliebig geändert 
nnil dndun'h die verHchiedeueii t'Incheu, liez. im Greiizr»11 CurvcD 
zweiter Ordnung eritengl werdpti. Uan vergi. bioizn die auf dem 
gk!i:ben PriDdp l<erubenden Modelle vun ßuka (nnter N, Mr. 1»6.) 

Znel Kegel mit xtvei genioluHameii Tsa^eutialebencn , nach Angabe 
von rraf, Ch. Wiener, teibu. Hodiiithulu Karlsruhe, ausgentelll vom 
Hath. Instltat der techn. Hocbachale Mäachen. 
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Fadenmodell. Die Spitze des einen Kegels ist beweglich. Die in 
zwei Ellipsen zerfallende Schnittcnrve der beiden Kegel ist dnrch kleine, 
je in die entsprechenden Erzeugenden eingeschaltete Ringe markirt. 

160 Zwei Fadenmodelle« darstellend den Schnitt zweier Flächen 2. O. 

in 4 reellen Geraden 

in 2 reellen Geraden und 2 imaginären Germlen 2. Art (nach Standt)^ 
von Privatdocent H. Wiener, Univ. Halle a. S. 

161 Modell zweier bewegflcher Hyperboloide, welche immer eonfoeal 
bleiben, Voo Prof. 0. Henrioi in London. 

Im Jahro 1873 stellte Prof. HenHci einem seiner Schüler im Univorsity 
College die Aufgabe, aus dünnen Stäben oin einschaliges Hyperboloid 
herzustellen, indem er an drei sich nicht schneidende Stäbe andere an- 
legte und dieselben, wo sie sich schneiden, durch einen Faden zusammen- 
band. Er sagte, dass das so entstehende Modijll bald fest worden würde. 
Zu seiner tl berraschuug stellte sich jedoch heraiLs, dass das Modell be- 
weglich blieb. Es war nicht schwor, nachtriiglich d(»n Grund hiervon 
einzusehen und es ergab sich der Satz: Wenn man die Erzeugenden eines 
cinschaligen Hyperl)oloids als starre Oemden betrachtet, dio überall, wo 
sie sich treffen , fest verbunden sind , aber so , dass an jedem Schnitt- 
punkte eine freie Bewegung der einen um die andere möglich bleibt, so 
ist das Hyperboloid nicht starr, sondern erlaubt eine Deformation in eiuo 
einfach unendliche Anzahl anderer Hyperboloide. 

Jeder Punkt auf der Fläche bewegt sich bei der Deformation immer 
auf der Normalen. H;Qt man bei der Deformation den Mittelpunkt und 
die Richtungen der Hauptaxen fest, so bilden die verschiedenen Tragen 
des Hyperboloids eine Reihe confocaler Hyperboloide, während jeder Punkt 
dio Schnittlinie eines festen confocalen Ellipsoids und eines solchen zwei- 
sthaligen Hyperboloids durchläuft. Die vi^schiedenen Lagen eines Punktes 
sind daher, im Ivory\schen Sinne, entsprechende Punkte auf den verschie- 
denen Hyperboloiden. 

Das bewegliche Hyperboloid Jässt sich in doppelter Weise so de- 
formiren, dass alle Erzeugenden in einer Ebene liegen. Man erhält 
dann die Hesse'schen Grenzflächen, begrenzt durch die Focalcurven des 
Systems, welche als Einhüllende der Erzeugenden erscheinen. Die eine 
ist, wie bekannt, eine Hyperbel, die andere eine Ellipse. Es werde nun 
eine Zeichnung dieser Ellipse gemacht miftolst einer Anzahl Tangenten. 
Diese werden so gewählt, dass ihre Schnittpunkte auf confocalen Ellipsen 
respective Hyperbeln liegen, d. h. durch die Tangente wird der ausser- 
halb der Ellipse liegende Teil der Ebene in Vierecke zerlegt Geht man 
nun von einem Schnittpunkte aus längs einer Diagonale eines solchen 
Vierecks und in demselben Sinne längs der Diagonale des njiciisteu Vier- 
ecks, so erhält man eine Reihe von Punkten auf einer Ellipse oder Hyperbel, 
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je nachdem mau die eine oder die andere Diagonale wählt. Um dies zu 
erreichen, verfährt man wie folgt. Zunächst wählt man die Axen der 
Focalellipse und vei'zeichnet das dieser Ellipse umschiüebeue Rechteck, 
dessen Seiten diesen Axcn parallel sind und bestimmt ihre Brenn- 
punkte. Mittelst der letzteren findet man die Scheitelpunkte deijenigen 
Ellipse, welche durch die Ecken dieses Rechtecks geht und der ersten 
confocal ist. Das durch diese Punkte bestimmte Parallelogramm ist wieder 
der ersten Ellipse ums(ihnebon. Durch die Punkte, wo die Seiten des 
Parallelogramms diejenigen des Rechtecks schneiden, lässt sich abermals eine 
confocale Ellipse legen, deren Scheitelpunkte wieder mittelst der Brean- 
punkte zu ermitteln sind. Von diesen zieht man Tangenten an die erste 
Ellipse. Man hat dann IG Tangenten der letzteren. Diese gebeu jede 
doppelt gerechnet die 32 Erzeugenden, aus denen jedes Hyperboloid des 
Modellcs gebildet ist. Auf diese Zeichnung wurden die Stäbe längs den 
Tangenten gelegt und die Schnittpunkte markirt. An den markirten 
Stollen erhielten die Stäbe kleine Einkerbungen imd wurden nachher 
durch Zwirnfüden zusammengebunden. Es entstand so ein Modell, 
welches sehr frei beweglich ist. Auf demselben sind die Krümmungs- 
linien diejenigen Curven, welche man erhält, wenn man von einem Schnitt- 
punkte auf die oben beschriebene AVeise zum nächsten übergeht. 

Bei der Deformation des Modelles beschreibt dann eine solche Curve 
ein confocales Ellipsoid oder zweischal iges Hyperboloid. 

Das so angefertigte Modell wurde im Januar 1874 der London Math. 
Society vorgelegt 

Bald darauf wurden zwei weitere Modelle nach derselben Zeichnung 
angefeiügt und so verbunden, dass sie sich zusammen bewegen und zu- 
gleich confocal bleiben. Dies ward auf folgende Weise bewerkstelligt 
Bekanntlich bilden sechs confocale Flächen, zwei von jeder Art, eine An- 
zahl krummflächiger Parallelepipede , welche alle ihre Diagonalen von 
gleicher Länge haben. Vier solche Diagonalen-Paare, durch Stäbe re- 
präsentirt, wurden angebracht und zeigten sich genügend, die gewünschte 
Verbindung herzustellen. 

Es ist dies das Modell, welches ausgestellt ist 

Es dürfte von Interesse sein, auch die Anfertigung der Stäbe zu be- 
schreiben. Die Stäbe aus Tannenholz, wie sie zu Matten vielfach benützt 
werden, sind zu zerbrechlich. Ich wählte daher Lance- wood, welches, 
wenigstens in England, zu Wagenschaften, sowie zu Masstäben etc. viel- 
fach benützt wiixi. Es ward auf einer Sägemühle in dünne Stäbe ge- 
schnitten und dann , um diese abzurunden , durch die Löcher einer zum 
Drahtzichen gobi'auehten Platte gezogen. Es ist hierbei nötig, die Stäbe 
einige Zeit in Wasser zu legen und sowie sie zu hart werden, wieder- 
holt zu erweichen. 

Es mögen hier noch einige weitere Eigenschaften des beweglichen 
Hyperboloids angegeben werden. 
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Es ist von Intoresso zu bemerken, dass das bewegliche Hyperboloid 
erlaubt, eine durch Tangenten, jede doppelt gezählt, bestimmte Ellipse 
durch eine endliche räumliche Deformation in eine Hyperbel überzuführen. 

Fern(?r (;rhält man einen sehr anschaulichen Beweis von Brianchon's 
Th(»orom. Mai'kirt man nämlich auf dem Hyperboloid ein durch sechs 
Erzeugende gebildetes Sechseck, su sieht man sofort, dass dessen Diago- 
nalen sich in einem Punkte schneiden, weil sie nämlich die Schnittlinien 
von drei Ebenen sind. Deformirt man nun, bis die Fläche in eine Focal- 
curve des Systems übtjrgeht, so erhält man, als Grenzfall, Brianchon's Satz. 

Au(^h diti weitere Entwickelung der Theorie und Anwendung des be- 
weglichen Hyperboloids möge erwähnt werden. Bald nachdem ich das 
erete Modell der Matli. Soc. vorgelegt hatte, stellte Prof. Qreenhül an 
der Universität Cambridge eine auf dasselbe bezügliche Examinations- 
aufgabe. Diese ward nachher von Cayley behandelt (Messenger of Mathe- 
matics) und hiedurch ward die Eigenschaft der Bewc^glichkeit weiter 
bekannt. Dann haben sich verschiedene Mathematiker mit derselben 
beschäftigt. Namentlich haben Darboux und Mannheim schöne An- 
wendungen auf Poinsot's Theorie i-otirender Körper gemacht. 

(0. Henrici.) 



Flächen höherer Ordnung. 

(Vergl. hiezu auch eine Reihe der unter N, O, P aufgezählten Modelle.) 

162 Zwei stereoskopische Photographien des Modelies einer Fläche 
dritter Ordnnngr mit 27 reellen Geraden, Von Prof. Chr. Wiener, 
Karlsruhe. Verlag von B. G. Teubner. Leipzig 1869. Ausgestellt vom 
Matli. Institut der teolin. Hoohsoliule MUnclien. 

163 Serie Ton FlSchen dritter Ordnnngry sXuitliche charakteristische 
Tjpen derselben darstellend, sowie die ivichtigrsten ihrer Hesae'scheB 
FlSchen. Ausgeführt 1884 von Prof. Rodenberg (Darmstadt), Hannover. 
Verlag von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog : 

30, Die Diagonalfläche (Fig. 1). 

31- >1j. Fläche mit vier reellen conischen Knotenpunkten und col- 
lineai'o Verwandlungen dereolben. 

36^ 37. Fläche mit drei reellen coDischen Knotenpunkten. 

38. Fläche mit einem hiplanaren Knotenpunkt B3, dessen zwei 
Tangentialebenen reell sind. 

39. Fläche mit einem hiplanaren Knotenpunkt B3, dessen Tangential- 
ebenen conjugirt imaginär sind. 
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40. Fläche mit drei reellen bipb 



Iren EnotenpnDktet) Bg, 

Knote; opuntten höherer Ordnung 



41— ii. Flächen mit bipli 

45—48. Flüchen mit uniplanarem Knotenpunkt U«, boz. ü-„ Ug. 



49—53. RegelDächen dritter Ordnung. 

53. Drahtmodcll zur Darstellung dei' Ahhildung der Fläohen mit 
1, '2, 3, i conischen Knotenpunkten auf dun l'unlitraum Ireellos Fenta- 

54 und 55. Hosse'ttche Räche i\ir Fläche mit vier reellen conbtehen 
Knutenpunkten (Nr. W ; Fig. 2.) 

^6'. Heüüe'sehe Fläche zur Fläche mit di'oi i'ccUcd cotiiuchen Knotea- 
punktou (Nr. 36; Fig. 3). 




Näheres vcrgl. pag. 14 und lid des SiiecialkataloKOs ron L. BrtW, 
sowie die der Modellserio beigegebeac Abhandlung, in welcher auch dis 
Literatur über den Gegenstand angeführt ist. 
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164 Zehn Modelle von Cjkliden, ausgorührt im math. Institut der technischen 
Hochschule MOnchen (Prof. A. Brill) von Assistent P. Vogel und stiul math. 
S. Finsterwalder (1880 und 1884). Verlag von L. Brill, Dai-mstadt. 

Specialkatalog 57— (SG, pag. 11, 21 und 05. 

Die Modelle 57 — 63 stellen Dupinsclie Cykliden dar (vergl. eine Ab- 
handlung von Clerk Maxwell im Quart Journ. of 
Math. IM. 9). — Nr. 58, 59 sind Abgüsse der im 
liesitze des math. 8eminai*s in Berlin befindlichen, 
von Herrn Kummer angefertigten Originale. Die 
Modelle 64—66 stellen allgemeine Cykliden dar; 
Nr. 6'4 mit 2 imaginären Doppelpunkten, Nr. 65 mit 
2 imaginären und einem reellen, Nr. 66 mit einem 

uniplanaren Knotenpunkt, der dimh Zusammenziehen der drei Knoten 

in 65 entstanden ist. 




165 Drei Modelle der Knninier'schen Fläche, ausgeführt im math. Institut 
der techn. Hochschule München (Prof. F. Klein), von stud. math. K. Rohn 
(1877). Verlag von L. BrilL DarmsUdt. 

SpecuUkatalog 67 - 69 , pag. 5 und 66, wo auuh die eins(;hlägige 
Literatur citirt ist. 




Die drei Modelle unterscheiden sich nach der Realität der Knoten- 
punkte: 16, 8, 4 der Knotiinpunkte (und Do])pcltangentialebenen) reell. 



166 Serie Ton Flächen vierter Ordnung mit vier längs Kreisen he- 
rührenden Ebenen^ nach Geh. liat Prof. Kummep, Univ. Berlin. Verlag 
von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 70 — 75; pag. 19 und 67. 

Die sechs Modelle sind Copien der im Besitz des math. Seminars der 
I'^niversität Berlin befindlichen Oiiginale. Man vergl. die Abb. von 
Kummer in den Monatsber. der k. Akad. d. W., Berlin 1862. 

Die Gleichung aller dieser Klächen Jässt si<5h auf die Form 

(p* — Xpqre =: 
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bringen, wo 9 = die Gleichung einer Kugel, p, q, r, b die linken Seiten 
der Gleichungen der Ebenen eines reguläien, mit der Kugel concentrischen 
Tetraeders bedeuten. Dabei ergibt das gegenseitige Grössenverhältnis 





Fig. 1. Fig. 2. 

von Kugel und Tetraoder die verschiedenen Tj'pen, unter denen sich ins- 
besondere auch die Steijier 'sehe (sog. Römische) Fläche befindet (Nr. 72\ 
Fig. 1). 

167 Drei Modelle der Steiuer'schen Fläche^ ausgeführt von Prof. K Rohn, 

an der tcchn. Hochschule Dresden. 

Bei der allgemeinen Steiner'schen Fläche mit drei reellen Doppel- 
geraden : 

2xyzw 4- aiy»z» -J- ajz'x' -fagx'y« = 

haben die Pinchpoints auf diesen die Coordinaten: 

0, 0, 1, ± Y^^, ferner 0, 1, 0, ± V a^ aj, endlich 1, 0, 0, ± Yb^^ 

Hei gleichem Vorzeichen der a sind alle Pinchpoints null, bei ver- 
schiedenem aber nur auf einer Doppelgeraden. Dieser Fall ist modellirt; 
die Ebenen, welche längs Kegelschnitten berühren, sind imaginär; die 
benützte Gl. ist: 4xyz + y'z* + z*x' — 4x*y" = 0. 

Die Steiner'sche Fläche mit Selbstberührungsgerade und einer Doppel- 
geraden^ die durch Zusammenrücken zweier Doppelgeraden aus der all- 
gemeineu outsteht, zeigt nur noch 3 Pinchpoints (ausserhalb des drei- 
fachen Punktes) und zwar einen auf der Doppol- und zwei auf der 
Selbstbembrungsgeraden. Durch ersteren Punkt und je einen der beiden 
letzteren gehen die beiden Ebenen, die die Fläche längs eines Kegel- 
schnittes berühren. Modellirt ist die Fläche: x'z — x* — x*z" — y"z" = 0, 
sie trägt auf der y-Axe die Pinchpoints +}, auf der z-Axe den Pinch- 
point 1. 

Die Steiner'sche Fläche mit Selbstosetdatiönsgeraden besitzt nur noch 
einen einzigen Pinchpoint und durch ihn eine längs eines Kegelschnitts 
(im Modell ein Kreis) berührende Ebene. Im Modell schneidet auch die 
Ebene durch die singulare Gerade senkrecht zur Oaculationsebene einen 
Kreis aus. Die Gleichung der Fläche ist: — wx" + (xz — y*)' = 0. 

(Rohn.) 
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168 Drei Gipsmodelle» einer Familie Ton Flftohen vierter Ordnung 
angehörend* Von lugcuieur K. A. Mayer in Eiabock (Hannover). 

169 Modell einer Fläche Tierter Ordnung mit zwei sieh schneidenden 
Doppelgeraden (sog. böhmisches Oewölbe) und einer Fläche achter 
Ordnung» angefeii:igt (1885) im math. Institut der techn. Hochsobule Miinchen 
(Prof. A. Briil) von stud. math. Finsterwalder. Verlag von L Brili, 
Darmstadt 

Specialkatalog 77 und 78; pag. 21, 22 und 69. 

Die Fläche vierter Ordnung entsteht dadurch, 
dass ein Kreis sich mit seinem Mittelpunkte auf 
] einem festen Kreise fortbewegt, dabei mit seiner 
"^^ ' Ebene immer parallel zu sich selbst und senkrecht 
zum festen Kreise bleibend. 

Die Fläche achter Ordnung entsteht durch Bewegung einer Kreis- 
linie, deren Ebene senkrecht zur Ebene zweier sich senkrecht schnei- 
dender Geraden bleibt, während die Endpunkte eines Durchmessers bezw. 
auf diesen Geraden gleiten. 

170 Gipsmodell der Fläche^ welche die Kugeln von gleichem Radius ein- 
hüllt, deren Mittelpunkte auf einer Parahel liegen; angefertigt von 
Prof. 0. Henrici, ausgestellt von der Londoner Matbematlscben Gesellschaft. 

Die Fläche ist von der 6. Ordnung. Sie hat eine Doppelcurve und 
eine Cuspidalcurve. Auf einer Seite der Ebene, in welcher die Leitpa- 
rabel liegt, ist die äussere Fläche, auf der anderen der im Innern liegende 
Teil mit den singulären Curveu dai*gestellt. Die Doppelcurve ist 
eine Parabel, welche der liOitparabel congruent ist, aber in einer zur 
letzteren rechtwinkligen Ebene liegt. Die Fläche kann also auch als 
Einhüllende der Kugel aufgefasst werden, welche so rollt, dass sie beide 
Zweige einer Parabel berührt-. Die Dopi)elcurve tritt an zwei Punkten 
A aus der Fläche heraus und wird dann isolirte Curve. 

Die Cuspidalcurve besteht aus zwei endlichen Zweigen, die sich in 
den Punkten A Spitzen bildend vereinigen. 

(0. Henrici:) 

171 Fläche 6. Ordnung, geometrischer Ort der Mittelpunkte der Sehnen 
einer symmetrischen Raumcurve 4« Ordnung 1. Specles. Ausgeführt 
im mathematischen Institut der technischen Hochschule Miincben (unter 
I^itung von Pix)f. Finsterwalder) vom gepr. Lehramtscand. F. B5bmländer. 

Die Mittolpunktsfläche der Sehnen einer Raumcurve kann immer als 
Rückungsfläehe aufgefasst wei'den, die durch Bewegung parallel zu sich 
selbst der auf die halbe Dimension reducirten Raumcuive entsteht, wobei 
ein Punkt wieder eine gleiche Raumcurve beschreibt. Auf einer solchen 
Fläche liegt demnach eine doppelte Schar congruenter Raumcorven. 
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YoQ den beiden Modellen stellt das grössere, zerlegbare don Teil der 
Mäche dar, der von den Mittelpunkten reeller Sehnen eiiüllt wird, auf 
dem kleineren Modell ist die Klächo erweitert, wodurch noch die reellen 
Mittelpunkte von Sehnen mit conjugirt imaginären Endpunkten zur Er- 
scheinung kommen. Der mittlera Teil beider Modelle ist der Ort der 
Mittelpunkte von Sehnen , deren Endpunkte auf verschiedenen Zweigen 
der Curve liegen, der umgebeudo Teil enthält die Mittelpunkte der Sehnen 
eines Zweiges. Die Enveloppe der Curvenschar auf diesem Teil ist die 

ursprüngliche Eaumcurve. 

(Finsterwalder.) 

Vergleiche hier und für die folgende Lit. N. noch eine Reihe der 
unter No. 128 aufgeführten Modelle des Verlages von DeUgrave, Paris. 



N. Eaumcurven und abwickelbare Flächen; 

Regelflächen. 

172 Die Rauiiicurven dritter Ordnung^ aiir Cylinderii zweiter Ordnimsr- 
Ausgeführt im Matliem. Institut der techn. Hochschule München (nn(er 

Leitnng von Prof. Klein) von stud. muth. E. Lange (1879). Verlag von 
L. Brill, Damistadt. 

Specialkatalog 90 (pag. 13 und 73), sowie die dem Modell beige- 
gebene Abhandlung. 

a) Die cubische Ellipse, b) Die cnbiache Hyperbel, c) Die cubiscbe 
Parabel, d) Die cnbiscb-hyper1)olische Parabel. 

173 Die Tier Gestalten der Baamcarre 3. Ordnnngr. Vier Fadenmodelle 
und vier Drahtmodelle von Privatdocent H. Wiener, Univ. Halle a/S. 

Die Gestalten der Ranmcnrve dritter Ordnnng sind dargestellt 

a) durch die abwickelbare Flftche ihrer Tangenten. 

b) als Pnnktcnrven durch Drähte. 

174* Modell aus Holzrabmen und SeidcnlUdcn über die eubisebe hypcr- 
polisehe Parabel als teilweiser Sebnitt zweier Cylinder zweitea 
Grades, ausgeführt von dem Studirenden DufTing, 1881. im Seminar fttr 
darstellende Geometrie an der techn. Ifochschule zu Karlsruhe unter 
Leitung von Prof. Chr. Wiener. 

Von den im Seminar angefertigten derartigen Modellen der Raum- 
curven 3. Ordnung ist dieses Beispiel ausgewählt. £in parabolischer und 
ein hyperbolischer Cylinder mit seinen beiden Asymptotenebenen sind aus 
Fäden von verechiedener Farbe dargestellt und so angeordnet, dass die 
eine Asymptotenebene durch die unendlich ferne Erzeugende des para- 
bolischen CyUndei-8 geht Dadurch haben beide Cylinder eine unendlich 
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ferne Eraeugonde pimoin, und d«r Kest ihrer KchniKuurve ist die cubische 
hyperbolische Parabel, wekhe die Oerade und die Parabel zu Asymplolen ' 
bat, IQ weJrhen der parabolische Cyliader vuo den gonaoiiteu Aaymptoteii- 
eU'iicn geschuitten wird. Die Car\-en sind durcli weisse bezw. schwarze 
Perlen dargestellt, durch welche je ein Faden der beiden sich schneiden- 
den Flächen geht. 

(Clir. Wiener). 

Tier Fadeumodell« xi der Banmeurre Ti«rter OrdonitK erster Art 
■nd ihrer «bwiekelbuen Fliehe. Hergestellt {WM) von H. Wiener, 
jetBt Privatdocent Uni*. Halle a/8. Verlag voa L Brill, Ifarmstadt. 

Sptcialkntahg 91 — 94 {pag. 24 nnd 74). Die Modelle sollen 
die lliinpteigenacbaften derjenigen Ranrocurven TJerter Ordnung, die 
der Schnilt der Flachen zweiter Ordnung eines Küschels Bind, sowie 
der »hwickeibnreu FIAche ihrer Tiingenlen und der Doppelciirve dieser 
Flüche xnr AnschnDUUg bringen. 



Fig. 1. , Fig. 2. 

31. Er*ter Ftill: Die Cnrre Hegt anf vier reellen Kegeln. Durstellnnx 

der Cnrve als Schnitt diener Kigcl. (Fik. 1.) 
93. „ „ Die iibwickelbare Fläche der Tangenten der Curve. 

93. Zireitir Fall: Die Curve liegt anT twei reellen nnd zwei imagi' 

nitren Kegeln. Darstellung als -Schnitt jener beiden. 
Die abwickelbare Fläche ihrer Tangenten. (Fig. 2.) 

94, Dritter FaU: Die Curve liegt anf vier iuagiDitren Kegeln. Dar- 

Ntellung als Schnitt iweier geradliniger Hyper- 
boloide. Die abwickelluire Flftche iler Tangenten. 

Modelle ans RolzrafanicB und äeldealld» Aber die SaanearTe 4. Ard- 
■uBg 2. .Art als Icllwciser Schnitt einer Regelflilehe :t. Qndes nit 
elncni elpseliallgcn Hyperboloide. Construirt und ausgeführt im SCMiMr 
für daratetlende GeoMetrle an der tichn. MDChtohute lu Karlsrnbe unter 
Leitung von Prof. Chr Wiener. 

Diese beiden Flächen bilden die fragliche Schniltcurve, wenn sie 
anssenlem 2 Uerade gemein haben, welche nicht in einer Ebene liegen, 
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odor welche in der Doppelgeraden der Fläche 3. Grades zosammeDfallea. 
(Vgl. Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Oeometrie^ Bd. 2, S. 459.) 
Der letztere Fall ist in den Modollen zu Grande gelegt; beide Hegel- 
flächon sind durch Fäden dargestellt, und ihre Schnittlinie durch Perlen 
oder durch einen aufgelegten stärkereu Faden. Die Fälle sind nach der 
Anzalil der reellen unendlich fernen Punkte unterschieden. Diese yer- 
schiodenon Fälle sind durch die gegen einander concentrisch gelegten 
Richtkegel der beiden Flächen hergestellt, deren Erzeugenden bezw. mit 
einer Erzeugenden der sich schneidenden Flächen parallel sind. Die 
Schnittlinien der Richtkegel mit .einer Ebene sind eine Curve 3. Ordnung 
mit einem Doppelpunkte, welcher der Doppelgeraden entspricht, und ein 
durch diesen Doppolpunkt gehender Kegelschnitt. Ausserdem haben diese 
Curven 4 Punkte gemeinsam, von deren Reellität die Reellität der un- 
endlich fernen Punkte unserer Raumcurve abhängt. 

a) Die 4 unendlich fernen Punkte sind aUe imaginär. Das Modell 
ist von dem Studirenden Eisele im Jahre 1881 hergestellt 

b) Zwei unendlich ferne Punkte sind reell und getrennt. Stud. 
üümann, 1881. 

Man erkennt das Schneiden der Curve mit den Erzeugenden der einen 
Schar des Hyperboloides in je 3 Punkten und der anderen Schar in je 
einem Punkte. Die Curve windet sich schraubenartig im Sinne der 
letzteren Ei'zeugendon. 

c) Die 4 unendlich fernen Punkte »ind reeü und fallen zusammen. 
Stud. Zimmermann, 1882. 

d imd e) Die 4 unendlich fernen Punkte sind reell und getrennt, 
Studirender und Assistent Tesch, 1892. 

d) Die Curve besteht aus 4 Asten; joder Ast strebt seinen beiden un- 
endlich femon Punkten auf den vei'schiedenen Seiten eines elliptischen 
Schnittes des Hyperboloides zu. 

o) Wie vorher ; niu* streben zwei Aste ihren unendlich fernen Punkten 
auf den vei'schiedenen Seiten jenes elliptischen Schnittes zu, zwei auf 
dei-selben Seite. Einer der eisteren Äste zeigt den Verlauf einer 
Schlangenlinie. 

(Chr. Wiener.) 

177 Drei Modelle aus Holzrahnieii und Seidenfiiden Aber die Ranmeuire 
4. Ordnung *^• Art als Seiinitt zweier Plilehen P und G 2. Grades 
und deren Imaii^inärprojeetionen in Bezug auf einen Vivaki JP, der 
eine gemeinsame Poiarebene P zu F und G besitzt. Constnürt und 
ausgeführt im Seminar für darstellende Geometrie an der technischen 
Hochschule zu Karlsruhe unter Leitung von Prof. Chr. Wiener. 

unter der Imaginiü'projection eines Kegelschnittes k in seiner Ebene 
(vergl. die angefühi-te darstellende Geometi'ie, Bd. 1, S. 315 ff.) in Bezug 
auf einen Punkt P und seine Polare p zu k verstehe ich die Gesamtheit 
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der Punkte, welche auf Strahlen, die von P ausgehen, in Bezug auf k 
einander conjugirt und zugleich durch P und p harmonisch getrennt sind. 
Diese Punkte sind reell auf den Strahlen, welche den k imaginär schnoidtMi. 
Die Imaginärprojection ist ^vieder ein Kegelschnitt und hoisst auch die 
zu k in Bezug auf P und p conjugirtc Curve. Ist P unendlich fem, so 
sind jene Punktepaaro die ideellen Doppolpunkte der auf den Sti-ahlen 
gebild(»tt»n Involution conjugirtor Punkti» ; ihre Abstände von p, gomcs8(»n 
auf dem Strahle, sind die ihres Faktors i boraubt<m rein iuiaginänMi 
Coordinaten d(»r Curvcnpunkto. Für zwei Kegelschnitte k und 1 der- 
selben Ebene werden die imaginären Schnittpunkte dargestellt durch ihre 
Imaginärprojectionen in Bezug auf einen Punkt P, welcher dieselbe 
Gei-ade p zur Polaren in Bezug auf k und 1 b(»sitzt, wenn man die 
Imaginärprojectioneu k' und 1' von k und 1 in Bezug auf P und p zum 
Schnitt bringt Die Strahlen aus P durch je 2 solche Schnittpunkte be- 
sitzen dann di(^8elbe Involution conjugirtor Punkte zu k und 1, oder sie 
b(»sitzon von b(»iden Curven ihre gemeinsam(»n Punkte». 

Entsprechend kann man von (»iner Fläche F 2. Grad(?s die Imaginär- 
projection F' in Bt^zug auf einen Punkt P und seine Polareb(»ne P be- 
stimmen ; sie ist wieder eine Fläche 2. Grades (Bd. 2, S. 89 ff.)*, u'^d 
entsprechend die Imaginäri)rojection der Schnittcurvc^ zwei(T Flächen F 
und G 2. Grades in B(»zug auf einen Punkt P und seine in Bezug auf 
beide Flächen gemeinsame Polarebeiu? P (Bd. 2, S. 317 ff.). (Solcher 
Paare P und P gibt es 4, welche das d(»n beiden Flächen gemeinsame 
Polartetraeder biUhm.) 

a) Die beiden Flächen F und G sind eine Kugel und ein Um- 
drehungsq/linder t der die Kugel berührt und durrh ihren Mittelpunkt 
geht. Als Ebene P werde diejenige gewählt, welche durch die die Kugel 
berührende Erzeugende des Cylinders und durch den Kugelmittelpunkt 
geht; ihr gemeinsamer Pol P zu F und G ist der unendlich ferne Punkt 
einer auf P senkrechtc^n Geraden. Die Schnittlinie von F und G hat 
eine lemniskatenartige Gestalt und projicirt sich aus P auf P lüs Stück 
einer Parabel. Die Imaginärprojectionen von K und G sind bezw. ein 
gleichseitiges Umdrehungshyperl)oloid und ein gleichseitiger hyperbolischer 
Cylinder; ihr Schnitt projicirt si(;h aiLS P auf P als die Ergänzung jenes 
Parabelstückes zur ganzen Parabel. Der projicironde Cylinder der Schnitt- 
curve von F und G und ihrer Imaginärprojection ist daher ein voller 
parabolischer Cylinder. 

Das Modell ist von dem Studirenden Seißert (1885) angefertigt. Die 
Kugel ist aus Parallelkreisen aus Draht vorgestellt. 

b) Die Flächen F und G »ind eine Kugel und ein mit ihr concentriaches 
abgeplattetes Umdrehungsellipsoid, das von der Kugel ganz eingeschlossen 
wird. Die Schnittlinie ist durchaus imaginär. Als P und P sind bezw. 
die Äquatorebeue des Ellipsoides und der unendlich ferne Punkt einer 
auf ihr senkrechten Geraden gewählt. F' und G' sind ein gleichseitiges 
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und ein ungleidisoitigos Umdrcliun^hyporboloid uud ihre Schnittlinie 
besteht aus zwei gleiclicu zu 1' pamllolen und sym metrischen Kreisen. 
Angefertigt von den »Studirendeu Häuser (188G) und Joos (1890). 

c) Das Enisprecheiide ^ wenn das Ellipsoid excentriscli gegen die 
Kugel liegty aber toieder ganz vnn xtir eingeschlossen wird. Die Imaginär- 
projcction der imaginären S(;hnittlinie projiciii: sich aus P auf P als ein 
Kreis, dagegen auf eine durch die Mittelpunkte beider Flächen und 
durch P gelegte El>ene senkrocht als zwei Stücke einer Parabel. 

Das Modell wuixle 1888 begonnen und 1891 von dem Studirendon 

Baumann vollendet. 

(Chr. Wiener.) 

178 Sieben Fadenmodollo der Abwickelbaren Flüchen der Baamoiirren 
vierter Ordnung^ zweiter Species, constmirt (1892) von Prof. K. Rohn 
an der technischen Hochschule zu Dresden. Verlag von L. BnÜ, Darmstadt. 

Specialkatalog 231—337 (pag. 50 und 74). Von den als unvoll- 
ständiger Schnitt einer Fläche zweiter mit einer Flache dritter Ordnung 
darstellbaren Raumcurveu sind (durch ihre abwickelbaren Flächen) 
dargestellt: 

231. Rauracnrve 4. Ordnung mit 4 reellen Tangenten, die sie noch 
au.sscrdem schneiden ; sie besitzt keine reellen Punkte mit Wendee1)eueu 
und liegt ganz im Endlichen. 

232. Ranmcnrve 4. Ordnung mit 4 reellen Punkten mit Wende- 
el>enpn. 

233. Raumcurve 4. Ordnung ohne reelle Punkte mit Wendeebenen 
und ohne reelle, sie schneidende Tangenten. 

234. Raumcurve 4. Ordnung mit zwei Streckungspunkten, d. i. 
Punkten, in denen drei consecutive Curvenpunkte in gerader Linie liegen. 

235 und 236. Raumcurve 4. Ordnung mit zwei reellen Punkten 
mit Wendeebenen und zwei reellen, sie schneidenden Tangenten. 

237. Raumcurve 4. Classe, die aus VI durch reciproke Raumtrans- 
formation abgeleitet ist. 

179 Modelle Ton dcTeloppablen Flächen algrebraischer Raamearren. 

Fadenmodelle von Prof. Björling in Lund, im Verlag der Gleerilp*8Cbeil 
Universitats- Buchhandlung in Lund. Aufgestellt vom Mathem. Institut 

der teohnischen Hochschule MUncheu. 

Der grösseio Teil dieser Flächen wird als osculirende Developpable 
von bestimmten Riiumcurven erhalten, nur zwei derselben Nr. 2 und 6 
sind Developpable, die zwei Kreisen umgeschrieben sind, während Nr. 8 
eine zwei congruenten Ellipsen in zwei parallelen Ebenen mit zu 
einander senkrechten Axcnrichtungen umschriebene Developpable ist. 
Mau sehe die den Modelleu beigegebeneu Erläuterungen , in welchen 
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auch die Charaktere der Flächen angegeben sind. (Vergl. auch Salmon 
anal. Cieom. d. Raumes II. Aufl. pag. 78.) 

Von Rjörling rührt noch eine zweite (hier nicht ausgestellte) Serie 
von Modelleu von Ranmcorven und Developpablen -Singularitäten her. 

1. Developpable einer cubischen Parabel, x* = ay, xy = hz; 
Gleichung der Fläche: 

4bx»z — 3ax«y« — ßabxyz + 4a»y» + ab»z« = 0. 

2. Abwickelbare Fläche, die zwei Kreisen umbeschrieben ist, die 
sich in zwei zu einander senkrechten Ebenen befinden und beide die 
Schnittlinie derselben berühren. 

3. Die Rückkehrcurve dieser abwickelbaren Fläche hat die Gleichung 
Sx'* + 3y* + 2xz = 0, z2 = ax, ist 4. Ordnung und besitzt einen 
stationären Puukt und eine stationäre Ebene. * Die Doppelcurve ist eine 
Hyperbel. Gleichung der Fläche 

X . (9 x> + 9y* + z« + 6 xz — ak)« 
+4(3x^+3y*+2xz).(9x«z+9y«z + z« + 6xz« + axz + 3ax« + 3ay«) = 0. 

4. Osculirende Developpable der Curve vierter Ordnung y* -}-z* = a', 
y2 = ax. Letztere besitzt vier stationäre Ebenen und einen im Un- 
endlichen liegenden isolirten Doppelpunkt. Die Doppelcurve besteht 
aus zwei ebenen Curven dritter Ordnung. Gleichung der Fläche: 

(xy» + xz^ +. az« — a») = 4 y« (ax + z» — a«) (y« + z« - a,*), 

5. Desgl. der Curve vierter Ordnung x* + y* -f- z* = a*, x* -f 7* = »x. 
Die Cuspidalcurve besitzt zwei reelle und zwei imaginäre stationäre 
Ebenen und einen Doppelpunkt. Die Doppelcurve ist in zwei ebene 
Curven dritter Ordnung zerfallen. Gleichung der Fläche 

[(x - af -f xy« 4- (a - 2x) z^J« = 

= 4y» (ax + z* - a») [(x - a)^ + y' ~ z^J. 

G. Developpable, umgeschrieben zwei Kreisen in senkrechten 
Ebenen, von welchen der eine die Ebene des andern berührt. Die Rück- 
kehrcnrve ist hier sechster Ordnung und besitzt vier reelle stationäre 
Tangeuten, zwei reelle stationäre Punkte uud eine Doppelschmiegungs- 
ebene. Die Doppelcurve ist vierter Ordnung und besteht aus einem 
Kreis und einer Parabel. 

7. Osculirende Developpable der Curve vierter Ordnung: 
X* + y'' + z' = 30«, x« + y« = 31 X, 

welche sechzehn stationäre Tangentialebenen besitzt, wovon vier reell 
sind. Die Doppelcurve sechzehnter Ordnung zerfallt in vier ebene Curven 
vierter Ordnung, von welchen zwei reell sind. 

18 
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8. Developpable, aniRchrieben zwei congruenten Ellipsen, die in 

parallelen Ebenen so liegen, dass die grosse Axe der einen parallel der 

kleinen der andern ist. Die Kückkebrkante ist zwölfter Ordnung und 

besitzt zwei vierfacbe Punkte (einen im Uuendlicben) , vier isolirte 

Doppelpunkte und vier Spitzen. 

(Aus den Erläuterungen von Björliug.) 

180 Fadenmodeli eluer developpablen Fläche vierter Ordnungr, ausge- 
fülirt und ausgestellt von Privatdoc. J. Keller, Polytecbnicuin Zürich. 

Ein gerader Kroiskegel, dessen Mittelpunkt F auf der Bildebene liegt, 
dessen Axe auf dieser senkrecht steht und dessen Erzeugenden mit der 
Axe "Winkel von 45 ° einschliessen, bildet die Grundlage der Betrachtung. 
Jede Ebene des Raumes schneidet diesen Kegel in einer Curve 2. Grades, 
deren Ortliogonälprojection auf die Bildebene den Kegelschnittpunkt F 
zum Brennpunkte, die Spur der Ebene zur entsprechenden Directrix f 
und die trig. Tangente des Neigungswinkels der Ebene zur Bildebene als 
numerische Excenti'icität c besitzt. Die Betrachtungen über Curven 
2. Grades auf der Bildebene mit einem gemeinschaftlichen Brennpunkte 
(monoconfocale Kegelschnitte) übeiiragen sich damit auf Fragen über gt»- 
wisse Lagen von Ebenen im Räume. — (Siehe meine Veröffentlichungen 
hierüber: „Über monoconfocale Kegelschnitte", 27. Jahrgang, pag. 1—29 
und T.Orthogonalconjugii-to Scharen monoconfocaler Kegelschnitte", 
32. Jahrgang, pag. 33— 79 der Vierteljahrsschrift der natuiforechenden 
Gesollschaft in Zürich.) 

Schneide die Ebene E aus unserem Fundamen talkegel den Kegel- 
schnitt Kr, dessen Orthogonalprojoction auf die Bildebene K ist, dann ent- 
sprechen allen Ebenen des Raumes, welche Kr berühren, Kegelschnitte 
der Bildebene, welche mit K monoconfocal sind und ihn berühren. 
Schliesson die Ebenen ausserdem mit der Bildebene einen constanten 
Winkel cp ein, so kommt den entsprechenden Kegelschnitten auf der 
Bildebene eine constante num. Excentiicität , somit auch ein constantes 
Axen Verhältnis zu. Wenn endlich der Winkel <p überemstimmt mit dem 
Winkel a, den die Ebene E selbst mit der Bildebene einschliosst, so 
besitzen die bezüglichen Kegelschnitto dasselbe Axenverhältnis wie K. 
Diesen Specialfall illustriri unser Modell. Für die Ebene E ist tga = J; 
ihr entspricht auf der Bildebene d»n' Kegelschnitt K von der num. 
Excontricität }, also dem Axenverhältnis J ^5. Die betreffenden Tan- 
gentialebenen umhüllen eine developpablo Fläche von der Ordnungszahl 4; 
sie besitzt auf der Ebene (x, z) eine Doppelcurve von der 2. Oitlnung 
und ihr Schnitt mit der Bildebene (x, y) ist eine Curve 4. Oi-dnung, 
deren Tangenten die Piroctricen der bezüglichen Kegelsclinitte sind. Mao 
erkennt im Modell auch die Rückkehrcurve der dev. Fläche. Der Ebene E*, 
die mit E symmetrisch zur Bildebene liegt, entspricht die symmetrische 

•'•"''''^ *'**• (J. Kollor.) 
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181 FDnr Ftidriimotlello drr Typen der Kegel dritter Vrtlnang. va Piivnt- 
(loceiit H. Wiener, Kuiv. Hallo :i. S. 

Vvi'gleiulic liiezu aiurh die ]is^. 3&r> aurgczöliltoii Llarblülhiiigon der 
elji'uoii Curvuu dritter Ordoung auf cim-r Kugel. 

IB2 Vier ciofactae FadeDinodelle , vun Privtttdoiirut H. Wieier, Univ. 
Ilnllo a S 

Dm MoJtllt itcllon dir 

a) FuiP boH-ogliclic l nidi h Rit.olilJcliO mit don boid n Scharen vou 
Ei7CUfroi] Jen 

li) noradliuigo tliichou dio duidi oidc liaumiurvo vioitor Ordnung 
mit (anoadliih fointin isilirt(-u) Dnpptimnlt tiindiiuligoh< n 

1 Das n,i litwioklige Panl«!oid 

2 Ein n Kicwc\lindor und 2 panvtolis li C\linder 

3 Das ijlindroid 

183 Tier Faden tu odelle der Re^olllilclien dritten tirades, angefertigt im 
natliem. Seminar der teclin. Ho(li>cliula zu Karlerulie unter T^eitung von 
Prof, Chr. Wiener von sfiid. tivlin. C. Teech. Verlag L. BHII, Üarinstadt. 



Sprriiilkntalox ä^:i '-:,':,'(!: ]>.ig. 44 und t!4. 

184 Serie Ton Rn^clfliicheii Tierter Ordnung, <vmKtruiit von Prnf. K. Roba. 
tc'lin. Iliiübsrhulo Dresden. Verlag von L. Britl, Darnistailt. 
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Specialkatalog lf}H—172: \<xz. 27 und 6's. Man vercl. hif-r ü-n Aaf- 
^atz \'tu Uoltu: ^.L'ber di*- r^f^Ja^fhrttn Arf'tm der EUgdßäfhen i. Ord- 
nung''', MatXL Ann. VA. 'Jr<. ^akIl- dk- ä*T Mc^J■•ll^-Tie U-i^*^j..bfne' Al>- 
haii'iluu^. 

l)':*i M'.'ielle j:li«-«iem ^:«•h na'jli d» r EiijT«^i!uDji der R»^g<riflächen iii: 

1. Fld'.hen mit zwt'i I)oi«p«'-'lg"ra'k'n «Xr. 103 — 107,. 

2. Flä« hen mit D'^^tpfn.'l »gerade und Dopp^lkt- j«rl>-Lmtt Xr. i/O . 

3. Fläehen mit Dopp-l':ar\e dritter Orinuag Xr. 171, 17 Z). 

4. riä'^^'hen mit »'iner dr^ifa^.-hen Geradf'n 'Nr. I6S. i69 . 

185 Wladschiefe Fliehe 4. OrdBVBcr bH eiver D^ppel^eraiea m«d eiaea 
greraden Leitke^eL FaJ«'Dm'>i^fll, au^^^^^führt (1881) im ■ath. lattiM 
ier teeha. Haehsebale Miacliea Tr^f. Brill von stu<L S. FiBsterwalder. 

Es ii?t ein spic^gelnd^T Krei>-Cyliüder und eine durch die Aie gehende 
leuchtende Liuie g'-;i«^^'ben. Denkt man >ich die Linie an den einzelnen 
Tangentialebf-'nen des Cylindcrs gespiegelt, so entsteht die mödellirte 
Flüche aus den Spiegelbildern. Die leuchtende Gerade wird D«»ppel- 
liuie. welche in den S^-hnittj «unkten mit dem Cylinder Pinchpoints hat. 

ISS Piaf bewe^liehe Mo4eUe aas SUhlstibea für dea üaternebt la 
sjathetiseber aad dar^telleader Geoaietrie, von Prof. F. Bafca, teehn. 
Ho<-h*<'hule Berhn-Charlotteuburg. aujefertigt und ausge.>tellt von Wiackel- 
■aaa Sc Sobae, Verlagsbuchhandlung, Berlin. 

Di«* C'onstruction der Mo«JelIe schliesst sich möglichst eng der Metho<le 
der synthetis^-hen G<*omo?trie an. Di«* Tiiiger von Punktreihen I. Ordnung 
sind durch Eis»*nstäl^, Sf»lche IL Onlnuug durch Mes^ingreifen ersetzt; 
die Punkte d^»r Punktreihen werd»*a durch kleine Mevjiugringe vertr«*t»^n, 
welche an den be>timmten Stellen freibewegli«-h an die Träger ange- 
schlossen sind. Je zwei homoInge Punkte werdeo durch einen dünnen 
Stahlstab verbunden. Sind auf diese Weise mriirlirhst einfache Gebilde 
erz**ugt — etwa aus proje«'tiv gleichen Puoktreihen Paralltdstrahlenbüschi»l 
— 9/} sieht man aus ihnpo b«*i stetiger VeräDderung der relativen Lage 
der I>iitg»'bilde die allgeinein<fa Formen — im erwähnten Falle Parabeln 
und Paniboloide — ent>t«'h»^D. 

Modell I. Zw«M projectiv gleiche Punktri-iheu I. Ordnung mit den 
Verbindung^ilinien honiolog«'r Punkt** z«*iiren den stetigen Üb»^rgang aus 
Parallelstrahb*nbü>cheln in Parabeln, hyper]x)lis<*he Paraboloide und ge- 
wr,hnli<he Strahb*nbü.sch«*l. Durch 0>nibinati(in des Modelies mit einem 
gleichartigen wird (»in Rhombus mit zw«*i zu seinen Seiten parallelen 
Scharen Gerad»'r h'Tgestellt und dr^rsellu' durch stetige Bewegung in 
Parabeln und Paraboloide mit lx?iden Seharen Gerader — darunter 
gb'ichseitige — übergi-führt. 

Modell IL Mit Hilfe zweier projectiven Puuktreihen I. Ordnung und 
der Verbindungslinien homologer Punkte erhält man in conti nuirlicher 
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Folgo StrahltMibÜHchol I. Ordnung, Ellipsen (damutor den Kreis), oiii- 

mantolige Hyperboloide und Hyperbeln. 

Modell III. Kino Punktroiho I. und eine zu ihr 
projective II. Ordnung (Kreis) zeigen — zum Teil 
in stetiger Folge — verschiedene prägnante Formen 
der 3 Typen geradliniger Flächen LH. Ordnung (mit 
ihren Doppelgeraden) und den Übergang derselben 
in soloh(i II. Ordnung. 

Modell IV. Zwei projeetiv gleiche und gleich 
grosse Kreise zeigen, je nachdem sie behufs Ver- 
bindung homologer l*uukte gloichstimmig oder un- 
gleichstimmig in parallele Ebenen gelegt worden, 

durch stetige Bewegung 

1. den Übergang aus dem Parallelstrahlenbüschol in elliptische 
Cylinder, Kotatiouscylinder, in Rotations- und allgemeine Hyper- 
boloide und Kegel, sowie in verschiedene Flächen IV. Ordnung 

2. den Übergang aus dem Farallclstrahlenbüschel in das geradlinige 
Kreisconoid und versc^hiedene andere Arten geradliniger Flächen 
IV. Ordnung mit Doppelcurven, endlich in eine dem Plücker'schen 
Conoid vorw^andtü Flächen familie III. Ordnung. 

Aus dem Modell l&ssen sich auch Hyperboloide mit beiden 
Scharen Gerader herstellen. 

Modell V, Mit Hilfe einer Schraubenlinie von ca. 4 Umgängen können 
die verschiedensten Arten rechts und links geschränkter windschiefer 
(dai'unter axialer) Schi-aubenttächen , ihre Selbstschnitte , ihr Schnitt mit 
einer zur Axe normalen Ebene, der Schnitt zweier Schraubenflächen von 
gleicher Axe etc. gezeigt werden. — Die axialen Sehraubenflächen lassen 
sich durch stetigen Übergang in einander überführen. 

Zur bequemen Handhabung der Modelle I— IV und zur Fixirung der 
erzeugton Flächen und Curveu dient ein mit 2 verschiebbaren Kugel- 
gelenken versehenes Stativ. 

Sämtliche Modelle bestehen in allen ihren Teilen nur aus Metall und 
sind in solchem Masstabo angefertigt, dass die erzeugten Gebilde selbst 
in grösseren Auditorien von den Zuhörenden schon während des Vor- 
trages deutlich gesehen werden können. 

(Buka.) 

Preis der ganzen Seiie mit Stativ 200 Ji. Bei Einzel-Bezug kostet 
Modell Nr. I (Doppelmodell) 40 A, Nr. U 25 iL, Nr. III 30 A. Nr. IV 
35 A, Nr. V 60 JH*. und das Stativ 30 JH*. 



187 Schraubenlinie mit ihrer abwiclcelbaren Fläche, ausgeführt 1892 von 
Stud. K. Fischer, im Math. Institut der techn. Hochschale MUnchen (rrof. Dyck.) 

DuH Modell dient zur Demonstration der I>age des iiof die Curve 
bezüglichen Coordinatensystems. 
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188 Drei Fadenmodelle der Re^elscliraubenliriehen. Im Seminar für dar- 
stellende Geometrie an der techn. Hochscliule zu Karlsrulie unter Leitung 
von Prof. Chr. Wiener auegeführt von Assistent C. Tescb. Verlag von 
L. BritI, Darmstadt. 

Specialkatalog 227—230 pag. 48 und 73, 

Die Regelschraubenflächen entstehen dadurch, dass eine Gerade 
sich längs einer Schraubenlinie so bewegt, dass sie stets denselben 
Winkel mit der Normalebene auf die Axe der Schraubenlinie ein- 
scbliesst. Je nachdem dieser Winkel gleich, kleiner oder grösser 
ist als der von der Tangente an die Schraubenlinie mit jener Normal- 
ebene gebildete, erhält man die drei in Nr. 227 und 228; 229, 230 
dargestellten Fälle. 



189 Sechs Modelle zur Analysls situs Ton Raumcarvon. Von Privatdoccnt 
H. Brunn, Univ. München. 

Die Modolle beziehen sich auf eine in den Sitzinigsbe richten der 
k. Akademie der Wissenschaften zu München, Jahrg. 1892, Heft I ver- 
öffoutliehte Arbeit „Über Verkettung*', und stimmen bis auf das Schnüre- 
modell überoin mit Figuren desselben. 

Eine Anzahl geschlossener, vci-schlungener Curven oder „Ringe" bildet 
eine „Kette'*. Die Anzahl der Querschnitte an voi*schiedenon Ringen, 
welche mindestens, bezw. höchstens nötig ist, um sämtliche Glieder der 
Kette von einander zu trennen, heisse ihre Minimal-, bezw. Maximnl- 
Zei*schneidungszahl. 

Die Modelle No. 2, 3, 4, 5 sind Ketten, für welche di(*se charakte- 
ristischen Zahlen gleich der Einheit sind. Es lässt sich kein Glied in 
diesen Ketten aufschneiden oder hinwegdenken, ohne dass dieselben voll- 
ständig zerfallen. Es sind Ketten „ohne Uuterkotten". Dun-h Modoll 
Nr. 5 ist ersichtlich, dass solche Ketten ohne Unterketten mit beliebig 
grosser Gliederzahl gebildet werden können. Modell Nr. 1 dagegen ist 
eine Kette, für welche die Zei-schneidungszahlen gleich zwei sind. Wenn 
man einen Ring A aufschneidet, so hängen die beiden andern immer noch 
zusammen, und bilden somit eine Unterkette der ursprünglichen Kette. 
Die Modelle Nr. 1 und 2 sind bereits bei Tait (Vergl. am oben ang. Ort 
Nr. 2) in etwas anderem Zusammenhange erwähnt. Das Schnüieinodell 
Nr. 6 endlich soll bequem die Bildung und Autlöbung beliebiger Ketten 
ermöglichen. Das Äuflmken, bezw. Zuhaken einer Schnur entspricht der 
Ausführung, bezw. Aufliebung eines Schnittes. Ein hübsches Ex|>erinicnt 
Ist (»s, mittels dieser Schnüre das im 11. Teil des erwähnten Aufsatzes 
geschihlpilo speciello Verfahren der Ihldung von Ketten ohne Unterkcttoii 
darzustellen und den Zerfall der ganzen Kette durch Aufhaken eines 
ganz beüebigeu Ringes herbeizuführen. 
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Die Zei*scliueidung8zahlen finden praktische Anwendung z. B. bei der 
Fi-agü, wie viele Glieder einer Metallketto von gej^ebener Form mindestens 
gesell weisst oder gelötet werden müssen. 

(fl. Brunn.) 



0. Modelle zur Liniengeometrie. 

Brennlinien; Strahlensysteme, Brennflächen , Centraflächen; 

Complexe. 

190 llrennllnien , entstanden durch Reflexion bezw« Brechung: der von 
einem leuchtenden Punkt ausgehenden Strahlen an einem Kreise. 

6 Blatt Zeichnungen von slud. math. S. FInsterwalder (1881— 82). Math. 
Institut der techn. Hochschule München (Prof. BrIII). 

Die ersten 3 Blätter beziehen sich auf die Reflexion bei verschie- 
• dener Entfernung des leuchtenden Punktes vom Mittelpunkt. Die 
Brennlinien sind als Evoluten Pascarscher Schneckenlinien (secundäre 
Brennlinien, Linien gleicher Phase der Lichtbewegung) construirt. 
In den Fällen, wo die Entfernung oo, oder gleich dem Radius ist, 
werden die Brennlinien Epicykloiden. Die einfallenden Strahlen sind 
nach gleichen Winkelabständen geordnet, so dass die Dichtigkeit 
der redectirten Strahlen ein Mass der Helligkeit abgibt. 

Die drei letzten Blätter beziehen sich auf die Brechung. Der 
Brechungsindex ist zu g angenommen. Jedem einfallenden Strahl 
entsprechen geometrisch 2 gebrochene Strahlen, unter gleichem Winkel 
zur Normalen liegend, von denen der eine physikalisch möghche 
schwarz, der andere nach Cayley sog. falschgebrocheno rot gezeichnet 
ist. Die grünen Kreise sind Iluyghens'sche Elementarwellen, deren 
Enveloppe die secundäre Brennlinie (hier ein Cassinisches Oval) 
liefert. Besonders bemerkenswert ist der in Fig. V dargestellte Fall, 
wo der leuchtende Punkt in einem der sog. „aplanatischen^^ Punkte 
der Kugel liegt, und die falsch gebrochenen Strahlen sich dann in 
dem conjugirten aplanatischen Punkte schneiden. Da bei der Um- 
kehr der Bewegungsrichtung im einfallenden Strahl der falsch- und 
richtig gebrochene Strahl die Rolle vertauschen, so folgt hieraus der 
praktisch wichtige Satz, dass Strahlen, die auf einen Punkt zulaufen 
durch eine passend gewählte Kugellinse „in aller Strenge" in einem 
andern Punkte vereinigt werden, unabhängig von der Apertur der 
Linse. (Vgl. Cayley 's „Memoir upoii Caustics*' Pliii. Trans, of th. 
Ix)ndon S. Bd. 147). 

(S. Finster walder.) 
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191 Modell einer speci eilen Fläche zwölfter Ordnung, angefertigt im 
Math. Institut der technischen Hochschule München (Prof. Brill) von sind, 
math. Finsterwalder (1882). Verlag von L. Brtli, Darmstadt. 

{Specialkatalog 79 \ pag. 17 und 70.) 

Die Fläche entsteht durch Aufeinanderschichten der verschiedenen 
Katakaustlken eines Kreises, wobei die Kreise einen geraden Cylinder, 
die leuchtenden Punkte eine seine Axe unter 45® schneidende Linie 
bilden. 

Vergl. hiezu noch die unter Nr. 274 aufgeführten Wandtafeln für 
den math. -optischen Unterricht von Füchtbauer. 



192 Drei Arten unendlich dfinner Strahlenhfindel von Prof. E. Kummer in 
Berlin, ausgeführt von W. Apel, Universitätsmechaniker in Göttingen. 
Verkaufspreis 50 M. 

Diese Modelle iliustriren das Verhalten aller zu einander unend- 
lich benachbarten Strahlen eines beliebigen Strahlensystems. Wie 
Kummer im Anschluss an Hamiltons Untersuchungen im 57. Bd. 
des Crelle'schen Journalos gezeigt hat, exiMtirt auf jedem Strahl eines 
Systems ein stets reeller Mittelpunkt und zwei reelle oder conjugirt 
imaginäre Brennpunkte in gleicher Entfernung von demselben. Sind 
erstere reell, so kann man alle zu dem Strahle benachbarten als 
durch zwei zu dem Ausgangsstrahl in den Brennpunkten senkrecht 
stehende, unendlich kurze Brennlinien gehend annehmen. In dem 
Falle, wo das Strahlensystem aus den Normalen zu einer Fläche ge- 
bildet wird, haben diese Brennlinien noch die specielle Eigenschaft, 
dass die durch sie und den Ausgangsstrahl gelegten Ebenen, die 
Brennebenen des Ausgangsstrahls, senkrecht zu einander stehen. 

In den' Modellen sind nun zur Darstellung der Verhältnisse von 
den doppelt unendlich vielen zu einem Strahl benachbarten Strahlen 
diejenigen herausgegriffen, welche durch eine kleine geschlossene 
Curve um den Ausgangsstrahl (hier speciell ein kleiner Kreis auf 
der Deckflächc des Modells) gehen. Diese bilden dann eine wind- 
schiefe Begrenzungsfläche des unendlich dünnen Strahlenbündels. 
Im Falle reeller Brennpunkte hat diese Fläche Doppelgerade. Fült 
NormalenHvstemo stehen diese ausserdem senkrecht zu einander. Bei 
imaginären Brennpunkten werden auch die Doppelgeraden imaginär 
und die Begrenzungsflächen erhalten eine hyperboloidische Gestalt. 
In diesem Falle kann man auch von einem Drehsinn der Nachbar- 
strahlen gegen den Ausgan«;Hstrahl reden. Die drei Modelle stellen 
neben den (Jrenzfällen (Ke«^'(il und Cyiinder) alle inathenmtiKch mög- 
lichen unendlich dünnen Strahlenl)ündel dar. 

(Finsterwalder.) 
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193 Lineares Strahlensystem (Congrrucnz) mit eonjugirt imagiuilren Leit- 
linien und 

194 Lineares 8tralilensystem (Congruenz) .mit zusammenfallenden Leit- 
linien, ausgeführt 1877 von stiid. math. K. Rohn (nunmehr Professor in 
Dresden) im Matli. Institut der techn. Hocli8Chule München. 

Im ei*stg(>nannten Modell sind die Strahlen einesteils nach Erzeugendem 
einer Schar von Ilyperboloiden, andomteils nach solchen von Paraboloideu 
geordnet. 

Im zweiten Modell sind die Strahlen nach Büscheln geordnet, deren 
Ebenen durch die T/'itlinie gehen, während die Mittelpunkte auf derselben 
Helgen. Die Reihe der Mittelpunkte auf der Leitlinie ist projectivisch zum 
Büschel der Ebenen. 

195 Strahlensystem 5. Ordnung, entstanden durch Brechung eines ex- 
eentriseh gelegrenen Strahlenhflndels in einem centrirten Linsen- 
system. Nach Angab.» von Prof. S. Finsterwalder ausgeführt von Assistent 
G. Diem. Math. Institut der techn. Hochschule München. 

Ein Leuchtender Punkt befinde sich ausserhalb der Axe eines centrirten 
Linscusystems, ab<*r noch in einer so geringen Entfernunfir von dereelben, 
dass die von ihm in das I-.ins<'nsy.st(»m gelangenden Strahlen als wenig 
geneigt gegen die Axen angesehen werden können. Ausserdem sei die 
Öffnung des linsensyotems khMn im Verhältnis zu den Radien der Linsen. 
In erster Annäherung werden sich dann die gebrochenen Strahlen in 
einem Bildpunkte schneiden. Dabei werden die cos. der Winkel der 
Strahlen gegen die Axen gleich 1, die sin. den Winkeln gleich gesetzt. 
In zweiter Annäherung kann man die Potenzen jener Winkel bis zur fünften 
ex(5l. berücksichtigen und erhält dann die Abweichung der gebrochenen 
Strahlen von dem gemeinsamen Schnittpunkt. Die Theorie zeigt, dass 
innerhalb dieser Nähening der Charakter dieser Abweichung ganz unab- 
hängig von der Complication des Linsensysteins ist und die gebrochem^n 
Strahlen immer durcli ein zu 2 Ebenen symmetiisch gelagertes Strahlen- 
system 5. Ordnung dargestellt werden können. Da.sselbe steht in naher 
Verwandtschaft mit dem Normalensystem der Flächen 2. Ordnung. Seine 
Brennfläche ist bis auf eine homogene Deformation identisch mit der eines 
elliptischen Paraboloides. Dieselbe wurde zuerst von R. Hamilton ent- 
deckt und beschrieben, doch in so knapper Kürze, dass die üntei*suchung, 
über die nur (mu Referat an die Öffentlichkeit kam, ganz in Vergesscmheit 
geiiet. (Reports of the B. Association 1834.) 

Erst im Jahre 18(57 hat L. Seidel*) die allgemeine Form der Oleichung 
der Flüche^ gegeben, ebenfalls ohne die Ableitung zu publiciren. .Nach 

*) Sitzuiigsber. der K. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1807. Schon 1857 hatte 
L. Seidel eine Beschreibung der Fläche ohne Formeln gegel>en. (Jelehrle An- 
zeigen der k. bayr. Akademie der Wiss. 1857. 
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diestM- Gleichung hat stud. inath. L, Schleiermaclier (jetzt Professor in 
Aschaifenburg) «»in Gipsmodell der Brcnnflächo horgi'stellt, das zum Ver- 
gleiche mit ausgestellt ist. Die vollständige Ableitung der Gleichung aus 
den von Seidel aufgestellten dioptrischen Näherungsformeln gab 1890 
S. Finsterwalder in den Abhandlungen der bayer. Akad. II. Gl. XVII. Bd> 
III. Abt. 1891. 

Bezüglich der Ausführung des Modellen ist zu bemerken, dass die 
Strahlen nach windschiefen Flächen 4. Ordnung angeordnet sind, welche 
einfallenden Strahlen entsprechen, die durcli die Känder verschieden 
grosser concontrischer Blenden hindurchgehen. Dabei ist die Ebene der 
Blenden so gewählt, dass die windschiefon Fläclien nach 2 Ebenen sym- 
metrisch werden und elliptische Querschnitt«^ haben. Je näher die ein- 
fallenden Strahlen an der Blendenmitto sind, um so hellgelber ist die 
Farbe der Fäd(»n, welche die gebroclienon Strahlen im Modelle darstellen. 
Gegen die Kandsü'ahlon zu wird der Ton immer rötlicher. 

Bezüglich der Dimensionen des Modells im V(»rhältuis zur Wirklichkeit 
sei bemerkt, dass beispielsweise ein besseres Fernrohrobjeetiv einig«* 
Kilometer Breimweite besitzen müsstc, bis die Brennfläche am Kande des 
Gesichtsfeldes Querdimensionen von der Art des Modelles erhielte. 

(Finsterwalder). 

196 Brennflfleho, welclio von einem zur Axe wenig geneigten Parallel- 
strah lensy stein nneli dessen Dureiigang durch ein centrirtes Llnscn- 
system eingehfillt wird. Ausgeführt im Math. Institut der techn. Hoch- 
sohule München. (Prof. Brill) von stud. L. Schleiermacher, Vermag von 
L. Brill, Darmstadt. 

Specialkaialog 149—15] ("piig. 3 u. 86), 

(Vgl. Seidel, Schumachers Astron. Nachrichten, Nr. 1027 ff., Monats- 
berichte der Berliner Akademie, Dec. 1H72. Finsterwalder, Abb. der 
bayer. Akad. von 1891.) Die Fläche ist von der 9. Ord. Vergl. hiezu 
noch das unter Nr. 195 ausgestellte Fadenmodell von Prof. Finster- 
walder. 

197 Centrafliiebe des dreiaxigen Ellipsoids, aufgeführt (1862) von stnd. 

H. A. Schwarz (jetzt Prof., Univ. Berlin); vervielfältigt von Bildhauer 

Lohde in Berlin. Ausgestellt vom Math. Institut der techn. Hechschule 
Miinchen. 

Man sehe hiezu den Bericht von Kummer ,,Über ein Modell der 
Krüniniungsniittelpunkt.silä('he des dreiaxigen Kllipsoids*' iu den Monata- 
berii'htcn der k. pr. Akademie d. W., 18G2, pag. 426; lerner den Aiif- 
.satz von Cayley „On the Centro Surface of an EUipsoid", Tranwictions 
of the Cambridge Philos, Soc., Bd. 12. 
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198 Ccntraflaehe des ciiischaligfcn Hyperboloids. Ausgeführt (1877) im Math. 
Institut der teclm. Hocliscliule MOnclieii (Prof. A. Brill) von stud. W. Dyci(. 
Verlag von L. Brill, Darmstadt. 




Specialkatalog 152—154. (p&g. 3 u. 86.) Die Fl&che iet 12. Ordnung. 
Bez. weiterer Angaben vergl. die beigegebene Abhandlung. 

199 Cyündroid von Prof. Rob. S. Ball, L.L.D., F.R.S., Univ. Dublin. Aus- 
gestellt von der London Mathematicat Society. 

Diese Flache, deren Gleichung z (x^ + y*) = 2 m x y) wurde 
von Plttcker im Zusammenhang mit (ier Theorie des linearen Com- 
plexes behandelt. Wegen ihrer kinematischen und physikalischen 
Bedeutung sehe man „Theorj' of Screws" von R. S. Ball, Dublin 1876. 

200 Cyllndroid mit Coniplcxeurven, ausgeführt (1891) im Matli. Inatitut der 
techn. Hochschule München (Prof. Finaterwalder) von Assistent 6. Diem. 

Jeder Complex ersten Grades von Geraden ist bestimmt durch 
seine Axe und eine Constante k. (Die Gleichung des Gomplexes 
sei in der einfachsten Form pi2 -\- k paj = o). Die Axen der 
Complexe eines Büschels sind alle einer Ebene parallel und ei füllen 
ein Cylindroid, Die auf der Fläche gezeichneten Geraden stellen 
solche Axen dar. Trügt man auf jeder Axe, von ihrem Schnittpunkt 
mit der Doppelgeraden des Cylindroids aus den Wert von k, der 
dem betreuenden Complex des Büschels zukommt, ab, so bilden die 
Endpunkte dieser Strecken eine sogenannte Complexcurve. Variirt 
man auf der Fläche die Directricen des Büschels, so erhält man 
dadurch andere W'erte von k, und somit andere Complexcurven. 

(Diem.) 

201 Vier Modelle zur Theorie der Llnieneomplese zweiten Grades. Von 
Prof. F. Klein, jotzt Ihiiv. (Jöttinj^iMi. 

Bekanntlich Imt Plückrr in den letzton Jahren seines I/^hens bei 
sein«'m Studium der Linieiieoniplexe zweiten Grades zahlrei<-ho auf deren 
Theorie bezügliche Modelle anfertigen lassen. Das allgemeine lntcres.«ie 
an den wirklichen Gestalten auch coniplicirterer Flächen war ihm aus 
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seiner physikalischen Beschäftigung erwachsen*); die nähere Gliederung 
seiner Ansätze habe ich heinach, so gut das unter Benutzung des Nach- 
lasses gelingen wollte, in der 1869 erschienenen zweiten Abteilung der 
,.Neuen Geometrie des Raumes'' zur Darstellung gebracht. Die so auf 
Plücker selbst zui'iu^kgelicnden Modelle bildeten indess keine vollständige 
Serie, waren auch im einzelneu uu gleich wertig , und es lag gewiss nicht 
im Sinne ihres Urhebers, wenn dieselben später trotzdem verschiedentlich 
als zusammengehörige Ck)llection verbreitet worden sind. Ich habe des- 
halb im Herbst 1871, um das Wosentliclie der Sache herauszuheben, von 
mir aus 4 neue Modelle der hauptsächlichen in Betracht kommenden 
Flächentypen veröffentlicht, wobei ich die Verhältnisse so wählte, dass 
die jedesmal in Betracht kommenden singuläreu Punkte und Ebenen 
sämtlich reell ausfielen. Von diesen Modellen repräsentirt : 

Nr. 1. die allgemeine Kummer'scho Fläche (die Singularitätenfläche 

der Complexe zweiten Grades) mit 16 Doppelpunkten und 16 

Doppelebenen, 
Nr. 2. die allgemeine Comploxflivihe, d. h. die Kummer's(?he Fläche 

mit Doppel gerade und noch 8 Doppelpunkten und 8 Doppel- 

el)ouen, 
Nr. 3. die besondere Complexfläche, deren Ix^itlinie eine Complex- 

gerade ist (mit Rtickkehrgerade und noch 4 Doppelpunkten 

bezw. Doppelebenen), 
Nr. 4. diejenige Complexfläche, deren Ijeitlinie eine singulare Linie 

des Complexes ist (mit Sellistberührungsgerado und noch 2 

Doppelpunkten bo/AV. Doppelehenen). 
Besagte Modelle können ja auch noch heute beim Studium der Linien- 
geometrie wie überhaupt als Beispiele von Flächen höherer Ordnung in- 
teressiren, wenn sie leider auch von dem Mechaniker nicht so sorgfältig 
ausgeführt worden sind, als dies wünschenswert gewesen wäre. Aber 
man muss zufügen, dass man inzwischen gelernt hat, die bei diesen 
Flächen vorkommenden Gestalten sehr viel vollkommonor zu beherrschen, 
als dies durch einzelne nach irg(;nd welchem Princip herausgegriff'ene 
Beispiele geschieht. Ich liabe 1877 in einem Vorti'ago vor der Müuchenor 
Naturforecher Versammlung darauf hingewiesen, dass sich die sämtlichen 
hier in Betracht kommenden Flächenformen aus einander durch Conti- 
nuität ableiten lassen. Dieser Satz ist dann 1881 durch Rohn (in Bd. 18 
der Mathematischen Annalen) auf eine besonders einfache Aussage zurück- 
gebracht worden. Man erzeugt nämli(;h alle hier möglichen Gestalten in 
übersichtlicher Weise von den Flät^hen zweiten Grades aus. Man hat 
einfach auf irgendwelcher Fläche zweiten Grades nach Belieben 4 Er- 

*) Plücker s('l])st erziihUe mir (^nnial, dass er namentlich durch den Ver- 
kehr mit Faraday (hizu angeregt wimcUmi sei; dieser selbst habe die Modellcoii- 
stru(!tion als Mittel benutzt, um sicli als Nichtmathematiker die ihm jeweils not- 
wendigen mathematischen Formeln vei*ständlich zu machen. 
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zeugende der oineu Art und 4 Erzeugende der auderon Art zu ziehen, 
und nun die Felder, in welche die Flä(;he dabei zerlegt wird, abwechselnd 
doppelt zu überdecken, hezw. freizulassen. Die vei*schiedencn, zu unter- 
scheidenden gostaltlichcn Möglichkeiten entstehen dabei, je nachdem man 
diese 2mal 4 geraden Linien reell oder imaginär oder auch zum Teil zu- 
sammenfallend wählen will. Insbesondere entsteht die „Complexflächo" 
mit ihren beiden oben angeführten Specialisationen, wenn man 2, bozw. 
3 oder alle 4 Erzeugenden der einen Art zusammenfallen lässt. Dies setzt 
natürlich voraus, dass die Erzeugondensysteme als solclie reell sind, dass 
man also auf einer geradlinigen Fläche zweiten Grades operirt. Besonders 
schön ist übrigens gerade der Fall, wo eine nichtgeradlinige Fläche 
zweiten Grades vorgegeben ist, auf der natürlich nur zwei conjugirt ima- 
ginäre Quadrupel von Erzeugenden angenommen werden können, die sich 
in 4 reellen Punkten der Fläche durchsetzen. Da hat man dann entweder 
die ganze Fläche verschwinden zu lassen, worauf man nur 4 isolirte Punkte 
übrig behält, oder die ganze Fläche doppelt zu überdecken, was zwei in 
einander gekapselte Mäntel ergibt, die in den 4 Punkten als Doppelpunkten 
zusammenhängen, womit man den von der Fresncrschen Fläche her be- 
kannten Typus erhält. 

(F. Klein.) 



P. Modelle und Zeichnuiigen zur Krümmungs- 
theorie. 

Allgemeines; Confocale Flächen zweiter Ordnung; 

Krümm u ngslinien. 

202 Fläche yierter Ordnang mit einer Doppelgeraden von Geh. Rat Prof. 
Kammer, Univ. ßerhn. Verlag von L- Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 76; pag 19 und 69. 

Die Fläche ist nach einem in Besitz des math. Seminars der üni- 
vei-sität Herlin befindlichen Originale hergestellt. Sie stellt den geo- 
metrischen Ort der Krümmungskieise aller Normalschnitte in einem 
gewöhnlichen Punkte positiver Krümmung einer Fläche dai*. Sie bildet 
gleichzeitig das einfachste Beispiel einer im endlichen geschlossenen sog. 
„Doppelfläche** (Fläche mit umkehrbarer Indicatrix). 

203 Serie von Fliiciien zweiter Ordnung mit den Krflmmungslinien. Aus- 
geführt 1878 im Math. Institut der techn. Hoohechule München, unter 
Leitung von Prof. A. Brill, von stud. R. Dlesei. Verlag von L. Brill, 
Darmstadt. 



Spccinlkatiilog 95 — 101 (piig. 7 iiurt I 
95, 96. Zwei EllipHoMe. 
97. CinNihiiligeH Ilypcrholuiil, 



98. Elliplinclier Kpgcl. 

99. Zweischfllitten Hyp«rliotoiil. 






100. Elliptisches Paraboloid. 

101. Hyperbolisches Paraboloid je 



lit den Kriiiii 



lILIgBÜD 



Uodelle zur Lehre t«d den oonfocalcD Fliielien Kwoitcn (inid^s, tarn 
Teil noaijefülirl von Prof. E. R. Neoviua, n. d. Univ. Hclsiiigrors (18%). 
snm Teil (1887) aasgeHihrt im Halh. Seminar der Univ. GBttingei nnter 
Leitung voo Prof. H A. SohWtrz von slud. R. Hftussner. VftUs von 
L. Brill, Dnrni)>tadt. 

Specialkatalog 188—196 (pag. 35 und 76). 

188—190. Erümmtmgilinien de» EUipsoiils; conforme Abbildung 
den EUipgoids auf der Kugel. Die EinteiliiDg des Eilipsoida diircli die 
nafgezeichoelen 18 KrlliDiuDDgRliuii'ii ii-t so gctToflen , Aas-t die nnf 
der Flai-be eiilstehendeD Vierecke Qundmlen müglirhbt ualie komnieu. 
Die Fonleriiag ist dnrch die t-oarurme Abbiiiliing des Ellipsoids niif 
ein e1>enea Reehtetlc prilciairt, in weluhcm rtie»e Vierecke in Qnndnile 
liliergeheii. Die Nabelpuiikte des EllipHoida eDlspieclien dabei ätn 
Eckpnnkten dieses Kechtecks. Modell J90 stellt die conrornie Ab- 
bildnog auf der Kngel dar, bei welcher den drei Hnnpischnilten des 
Ellipsoids drei gröbste Kreise der Kngel enlAprecheD, 
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191—196. Die zum Ellipsoid gehörigen mnfocalen (rin- ««il iwei- 
tfhaligen) Hyperboloide, in <leu vcisi-hiedcupu Com biun (tonen mit dem 
Eilipi'oiil, znr VFrauei-liuLilichnrg iler gcf;en.->eLliKeii Lage der i-ourocalFn 
Flikhen. Auf iteu Hy|>erlio1ouIeu sind Krüiumuugüliuieii iiü-hl sufge- 
leichnet, weil eiDx anschliegsende Yoiteetiaug der onT dem Ellipsoid 
getroffenen Verteilung der KrflmmuDgslinieD auf die Hyperboloide 
nicht möglich iat, wie sich direet aus dem Umstände rolgem Uiwt, dan 
die Mfigliclikeit einer deraitigen Forteelzang die (nnmögliche) Einteilnng 



des ItRiimea in kleinste Wärfel mit Hilfe der coofocnlen Fläcbeo 
3. Grades mit sich bringen vrilrdit. Die nai' dem einacbaligeo Hyper- 
boloid anfKelrngenen Kwei äthnreii von Erzeugenden be zeichnen je kd 
Kweien die Itrennstrjhleu des KogeU, wulclier von ihrem Svhaittpankt 
an das GIlipsoid lierillirend gel'^gt ist. 

üesüiilich dri- weiteren Bexiehungeu dieser Modelle znr oben be- 
riibrteu FniiH der i-onrnrmen Abbildung vertfl. man Neovins „An- 
wendunudcrTlieoriederelliptisubcn Functionen anf eine die Krümninnga- 
linien dea Elli|isoids belr. AurgabL-", Aiitn Soc. Fenuicae, ßd. 15, 1885. 

(Dyck.) 

fiäelte, nuf wrlrlie das £IUi>»tolil durch imrallelc Normftlrn roaroru 
abfiebildct wird. Im Mathenafiachen Seninar der UnlverBitit fittttinsen. 

unter LeilLin;; von I'rof. Sohwari. nuxgenihrt von K. Reiabeck in Einbeck. 
Verlag L. Brlll, DiirniMladt. 

Die Flilche wiid durch ihre Kiünunungslinien in unendlich tieine 
Quadrate geteilt. Mit llitfe des MoUella lllset sich eine Vorstellung 
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gewinnen von der Gestalt derjenigen Flächen, auf welche die übrij^en 
Flächen zweiten ürudes durch parallele Normalen conforiu abgebildet 
werden. 

206 Zwei Modelle zu 8taude*s Padenconstriietlon des EUipsoids aus zwei 
eonfoealen FIAehen zweiten ijrades bezw, den zwei Focalenrven des 
eonfoealen Systems. Consiruirt (1884) von 0. Staude (jetzt Prof., Univ. 
Rostock). Verlag von L. Brlll, DarniBtadt. 

Specialkatalog 10,% 110 pag. 21 und 78. 

Vergl. die den Modellen beigegebene Abhandlung, sowie den Aufsatz 
von Staude Math. Annaleu Bd. 20. 

207 Röhrensohranbenfläche mit Krflnimungsllnien , ausgeführt 1882 im 
Math. Institut der techn. Hochschule Miiochen (Prof. Briii) von Assistent 
Th. Kuen. Verhig von L. Brill, Durmstadt. 

Die Fläche ist die Enveloppe aller Kugeln von constantem Radius, 
deren Centra auf einer Schraubenlinie liegen. Das eine System der 
Krümmuugslinien besteht ans den zur mittleren Schraubenlinien senk- 
rechten Kreisen, das andere aus transcendeuten Curven (weiss), die 
jedoch nicht Schraubenlinien wie die blau gezeichneten sind. Dan 
Problem führt auf Kreisfunctionen , die Asymptotencurven führen da- 
gegen auf elliptische Functionen. 

Siehe bez. der Krümmuugslinien auch noch die unter No. 231 auf- 
geführten Zeichnungen von Finsterwalder , 



Asymptotencurven . 

208 Serie von 1^ Modellen verschiedener Rotationsfluclien mit aufg^e- 
zeiebneten Asymptotencurven. Ausgeführt (1885) im Math. Institut der 
techn. Hochschule München (Prof. A. Brlll) von studd. Herting (Nr 113-123) 

uud Sievert (Nr. 124), Verlag von L. Brlll, Darmstadt. 

Specialkatalog 113^-124 (pag. 21 und 78). 
Dargestellt sind folgende Fälle: 

Meridiaucurve der Projection der Asymptotencnrvon 

Rotationsfläche: in Polarcoordinaten: 

113. r = z*; f — iXlogr 

114. 27 r = z-'; -f = Kjlogr 

115. zr« = 8; cp = l 3logr 

116. zr = 6; <p = r2^Iogr 
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117. z = 61ogr; <p = log r 

118. 25 r« = z»; 'f = VTlogr 

119. A = rx Tr — a; 9 = l J log [2 (r + V r (r — a)) — a] 

120. z = a (r - ») 8 ; 9 = VT'og [2 (r + Vr^— "äj") — a] 



131. z = a (r - a)8; 'f = V J log [2 (r + Vr (r ~ a)) — a] 



123. z = a (r — a)*; r = acos*-^ 

133. z = - I r V d* - r* — d* arc cos — ; cp = arc cos — 

134. z = eoar; -f = r|/ ::^i'^*_^ dr. 
Näheres vergl. die den Modellen beigegebene Abhandlung. 

209 I>ie Projeotionen der «bengenaimten Asymptotencnrven der Rota- 
tionsfläehen in Richtung der Rotationsaxe. Zwölf Blätter Zeichnungen, 
ausgeführt (1885) im Math. Institut der teohn. Hochschule München (Prof. 
A. Briii) von studd. math. Herting und Sievert. 

210 Asymptotoneiirven der Stciner'sehen Fläehe, von Prof. K. Fink in 
Tübingen. Math. Seminar der Univ. Tübingen (Prof. Brill). 

Die Curven sind, wie Clebsch (Grelle, Band 67) gezeigt hat, Raum- 
cnrven 4. Ordnung 2. Species, die Jeden der 4 Kegelschnitte berühren, 
in welche die parabolische Curve zerfallt. Sie stellen auf dem vor- 
liegenden Modell der Fläche (Nr. 71 des Briirschen Verlags, auf Ver- 
anlassung von Prof. Kummer in Berlin construirt) sich als geschlossene 
Curven dar, die ungefähr die Gestalt eines windschiefen Vierecks mit 
abgerundeten Ecken besitzen. 

Durch eine Collineation geht die Olcichnng jener Fläche in dio 
Form über: 

zxy = Ax'y* 4- Bx* + Cy*, 

ffir welche sich die DifTcrentialgleichung der Projection der Curven auf 
die xy-Ebeue leicht integrirt. 

(A. Brill.) 

211 Fliiehc dritter Ordnung, vierter Classe, mit vier reellen eontsehen 
Knoten, auf welehe eine Asymptoteneurve anfg^ezeielinet ist* Aus- 
Keführt 1877 im Math. Institut der techn. Hochschule München (Prof. 
F. Klein], von stud. Bacharach. 

Si^ccialkatalocj 13') (pag. .'J und 79). 

Die Asymptotencurven dieser Fläche sind (vergl. Clebsch, Crelle's J. 
Bd. 67) Uaumcurven 6. Ordnung 4. Classe. 

19 
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212 Zwei bolincnfurmige Korper zur versnehsweisen Bestimmung der 
parabolischen Curve, der Krflmmungs- und Asymptotenlinien , ange- 
gebeu von Prof. A. Brill. Verlag vou L. Brill, D.irnistadt. 

Auf dem negativ gekrümmten Teil dieser Fläche, welcher einlach zu- 
sammenhängend ist, verlaufen die Asymptoteucurveu Zickzack form ig, mit 
Spitzen auf der parabolischen Curve aufstehend; dabei treten jedenfalLs 
zwei wesentlich singulare Punkte derselben auf, vou der unter Nr. 232 
dieses Katalogs gekennzeichneten Art. 



213 Zwei bewegliehe FlAchennetze zur Darstellung von Systemen „ilqui- 
distanter Curven** auf beliebigen Flftehen. Ausgeführt (1892) im 
Math. Institut der techn. Hoolischule München (Prof. Dyck). 

Hiezn beigegeben verschiedene Flächen zweiter Ordnung aus Gips 
und Holz (zum Teil aus der CoUection Ddagrave, vergl. No. 128), so- 
wie zwei grosse Tractrixfilächen). 

Die beiden Netze sind aus gleichlangen Messingröhrchen , durch 
welche Fäden gezogen und geknüpft sind, hergestellt und innerhalb der 
Grenzen des Materials um die Vereinigungsstellen frei beweglich. 

Die beiden Netze gestatten einzelne der von Voss (im ersten Teile 
dieses Kataloges) gegebeneu Resultate über äquidistante Curvensysteme 
praktisch zu realisireu und dürften sich auch zu Vorlesungsz wecken 
bei Einführung der krummlinigen Coordiuaten besonders eignen. 

Siehe bez. der Asymptotencurven auch noch die unter No. 228 und 
232 aufgeführten Modelle und Zeichnungen. 



Geodätische Linien. 

214 Sieben Mo«U>lle zur Darstellung des Verlaufes der geodfttisehen 
Linien auf dem Ellipsoid. Ausgeführt (1877 und 1880) im Matli. Institut 
der teclin. Hocliscliule München (unter Leitung vou Prof A. Briil) von 
den studd. math. K. Rohn und A. V. BraunmUhl. Verlag von L. Brill, 

Darm Stadt. 

Specialkatalog 102^108 (pag, 5, 11 und 77). 

102. Geodätische Linien auf dem verlängerten Kotatiousellipsoid. 

103, (ieodätische Linien durch die Nu belp unkte eines dreiaxigen 
Ellipsoides. 

104 — 107. Verlängerte bez. abgeplattete Rotationsellipsoide mit 
geodätifichen Linien und Enveloppen vou Systemen solcher, welche von 
einem Punkt ausgehen. (.Modelle je in zwei Grössen.) 
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108. Dreiaxiges Ellipsoid uebst Andeutung der Enveloppe von geo- 
dätischen Linien, welche von einem Punkt ausgehen. 

NähereH vergl. die den Modellen beigegebeoen Abhandlungen (zu 
102^ 103 von Rohn, zu 104 — 108 von Braunmübl), sowie bezüglich der 
letzteren Modelle die Abh. von Hraunmöhl im 14. und 20. Bd. der 
Math. Annalen. 

Siehe hiezn auch die unter No. 216 und 219 anfgefuhrten Modelle. 



Abwickelung zweier Flächen auf einander. 

215 Modelle zur Dcinonstnition der Abwickelung zweier Fliiehen auf- 
einander. Ausgeführt im Math. Institut der techn. Hochschule München 
(Prof. Brill), von Assistent P. Vogel. Verlag von L. BrIII, Darmstadt, 

Specialkatalog 137—139 (pag. 18 und 82). 

Die Modelle beziehen sich speciell auf die Abwickelung eines Rota- 
tionsellipsoid es auf eine zugehörige Schraubenfläche, nach Bonr, Journal 
de Tecole polyt. Bd. 22. Ein Rotationsellipsoid aus Messingblech lässt 
sich auf die beiden anderen aus Gips hergestellten Modelle (des Rota- 
tionsellipsoides und der Schraubenfläche} aufbiegen. 

Siehe hiezu ausser den in den nächstfolgenden Abschnitten auf- 
geführten Modelleu auch noch die in Abteilung III unter Kinematik 
aufgeführten Modelle, welche die praktischen Anwendungen der Ab- 
wickelung zweier Flächen auf einander vorführen. 



Flächen constanten Krümraungsmasses. 

216 Serie von Fluclien von constantem Krflmmungsmass. Ausgeführt (1877, 
1880) im Math. Institut der techo. Hochschule München (Prof. A. Brill). 

Verlag von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 126—136 (pag. 5, 5, 11, 21 und 80). 

126— 1?8. Die drei Typen von Rotationsflächen von cofistantem 
positiven Krümmungsmass mit geodätischen Linien. Nach Zeichnungen 
von E. Bour (Journal de l'Ecole Polytechnique , Tome 22) ausgeführt 
von Assistent F. Vogti. 

129. Flächenatrcifen von connianf er positiver Krümmung aus Messing- 
hlech in Kugelzone, einem Centriwinkel von fast 90 •* entsprechend. 

130. Hohle Halbkugel aus Messingblech. 

19* 



II. AhtciluDg, 

131. SckraubnJiftiidu- von connlantem poniliven Krämmungimianii, 
»»( die vorhergelieLdeu 3 FJücLeu abwickelbar. Si^liueidet iiiuu uus 
der vorhenjieii Kui;e1 eine von '2 );leieb giusseii FarallflkreLseu lie- 
greBüte Zont' (einem Centriiviokel von 90" entsprechend] heraus, so 
({cht diene cliireb gfgeuseitige Vorscbiebiiug iler EudBuhuilte in diese 
ScUraubenääche Dber, wie aieb dies mit Hilfe der Kiigcisoue aus 
MessiDjjbleoh zei);en läHHt. Von ätiid. mntb. Etun. 

I3ä—lä4. Die drri Typen tton Rotatümgfläehen von connUintem 
negativen Krümtiiungsiuass. 

132. Ktgellypu» ucbst tcoodätiscliett Linien (blan) und einer Unnpl- 
tangpnteiii'urve. Voo stiid. iiiatb. Bacharack. 

133. HypcrbolQidtypua, Es ist eiti Kysleni paralleler geodälisther 
Liuien niit);ezei[:hnPt (grün), worimlcr sich 2 (rot) befindRo, die sieh 
dem KfhIkreiH anymptotiacb nähern. Die gescblossenen Cnrveu sind 
geodütlsthe Kreise. Von slud. mnth, W. Dyck. 




13i. Botationafiächc de? Tractrix. Die Flüche bildet d«ii CbergaiiK 
zwiacben den tieiden vorgenannten FIftcbeii und eulspricbt dor Kiiiiel 
liei den Flächen coustanter positiver Krümmunj;. Die blau gezeichnete» 
C'arven auf ihr sind verschiedene geodiftiscLe Linien, die rote ist eiue 
Asymptoteneurve. Von ptnd. math. B<teharadt. 

IHü. Schraiibenßäche von conttunlem negatii'en KrämmnngsnuKB, 
deren Meridiuncnrvu die Tinctrix int, Vergl. U. Dini, ConiiileA Kenilus, 
Avad. Sc. Pnris 1865, I. Sem. pag. 340; Th. Kuen, Bericht« der k»!. 
iMiyer. Akiid. Ibö4. Von Afisislent P. Vogel 

136. Fläche von conKlantftit nfgalieeii Krüinmungsmage mit d>fneti 
Krtimmungtlinicn mich Enneper, Sie entsteht aus der Tractrix Stürbe 

von der ICriinlmung — - duitiirch, diisa mnn auf den TRngeuten an 

ein Sj'stem von parallelen geoilälisehen Linii-n du» Rtiiek t in lie- 
aiinimleni Simi auflriixt, (Vgl, Riuiicbi, Mnth. Auualeu Bd. IG, sowie 
Knnepor, üöltingcr Naibricbten 18Gä; Th. Kneu , Sitzungslicrichle der 
kgl. bnyr. Akud. 1»K4, Heft II.) Modeltirt von »Ind. nialh. Mack. 

Krläulernng hierzu von ANmütciit Th. Kuen. 
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Die FlÄ<?hen Nr. 133, 135, 136 besitzen das nämliche Krümmnogs- 
innsfl. Um ihre Abwiekelbarkeit auf einnnder und besonders ihre Ver- 
scbiebbarkeit in sich selbst zu zeigen, sind 





130 a. Zicei Flächenstreifen von constantem negativen Kt-ümmungS' 
moss aus biegsamem Messingblech, vom Krömmungsraass der Flächen 
beigegeben. 

Näheres vergl. die den einzelnen Modellen beigegebenen Ab- 
handlungen. 

217 Zwei Modelle Ton Fliiehen von eonstantem positiven Krfimmungsmass, 
mit einem System ebener Krflmmnnirslinien, ausgeführt von Studien- 
lehrer Sievert, Nürnberg. Verlag von L. Brlil, Darmstadt. 

Specialkatalog 206, 207 (pag. 39 und 80), 

Man vergl. hiezu die Abhandlungen von Enneper ^Gött. Nachr. 
1868), und Kuen, Bayer. Akad. Sitzungsber. 1884, ferner die Inaugural- 
dissertation von Sievert (Tübingen 1884), sowie die den Modellen l)ei- 
gegebene Abhandlung. 

218 Hiiute aus Papier von constantem negativen KrOmmungsmass , aus- 
geführt 1892 im Math. Institut der teohn. Hochsciiule München. 

Eine solche Haut ist zusammengesetzt aus congruenten geodätischen 
Dreiecken mit den Winkeln J »t, J ir und \ tc. Der pseudosphärische Defect 
eines solchen ist ^^n. Damit ist, falls das Krümmungsniass der Fläche 
bekannt vorausgesetzt wird, auch Oberfläche und Seitenlangen des Drei- 
ecks bekannt. Das Krümmungsmass wurde gleich dem der Tractrix Hache 
des Briirscben Verlages (Nr. 134) angenommen, auf welcher demnach die 
Haut abwickelbar ist. Die Dreiecke wurden aus den Seitenlängen zuerst 
geradlinig coustruirt und später so krummlinig begrenzt, wie os die 
kleineren Winkel und der kleinere Flächeninhalt der pseudosphärischen 
Dreiecke verlangt. Dann konnten sie in feuchtem Zustande auf die 
Tractrixfläche aufgepasst und genügend genau aneinandergefügt wenlen, 
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ein Verfahreu, das schon von Schwarz zur Herstellung solcher Häute 
benätzt worden ist. Theoretisch hat das Aneinanderfügen keine Grenze. 
Wie die ausgestellten Häute zeigen, stellen sich aber praktische Schwie- 
rigkeiten ein, die bewirken, dass grössere Häute zwar in den einzelnen 
Teilen ungefähr das richtige Krümmungsniass besitzen, aber keineswegs 
geeignet sind, eine exacte Vorstellung von ausgedehnten Flächen mit 
streng constantem Krümniungsmass zu liefern. Sie können in ihrer 
ganzen Ausdehnung nur als Continua aufgefasst werden, deren Kriimm- 
uugsmass innerhalb geringer Grenzen variabel ist. 

(Finsterwalder.) 



Flächen constanter mittlerer Krümmung (Minimalflächen). 

219 Drei Typen von Rotation sfltlelien constunter mittlerer Krfimniung^. 

Ausgeführt (1877) im Math. Institut der techn. Hochschule Mlinclien 
(Prof. Brill) von stud. A. V. BraunmUhl. Verlag von L. Brill, Darmstadt. 




Specialkatalog 140—143 (pag. 5 und 83.) 

140, ünduloid (vergl. Fig.) 

141, 142. Nodoid. 
143. Catenoid. 

Auf den Flächen sind geodätische Linien aufgetragen. Näheres 
vergl. man in der den Modellen beigegebenen Erläuterung. 

220 Catenoid und Sehraubenfliielie nebst zugelioriger biegsamer Lamelle 
aus Messingblech. Hergestellt im Math. Institut der techn. Hochschule 

München (Prof. Brill) von stud. Herting. Verlag von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 144—140 (pag. 17 und 83), 
Die Modelle dienen zur Verauschaulichung der Ossian Bonnet'schen 
Biegung der einen Minimalfläche in die zweite. Bei dieser (an der 
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Messinglamelle wirklich ausführbaren Biegnog) gehen die Erümmongs'- 
linien der einen Fläche iu die Asymptotencurven der andern über. 
(Vergl, Schwarz in Grelles Journal Bd. 80.) 

221 Minimalflilche neunter Ordnung naeh Enneper. Hergestellt im Math. 
Institut der techn. Hochschule München (Prof. Brill) von stnd. Herting 
Verlag von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 147 (pag. 17 nnd 8f). 

Man vergl. hiezu den Aufsatz von Enneper in den Göttinger Nachr. 1871. 
Die Fläche ist ihre eigene ßonnet'sche Biegnngsfiäche , d. h. sie kann 
so auf sich selbst aufgebogen werden, dass die Krümm nngslinien (weiss) 
in die Asymptotencurven (rot) übergehen. Ein galvanoplastischer Abzug 
der Fläche, der die Symmetrieverhältnisse der Fläche noch deutlicher 
zur Anschauung bringt, liegt bei. 

222 Catalan*sehe Mintmalfläehe. Hergestellt unter Leitung von Professor E. R. 
Neoviue, Univ. Helsingfors, von stud. Lalne. Verlag von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 238 (pag. 41 und 84). 

Diese Fläche gehört zu den Minimalflächen , welche eine Schar 
reeller Curven zweiten Grades enthalten, und zwar sind es hier Pa- 
rabeln. Diese Parabeln und deren orthogonale Trajectorien veran- 
schanlichen die Eigenschaft der Fläche, dass sie durch die beiden 
Curvenscharen in unendlich kleine Quadrate geteilt werden kann. 



223 Modell einer Miniinalfltlehe , welche eine Sehar reeller Parabeln 
enttiillt, deren Ebenen mit einer festen Ebene des Raumes einen 
Constanten Winkel einschliessen. Modellirt nnter Leitung von Professor 
E. R. Neovius von stud. Hj. Tallqvist, Universität Helsingfors. Verlag 
von L. Brill, Dannstadt. 

Specialkatalog 203 (pag. 39 und 84). 

Das vorliegende Modell stellt diejenige Minimalfläche dar, welche 
durch geometrische Addition der gewöhnlichen Schraubenfläche und der 



HDg. Calalanactiea Minimal flu t-lie euts(«ht. Die Ciitulan'auhe Fläi'be 
enthält bekauatlu-U eine fkLnr reeller Parabelo, deren Elienen alle 
auf einer festen Ebene Bcukrechl slelien. Auf der Aildilionaflücbe liegt 



ebenfülls ein 

Ebene eineu 

einHcblieasen 

NäbercB 



i Scbar reeller Parabelu, 
amgtanlen, von Ö0° vers 



irgl. die dem Modell beigefiijji« Ahbandluug. 



nrabtfcculollc zur Dnmtellun^ von Mtnimiilflitclion mittelst Keifea- 
lö.iuu^. Math. Institut der techiischen Hochschule Miinohen (l'rofessor 
A. Brill); Verlag vou L. Brill, Da.msti.di. 




a. Zwei liinife mit Grit! »ml ITüsseu £ut DarHtellung der KetjitionR- 
llik'heii couaUnler mittlerer Kriimiuuiig fPIaleiiii, Skitique dra 
liquiden, T. I. p. 93—10:1). 

b. Schraubenlinie r.ur Daratellang der wiodsi'hierenSchranttenllJli'lie 
|ibd. p. 216). 

—g. Konten des Oktaeders, iler vierseitigpn l'yrnniide, des dreiseitigen 
rrisina's, des Tetraeders nnd Wllrfels {vgl. Schwarz, DeKlimmunif 
nnir spci-ielkn MinimalJUiche, 1871, pag. 84). 
b. Kauten des sechsaeiligeu l'riamit's (ibd. p. 93). 
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i. Drnblg^xt«!! unr DaratfUnng der ersten der fünf von Sctierk 

(Grelles Journal, XUI. p. 185) angegebenen Mimmalllilplien. 
k.Zwei reell tn in kl ig gekreuzte Rechtecke zur DarstellnnR iler fünften 
Sdierk 'sehen Minimnlfliiche. 

Minlmalllilche rüiifter ('lasMS 1^^ modeilirt von stnd. C. Schilling im 
nath. Seninar der Unlv- Gttttingen (Prof. Schwarz), Rnlvnno plastisch re- 
prodnuirt nnd ftiixgrütellt durch dns Haiti. Itislilul der teohn. HochschuIe 
MBnchen. 

In der Abbnniltuiig „rftei- die Flächen, ilert« milUtre Krümmung 
übefalt gleich Null ist', hat Herr Weicrstras» ouf die Aufgabe hinge- 
miesen, iille nigebraisehen Miniiuftl flächen einer beatiinniten Classe zu 
ermitteln. Nuch den Untersachuiigcn von Heimeberg und Lie ist die 
niedrigste hierbei unftretende Classe die fünfte. Die zugehörigen 
Minimulflächeu, die alle eiunnder ähnlich sind, hat Schilling in seiner 
Iaang.-Diesertutioii (Göttingen 1B8()) nflher anterBnchl. 



ILre Oleichnnf-eii lasseu sich in der Form schreiben: 

" " (.'• + .!■) - 3 (1 + -1;) + ä I" + ■.! - <■■ + •'■'• 

' " ' [(.'■ " .!•) + ' (^ - ^) + ä I» + •!> + '•' - •>■']• 

■ = 3 (J, + ;|i) + 3 {•■ + ■,■). 

Die Fläche ist von der. 16. Ordnung, Sie ist eine DoppelAHche nnd 
deshalb wurde ihre Darstellung als eine (im Originsl ans Pappe het- 
gestellle, im vorliegenden Modell gnlvnnisch erzeugte) ..Flüchcnhaut" 
gewählt.') Die anfgezeichneten Cnrven bilden ein cinndtnlisthcs Netz 
von Raumenrvetl 6. nnd 3. Ordnung auf der Flüche. 

Bezüglich der nflheren .Vnsföhningeu sei auf die acbon oben ge- 
nannte Disfertniion von Sihilling verwiesen. 

(Dyk-) 

•) Die Vorltile einer .'Witlien Darstellung, welche den eigentliclien Cburakler 
einer Flache zur Anschauung bringt, tritt hier gegenüber den steta mehr als 
Körpern erscheinen den Gii>sii)odelleD nnd ähnlichen deutlich hervor. 
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Q. Singulare Vorkommnisse bei Curven und 

Flächen. 

226 Aeht Modelle Qber die Abhängigkeit der Rfielilicbrelenieiite der Pro- 
Jectiouen einer unebenen (;urve von denen der Curve selbst* Von 
Ch. Wiener, Professor an der technischen IIoehHchule zu Karlsruhe. 
Verlag von L. Brili, Darnistadt. 

Specialkatalog 82—89; pag. 23 und 73. 
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Wenn sich auf einer unebenen Cnrve ein Punkt und mit ihm die 
Tangente und die Schiniegungsebene der Curve hinbewegt, so kann 
an einer iStelle jedes d'eser Elemente seinen ßewegungssinn beibe- 
halten oder ihn umkehren. Dieses Verhalten wird der Charakter 
der Curve, und ein umkehrendes Element ein Rückkehrelement ge- 
nannt. Durch Verbindung der verschiedenen Charaktere treten acht 
Möglicbkeiten ein. — Die Projection der Curve auf eine Ebene zeigt 
im Allgemeinen für den Punkt und die Tangente dieselben Charaktere 
wie die unebene Curve selbst. Nur bei den Projectionen auf die 
drei Hauptebenen, die Schmiegungs- , die Normal- und die rectifi- 
cirende Ebene zeigen sich Änderungen der Charaktere, so dass hier 
Spitzen und Wendepunkte in der Projection auftreten können, die 
an der Curve nicht vorhanden sind, und solche verschwinden, die 
sich an der Curve befinden. 

Die Modelle zeigen die acht möglichen Fälle. Sie stellen die 
Curven aus Draht und die Projeptionen auf die drei Plauptebenen 
durch Zeichnung dar und lassen durch Visiren oder Schattenwerfen 
die Abhängigkeit ihrer Charaktere, und durch allmähliche Änderung 
der Projectionsrichtung die Entstehung der Singularitäten der Pro- 
jectionen erkennen. 

(Chr. Wiener.) 

Sechs Modelle zur Kartographie von Privutdoceut H. Wiener, Uuiv. 

Halle a/S. 

Ideale Bergkuppeo, Satte], dreifacher Sattel, Kessel. 
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28 Modelle fOr die verschiedenen Typen conisclier Knotenpunlite mit 
Angabe des Verlaufes der paraholiselicn Curie und der Haupttan- 
gentencurven in der Umgebung dieser Punkte. Ausgeführt 1891 im 
Math. Institut der techn. Hochschule München (Prof. Dyck und Finster- 
walder) von Keallohrer A. Sucharda in Prag. 

Berücksichtigt man in der Taylor'schen Entwicklung der FUlchen- 
gleichung im Knotenpunkt die Glieder zweiter und dritter Ordnung 

"2 + "3 + • ■ • = <^- 
so hat man bekanntlich nach der Realität der sechs Schnittgeraden 

der Kegel zweiter Ordnung U2 = o, und dritter Ordnung u^ = o 

vier Hauptfälle zu unterscheiden: ff, 4, 2, diese}' Schrnttgeraden reell. 

Zur Darstellung dieser Fälle sind mit Vernachlässigung von Gliedern 

höherer Ordnung möglichst einfache Gleichungen zu Grunde gelegt: 

a) (x* + y* — bV) — X y (3 x* — y») = o 

b) (x* i- y* — hV) — X z (X« — y«) = o 

c) (x» + y'' — b»z») - X X z« = o 

d) (x» + y^ — b«z») - X z» = o 

Wenn nun auch in den gewählton Beispielen gewisse mit der 
Einfachheit der Annahmen verbundene Öpecialisirungen auftreten, 
so sind dieselben doch andererseits allgemein genug, um Hauptmerk- 
male der verschiedenen Kategorien zu versinnlichen. 

Die Haupttangentencurve berührt ij^n Knotenpunkt die oben er- 
wähnten Schnittgeraden von U2 = o und ug = o in sechs durch 
den Knotenpunkt laufenden (reellen bez. imaginären) Ästen. Projicirt 
auf die xy-Ebene gestaltet sich ihr Verlauf {schcmatißch) wie folgt: 









Fig. 1. 



Fig. 



Vig. 3. 



In den Fällen a und c lieRt die Fläolie Bvmmetrisch zur xv-Ebene: 
die Figuren 1 und 3 sind also doppelt zählend für den oberen und 
unteren Teil der Fläche zu denken. Es sind 6 bez. 2 Teile positiver 
Krnmnmng, welche im Knotenpunkte zusammenstossen. 

Im Fall b ist dit» Fluche nicht sviii metrisch zur xv-Ebene, viel- 
mehr der ol)oni Teil gegen den unteren um 90^ verdroht. Die aus- 
gezogenen bez. punktirten J^inien der Figur 2 beziehen sich auf den 
oberen bez. unteren Teil. Es stossen 4 jxjsitiv gekrümmte Flächen- 
teile im Knotenpunkt zusammen. 



n. Alitriliiiis. 



Im Pnlle d [einer Rotationsflilehe) trennt dt?r Knotenpunkt den 
olleren iMisitiv gekrümmten Klflchenteü von ileni nnteren negativen. 

UnBereii Klnphcn inls Bolchen ilrilter Oninuny) ^eliörpn ilie in den 
oberen Figuren eingetraKenen Geraden ihrem ganten Verlnufe nach 
an. Die Uiscuseion des Verhaltens iler Haiipttangentenourven in lier 
tluigebung des Knoten [lUnktea an Hand der zugehörigen Differential- 
gteiohung (die nur im Fnlle d integrirliar ist) liefert nun den folgenden 
(schematisch gegebenen) Verlnnf dersellien: 





Fis, 6. Fig. 7. 

Anf ilen von Herrn Siirharda niodellirten l^lHrlien nind diene 
Haiipttanjrenlencurven nach einzelnen, von ihm genauer «eiechneten 
nicht ungen aufgetragen, 

(Dyck.) 
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229 Modelle der beiden Uauptartcn der ,,Faltenpunkte** von Profüssor 
D. J. Xorteweg, Uaiv. Amsterdam. 

Wenn eine Düppoltangontialebeiio sich über die Flüche, welche sie doi)i)elt 
berührt, foi-tbewegt, kommt es vor, dass die beiden conjugirten Berühr- 
ungspunkte (di<j Ojnnoden) zusammenfallen. Die Punkte der Fläche, in 
welchen dies geschieht, werden Faltenpunkte genannt, weil solche 
Punkte sich am Anfang und Ende einer jeden Falte (man denke z. B. an 
den Faltenwurf eines Kleides) vorfinden. 

In einem Faltenpunkte beiühren sich die Flecnodalcurve (Curve der 
vierpunktigen Tangenten), die Spinodalcurve (Curve der parabolischen 
Punkte) und die Connodalcurve. Auf den Modellen ist die erste dieser 
Ourven nicht angegeben, die zweite, welche die Grenze zwischen dem 
negativ gekrümmten (blaugefürbteu) Teile der Fläche und dem positiv 
gekrümmten bildet, ist durch eine rote, die CJonnodalcurve durch eine 
blaue Linie angedeutet. 

Die beiden Modelle Nr. 1 und 2 vergegenwärtigen die beiden Hauptarten 
der Faltenpunkte. Diese unterscheiden sich erstens dadurch, dass die Con- 
*nodalcurve bei der eraten Hauptart auf dem positiv — bei der zweiten auf dem 
negativ gekrümmten Teile der Fläche liegt ; zweitens ist auch der Tangen- 
tialdurchscbnitt am Faltenpuukte verschieden. Bei der zweiten llauptart 
zeigt dieser Schnitt zwei reelle, sich im Faltenpunkte berührende Zweige, 
bei der ersten Hauptart sind diese beiden Zweige imaginär und ist also 
der Faltenpunkt ein isolirter Punkt mit reeller Tangente. 

"Weiteres über Faltenpunkte und über die singulären Punkte der 
Flächen, die als vielfache Faltenpunkte zu betrachten sind, findet man 
Wiener Berichte, Bd. 98, Aht 11, S. 1154, 1889. Über ihre Bedeutung 
in der Thermodynamik sehe man Maxwell, Theory of Beat, Chapter Xll, 
und van de^- Waals, Theorie moleculaire d'une substance composee de 
di'ux matieres differentes^ Archives Neerlandaines, Tonie 24. (1891.) 

(D. J. Körte weg.) 

230 Modelle von derorinirten homogenen „Doppelfaltenpunkten^S ^'^^ ^i'^^- 
D. J. Korteweg, Univ. Amsterdam. 

In einer 1890 in den Archioes Neerlandaises , T. 34, p, 295 ver- 
einen tlit.hten Abhandlung „La theorie generale desplis et la surface ^ de va7i 
der Waah^ habe ich im ei-sten Abschnitte die Resultate angegeben einer 
Untersuchung über das Entstehen, Verschwinden und Zusammenfliessen 
der Falten einer in stetiger Umformung begriffenen Fläche und über die 
singulären Punkte, die dabei eine Rolle mitspielen. 

Die orstn der drei dort besc^hricbenon Entsteh ungs weisen einer Falte, 
die aus einem homogenen Doppclfaltenpunkte der ersten Art, illustrirt 
Modell Nr. ,H. Wird nämlich die auf diesem Modelle dargestellte Falte 
rückwäiis deformirt, dann zieht sie sich zu einem homogenen Doppel- 
faltenpunkto (liomogen weil die beiden FaUonpunkte zur selben Art ge- 
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hören) zusammen, welcher Doppel faltenpunkt einen isolirteu Punkt der 
Connodalcurve (C'urve der conjugirten Beiührungspunkte der Doppeltaugeu- 
tialeljenou) bildet und deshalb zur ersten Art gezählt wird. 

Modell Nr. 4 dahingegen bezieht sich auf einen homogeueu Doppel- 
falteni)unkt zweiter Art. Ein solcher Punkt ist ein eigentlicher Doppel- 
punkt der Oonnodalcui've und gibt zu ganz anderen Umbildungen der 
Falten Veranlassung als ein homogener Doppelfalten punkt erster Art. 
Er entsteht auf Modell Nr. 4 in dem Augenblicke, wo die beiden Falten - 
punkte während einer Deformation zusammenfallen. Wird diese Defor- 
mation dann noch weiter fortgesetzt, dann verachwinden die Faltenpunkte 
und eine Doppeltangentialebene kann auf dem Modelle von der einen 
Seite zur anderen fortbewegt werden, ohne dass die Connoden imaginär 
werden. 

Gehörten nun beide Faltenpunkte vei-schiedeucn Falten an, dann 
vereinigen sich diese zu einer einzigen Falte. Interessanter ist der Fall, 
wenn beide die Endpunkte einer und derselben Falte bildeten , weil dann aus 
der durch Faltenpunkte abgeschlossenen Falte entweder eine doppelte 
oder eine einfache Ringfalte entsteht, und zwai* jenachdem der miko und 
rechte Zweig der Connodalcurve des einen Faltenpunktes mit den gleich- 
namigen oder ungleichnamigen Zweigen des anderen Faltenpunktes 
correspondirto. Eine Ringfalte wii"d nämlich doppelt oder einfach genannt, 
je nachdem die beiden Connoden entweder vei^schiedene Curven bo- 
schreiben oder sich auf derselben Curve fortbewegen und also schliesslich 
ihre Stellen wechseln. 

Über die Bedeutung der auf den Modellen angegebenen Linien, vergl. 
man die oben ^onanntü Beschreibung meiner Modelle der beiden Hauptarten 
der Faltenpunkte. 

(D. J. Kortewog.) 

231 Die verschiedenen Typen des V^erlaufs von Krfiinmungsliuieu in allge- 
meinen Nabelpiinkten einer Fltiehe. Zeichnung von Professor Finster- 
walder, techn. Hochschule München. 

In einem Nabelpunkte verliert die quadratische Gleichung für die 
Krüinmungsrichtungen ihren Sinn. An ihre Stelle tritt eine cubische 
Gleichung, welche 3 bevorzugte Richtungen definirt, in denen die 
Krümmuugslinien auf den Nabelpunkt zulaufen. Dabei kann ent- 
weder der Fall eintreten, dase, wie in Fig. 1, 2, 3, 7, 8, nur einzelne 
Krömmungslinien durch den Nabelpunkt gehen, oder, wie in Fig. 4, 
ö und 6, dass unendlich viele Krümmungslinien in einer ausgezeich- 
neten Richtung sich berühren. Integrirt man die Differentialgleich- 
ung der Projection der Krümmungslinien auf die Tangentialebene 
im Nabelpunkte näherungsweise, so findet man bei genauerer J)is- 
cussion die in vorliegender Zeichnung zusammengestellten Typen 
für den Verlauf der Krümmungslinien. 
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Fig. 1 stellt den Fall dar, wie er bei einer Fläche mit dreifach 
symmetiißcher Axe vorkommt; hier sind die ausgezeichneten Richt- 
ungen um je 120** von einander entfernt. Fig. 3 und 4 geben den 





Fig. 2. 



Übergang durch den Grenztypus, bei welchem 2 auegez. Richtungen 
senkrecht zu einander stehen. Im Grenztypus selbst bilden die 
Krümmungslinien in der Umgebung des Punktes ein einfaches recht- 



-^^^ 



..^ 



-.^-f 





Fig. 3. 



Fig. 4, 



winkliges Netz. Jn Fig. 6 sind 2 der ausgezeichneten Richtungen 
zusammengefallen, in Fig. 7 imaginär geworden, in Fig. 8 laufen 
sie nach den Kreispunkten. Letzterer Fall tritt bei Flächen 2. Grades 





nur. l)oi-<iruiulyjmH liii.lol hicIi iiuf dun St^licilulpiinktcii von Kai-kiiii;;n- 
flil(^li<>n, riillH ilii'sc Nuliclputikto Hind. 



(Fini 
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232 Die vfrs«hleileiicn Typca «Irr Ningnliln^ii Slcllen 4vr durrb plnff Dlf- 
rurrnUnlrlelc-hiiiifi: crsler Ordnimi; Ktvhchen zwei VariabHH dt-lliilrtpn 
CnrvriittystPiiip. Von l'rof. W. Dyok, tcHin. IIoi-IihcIiiiU- MOiu-lii-n. 
!lie TaMn jioliun : 

1, Die <lrei Typen ifi^r be[ einer Dißcirntialfilnr-himg rrnter Ordniiiiff 
frutm Grade» auftrittendeii singiilttren Stidlen. Sic erjn>heii «ich wie 
I f kannl ahm der (iteirliun]E; 



(«> 



- ''>■) -.1^ + !■■'= - 



dy) 
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;J. Die drei Typen der bei einer Diffa'enüalgleichung erster Ordnung 
lioheren Grades auftretenden y^wesentlich^^ singtUären Stellen. 
Für sie ist charakteristisch die Gleichung: 

die Darstellung des gestaltlichen Verlaufes des Gurven-Systeras folgt 
dabei durch eine quadratische Transformation aus den erstgenannten 
Fällen ; die gegenseitige Zuordnung derselben ist unmittelbar in den 
untereinander geordneten Figuren I, II, III ersichtlich. 

3. Den gestaltlichen Verlauf des Curvensystems in der Umgebung 
der bei der allgemeinen Differentialgleichung (höheren als ersten 
Grades) auftretenden ,,au88ertoe8entlich singtUären*' SteUen (Fig. IV 
der Tafel). 

Sie sind charakterisirt durch eine Gleichung: 

Die ents| »rech ende Fig» V stellt ein singulftres Vorkommnis dar, 
wie es dem Falle Fig. IV analog auftritt, wenn man bei der Frage 
nach den singulären Stellen eines Curvensystems, statt von der 
Differentialgleichung als dem ursprünglichen Datum auszugehen, die 
Definition des Curvensystems durch eine Curvengleichung 

^ (x,y,c) = o 
mit einßm willkürlichen Parameter c gegeben voraussetzt. 

4. Die Figuren VI — IX der Tafel zeigen die Veränderungen, 
welche ein durch eine Differentialgleichung erster Ordnung definirtes 
Curvensystem erleidet bei Änderung der Constanten der Differential- 
gleichung. 

Betrachtet man speciell ein System von Differentialgleichungen 

^' (^, y, y') - k = o 
mit k als willkürlichem Parameter, so sind die in den genannten 
Figuren dargestellten Übergänge dadurch charakterisirt, dass an der 
Sprungstelle der Deformation gleichzeitig mit F — k =: o auch die 

Gleichungen 

Fl = o, Fj = o, F3 == o 

statthaben; und es geben die hier gezeichneten Fälle die verschie- 
denen bei diesem Durchgang möglichen Typen. 

Ausser diesen wichtigsten Sprungstellen enthalten die in F — k = o 
enthaltenen Systeme noch weitere, jedesmal ganz bestimmt geometrisch 
zu bezeichnende Übergangsstellen, die analytisch ebenso wie die 
genannten durch ein System von Gleichungen unfl Ungleichungen 
(lefinirt sind. 

Der genaue Verfolg aller dieser verschiedenen Übergangsformen 
für eine vorgelegte Differentialgleichung erster Ordnung, in welche 

20 
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ein zweckmässiger Parameter eineafübren ist, gestattet, die gestalt- 
licbe Anordnung der Integraleurven für eine solche Gleichung im 
allmählichen Entstehen anschaulich zu verfolgen. 

Bezüglich einer eingehenderen Ausführung dieser Discupsionen 
sei auf zwei Aufsätze von Dyck in den Sitzungsberichten der math. 
phys. Classe der k. b. bayer. Akad. d. W. vom Jahre 1891 (Heft 1) 
und 1892 (Heft 1) verwiesen. 

Eine nicht uninteressante Anwendung der Discussion ist diejenige 
auf die gestaltlichen Verhältnisse der Haupttangentencurven einer 
algebraischen Fläche. Die in den Figuren 1 bis III charakterisirten 
Fälle treten hier allgemein auf und zwar für Punkte, in deren Um- 
gebung die Gleichung der betr. Fläche sich darsteilen lässt in der 
Form: 

2 = 1 ^22 y* + J fii2 x'y + /j fuu X*. 

Hier ist die Unterscheidung der drei Typen I, II, III einfach ge- 
geben durch die Ungleichungen : 

I. 25 f«ii2 - 8 fiui f22 < o; 

II. 25 fii2 — 8 fim f22 > ^» 3 ^112 — ^1111 ^22 > ö; 
III. 25 f«ii2 - 8 fuu f22 > , 8 Pu2 - fuu f22 < O. 

Die Punkte sind identisch mit den sog. „Faltenpunkten*^ einer 
Fläche, wie sie von Korteweg näher untersucht worden sind. Die 
beiden von Korteweg unterschiedenen Kategorien trennen die hier 
mit I und III bezeichneten Fälle von Typus II. Man vergleiche 
hiezu die unter Nr. 229 ausgestellten beiden Modelle des Herrn 
Korteweg. Bezüglich einer näheren Charakteristik der Lage dieser 
Punkte auf der parabolischen Gurve der Fläche vergl. eine Note 
von Dyck im ersten „Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung". 

(Dyck.) 
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Erster Abschnitt. Mechanik. 

E. Apparate und Modelle zur Demonstration von 

Sätzen der Dynamik. 

233 Apparat zur Demonstration des Parallelogrramms der Kräfte von 
Prof. Neesen, Borlln. 

In ein Brett sind mehrere Halter einschraubbar, welche Rollen tragen. 
Über diese Rollen gehen Schnüre, die entweder an einem Punkte mit 
einander verbunden, oder an eine beliebig gestaltete Pappscheibe ange- 
hackt werden. Die anderen freien Enden der Schnüre tragen Gewichte. 
Auf den Schnüren sind mittelst kleiner Ösen Pfeile aus dünnem Metall 
angebracht, deren Länge proportional dem an der betreffenden Schnur an- 
gehängten Gewichte ist. Ein in Grade eingeteilter Papierkreis kann in 
das Brett so gesteckt werden, dass der Mittelpunkt dieses Kreises mit 
dem Vereinigungspunkt der Schnüre zusammenfallt. Zur Demonstration des 
Projectionssatzes befindet sich an der oberen horizontalen Kante des Brettes 
ein Masstab aus Feidorn mit wechselnder Farbe. Längs dieses Masstabes 
ist ein Schlitten beweglich, welcher eine lange über das Brett reichende 
Stange trägt. 

Durch verschiedenes Anhängen einer Schnur an verschiedenen Punkten 
einer auf der Pappscheibe parallel der Richtung der betreffenden Schnur 
gezogenen Linie lässt sich die Verlegbarkeit dos Angriffspunktes nach- 
weisen. Die Ablesung der Winkel zwischen den einzelnen Schnüren an 
dem eingesteckten Teilkreise gibt mit der Grösse der angehängten Pfeile 
das Gesetz der Grösscnverhältuisse der Componeuten und Resultante. 
Misst man durch Einstellen der an dem Schlitten befestigton vStange auf 
die Enden der genannten Pfeile die Grösse der Projectionen auf die obere 

Kante des Gestelles, so ergibt sich der Projectionssatz. 

(Neesen.) 

20* 



Apparat zur KetittuiniuBg dor Fallfescliwliidi^kell von F. R. Barrell, 

il, A., B. Sc. Uoivui'sity Cotivet', Hristül. 

Der Apparat soll, ähnlich wie die Fallmaachino voo Atioood (vor 
welcher er übiigeoB L'ioe ^mi^scre Einfachheit des Priiicips voraus bat) 
hauptsächlich ala Vorliiauügsapparat dienea. Nuq ist die Fallzeit für i^idf 
Fallhöhe von 1 — 3 Meter, die gewöhnlich zur Verfüguug steht, zu kurz, 
um direct genauere Beobachtung zuzulassen. In dem vorliegenden 
Apparat fallen 50 hh 100 Kugi'ln unmittolbai' liintereiii ander vou der- 
selben Höhe herab, so, das.s die eine den Fall beginnt, wenn die vorher- 
gehende ihn beendet hat, .So lÜHSt sich die Beobachtung auf ein Zeit- 
intarvall ausdehnen, daa mit einer gewöhnlicheo Uhr hiui'eichend genau 
bestimmt werden kann. 




Die in einer Röhro enthaltenen Stahlkugeln laufen einzeln gegen 
oineu Elektromagneten (»ei^. voi'steheüde Figur), wobei der Austritt 
BUS lier Köhre durch ein voracbiebbaros Schliesslück S rcguliit ist. I)i<^es 
RchliesHtück S Steht durch einen Hebel mit einem zweiten Elektro- 
magneten in Verbindung (beide Elektromagneten hinteit'iuandor geschaltet). 
Senkrecht unter dem ersten Elektrouiagucten ist ein Stroinschlus.s £, in Foriu 
eiuer Platte, auf welche die Stablkugt'ln auttreffou. Bt-itn AufWien eim-r 
Kugil auf K wird der Strom unterbiijchen , die nüchste Kugel hopuiit 
ihren Fall und die Senkung des Hebels bewirkt, itass eine dritte Kugel 
die Öffnung des Schlittens 8 pnssiit. Der Strom ist wieder geKclilossen 
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und jene dritte Kiifj:ol am Elektromagneten fixirt , bis das Aufifallen 
der zweiten Kugel den Stromkreis wieder öffnet und damit das Spiel von 
neuem beginnt. 

Man kann leicht die zu beobachtende Zeit auf 80 bis 100 Secunden 
ausdehnen, wo dann die Genauigkeit 0,005 ja sogar 0,002 beträgt. 

(F. R. Bareil.) 

235 Apparat zur Demonstration der Gesetze der gleiehffSmilg besehleunig- 
ten Rotationsbewegung von Prof. L. Boltzmann, Univ. München, ausgestellt 
vom Physikalischen Institut der Universität Graz. 

£ine möglichst leichte, möglichst reibungslos drehbare verticale Axe 
ti"ägt zwei leichte senkrechte Querarme, an denen je eine ziemlich be- 
deutende Masse festgeklemmt werden kann. Die Axo verjüngt sich an 
einer Stelle so, dass ihr Durchmesser gerade halb so gross wird. Ein 
um die Axe gewickelter Faden läuft über eine Rollo und erzeugt , wenn 
er mit einem kleinen Gewicht b<>la.st(»t wird, eine gleichförmig beschleu- 
nigte Rotationsbewegung, welche wie bei der Atwood'schen Fallmaschine 
beobachtet wii'd, indem das fallende Ge>vioht sich dicht vor einer verti- 
calen Scala bewegt. Durch Veränderung der Grösse des Fallgewichtes, 
durch Aufwicklung des Fadens auf den dünneren oder dickeren Teil der 
Axe kann das Drehmoment, welches die Rotation beschleunigt, durch 
Veränderung der Grösse und Lage der beiden gi-össeren Massen das 
Tnigheitsmomout variirt werden. Einen ähnlichen Apparat fand ich, 
nachdem dieser längst fortig war, in Carls Repertorium beschrieben. 

(L. Boltzmann.) 

236 Zwei Rotationsapparate zur Erzeugung einer gleichffSrmig be- 
sehleunigten Bewegung, construirt und ausgestellt von Ingenieur K. A. Mayer 
in Einbeck (Hannover.) 

Beide Apparate dienen zui' Demonstration des Satzes, dass eine con- 
tinuirlich wirkende constante Kraft, bezw. eine Reihe in gleichen Inter- 
vallen auf einanderfolgender gleich starker Stösse eine gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung hervorbringt. 

Der orsto Apparat mit Signalglocke, der zweite in einfachster Aus- 

^"•^^^S- (K. A. Mayer.) 

237 Zwei Modelle zur Darlegung der Erhaltung des Schwerpunktes Yon 
Curten- und Flftchenstficken bei gewissen Yerbiegungen, von j. Kleiber, 

Assistent an der techn. Hochschule München. 

Erstes Modell. 

Durchläuft ein Punkt P, ausgehend von der Anfangslage P^ eine Raum- 
cui've II, so beschr(»ibt der Schwerpunkt S des von P durchlaufenen Curven- 
stücks, ausgehend von P©, eine Curve ii. 
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Fig. 1. 



Sind niui P und P^ zwei Naclibarlagen 
des in Bewegung befindliclion Punktes P, so 
kann der Schwerpunkt Sj des Curvenbogens 
PqPP^ = s -{- ds bestimmt weixion aus den 
Schwerpunkten Ö und P der Teile : Pq P = s 
und lim (PPi) = ds. Der Schwerpunkt liegt 
auf der Vorbindungslluie der Schwerpunkte 
der tlinzelteile und teilt deren Entfernung 
im umgekehrten Verhältnis der Bogenstücke s 
und ds. Setzen wir diese der Einfachheit 

wogen homogen voraus, so liegt 1) S^ auf PS und 2) wird Si auf dieser 

Linie PS = r durch die Relation bestimmt: 

SSitlim (SiP) = ds:s 

oder : do : r = ds : s 

woraus: da = r . — . 

s 

Hieraus. folgt der Satz: 

.^Die Tangente in jedem Punkte S der Schtverpunktacurve 2 geht 
durch den Endpunkt P des zum Schwerpunkte 8 gehörigen Bogen' 
Stücks PoP auf n." 

Diese sämtlichen Tangenten von S bilden eine abwickelbare Fläche <B mit 
der Rückkehrkante S. Auf ihr liegt, nach dem vorhergehenden Satz die 
Grundcui've n. Aus der Art der Bestimmung des Punktes Sj aus Dreieck 
SPPi ergibt sich nun sofort der folgeude Satz: 

„ Verbiegt man die abunckelbare Fläche S 80, dass die auf ihr ge- 
legene Curve S Rückkehrkante bleibt (d. h. ihre erste Krümmung 
nicht ändert) y so bleibt )l immer Schcerpunktscurve der auf S ge- 
legenen und mit verbogenen Curve II und die Erzeugende durch 
jeden ihrer Punkte P berührt die Rückkehrkante im Schwerpunkte S 
des Bogenstücks PoP." 
Durch diese Verbiegungen der Fläche S sind also besondere Vorbiegungen 
d(*s Curvenbogens P(jP definirt, für welche eine iuvai'iable Verbindung 
des zugehörigen Schwerpunkts S, wie ob(Mi angegeben, ermöglicht ist. — 
Es möge noch bemerkt sein, dass jedem Anfangspunkte Poeine andere 
Schwerpunktscurve S^ und also auch andere Fläche S entspricht. Sämt- 
liche Curven X erfüllen eine Fläche („Schwerpunktsfläche") und sind auf 
dieser jeweils als Schnitt der einem Punkte Po zugehörigen erst^en Polar- 
flächo charakterisirt. 

Zweites Modell. 

Zur Erläuterung des folgenden Satzes: 

„ J«^ A^ ein fester, S ein veränderlicher Punkt der Rückkekrkante 
S einer abirickelbaren Fläche 6, so kann man auf dieser immer 
eine bestimmte, durch Sy verlaufende Curve A angeben, so dass der 
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v<ni S, A und der durch S gehenden Erzeugetiden U begrenzte Ober- 
flächenteil von © bei allen Verbiegungen der abwickelbaren Fläche, 
toelche ii zur Rückkehrkante haben, seinen Schwerpunkt unverändert 
in S behält.'' 

Nachweis. — Die Erzeugende H 
trifft S in S, A in A, die Nach- 
bai'erzougondo H^ diese Curven in 
Si bezw. Aj. Zwischen beiden liegt 
ein Oberflächenelement S(^Si) A A^ 
vom Inhalt J r* . d S-, wenn r = AS 
und d^ der sog. Contingenzwinkel 
der Curve S, d. i. der Winkel von 
H und Dl ist. Der Schwerpunkt 
dieses Oberflächenelements liegt in 
einer Entfernung S B = } r von 8. 
Da nun S zugleich Schwerpunkt von Sq A S sein soll, so wird der Schwer- 
punkt Si von So Ai Si so auf der Verbindungsstrecke von S und B liegen, 
dass er diese im umgekehrten Verhältnis der zugehörigen Flächeninhalte 
teüt: 

SiS : SiB = (5 r« da-) : (J l r« d^) 

SiS = da, lim (S^B) = SB = |r ist; 

da Jr«d^ = r«d^|r = |r»d*. 

da 




Fig. 2. 



oder da 
folgt: 

Nun ist 



d* 



= P 



gleich dem Radius der ereten Krümmung der Rückkehrkante S und hier- 
nach eine Function von ^; es stellt daher 



I 



r«d* == }- 



eine Bedingimgsgleichuug für die Curve A vor. In dieser kommt die 
zweite Krümmung von S gar nicht vor. Aus dieser Tliatsache folgert 
man die Eigenschaft, dass die Curve A auf (5 bei allen oben bezeichneten 
Verbiegungen von @ sich nicht ändert. Die obige Bedingungsgleichung 
liefert durch Differentiation nach ^ 



oder wenn man 



■• - 8d»(-p) 



= z setzt : 






9 



dz 
P° "° = ^ W 
Die Integration dieser Differentialgleichung liefert aber sofort: 

r 



■ - iF 



d«- 
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und schliesslich r = -a- P ' I p' d^ 



- {- >'p 



Ist speciell die in die Ebene ausgebreitete Curve S ein Kreis vom Radius p, 
so wird die Curve A definirt durch die Gleichung: 

r = J p^ 

wobei p . ^ nichts anderes als den Bogen SqS bedeutet. Diesem Fall 
entspricht das ausgestellte Modell. 

(J. Kleiber.) 

238 Die Kcttenllnie auf der Ku^ei. Ausgeführt (1880) im Math. Inatitut der 
techn. Hochschule München (Prof. A. Brill) von Assistent Fischer. Verlag 
von L/BrilL Darmstadt. 

Specialkatalog 156 (pag. 12 und 8&). Vergl. hiezu die Abhandlung 
von debsch, Crelle's Journal, Bd. 57. Die beiden auf der Kugel ver- 
einigten Tyi)en entsprechen dem Fall, wo das elliptische Integral sich 
auf ein Kreisintegral reducirt. 

239 Bahneurre eines sciiweren Punktes auf der Kufel (Curve des 
spiiäriseiien Pendeis), ausgeführt (1877) im Math. Institut der techn. 
Hochschule München (Prof. Brill) von Stud. L. Schleiermacher. Verlag 
von L. Brill, Darmstadt. 

Specialkatalog 157 (pag. 6 und 87). Bezüglich der Discussion der 
Bahncurve sei auf die Inaug.-Diss. von L. Schleiermacher^ München 1877 
verwiesen. 

240 Apparat zum Nachweis der Bewegrong des Scliwerpuiiktes, des Ein- 
flusses des Trägrheitsmomentes , sowie der darcli eine Momentan- 
liraft erzencrten Bewegangr von Prof. Neesen, BerHn. 

Der Apparat besteht 1) aus kleinem Wagen, der auf Gelenkrollen läuft, 
ferner drei durch Federn auf die Unterlage gedrückte spitze Stifte tragt 
und verschiedene Löcher zum Einsetzen von Bleigewichten hat, 2) aus 
zwei Bleigewichten mit je zwei Einsatzstiften, 3) einer an den TiscH an- 
schraubbaren kleinen Kanone mit durch Federkraft vorgetriebenem Bolzen, 
4) aus einer glatten Uuterlegplatte (Fensterscheibe oder Marmor platte). 

Zum Gebrauch wird Platte 4 berusst durch Bestreichen mit Alkohol, 
in welchem etivaa Russ suspendirt wird. Man lässt den Alkohol ver- 
dunsten, so dass eine trockene Russchicht bleibt. Der "Wagen wird vor 
die Mündung der Kanone gestellt, die Arretirung der Triebfeder gelöst, 
dann bewegt sich der Wagen entweder gradlinig oder sich voi*schiebend 
und gleichzeitig drehend je nach der Lage des Angriffspunktes. Die Be- 
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wegung markii-t sich durch die von den vorsteheudeD Stiften in den Russ 
eingerissenen Linien. Der im Schwerpunkt angebrachte Stift beschreibt 
immer eine gerade Linie. Die Abhängigkeit des momentanen Drehungs- 
mittelpunktes von der Entfernung der AngrififiBstelle vom Schwerpunkt 
zeigt sich in den Linien bei Veränderung der Angrififsstelle. Schrägstellen 
des Wagens gegen die Kanone gibt die Wirkung von schief auf die 
Wagen wand treffenden Kräften. Verlegt man die Bleigewichte, so erhält 
man die Abhängigkeit der Bewegung vom Trägheitsmoment. 

(Neesen.) 

241 Reibungsapparat nach Froff. Neesen und Paalzow, Berlin. 

Der Apparat besteht: 1) Aus einer in einem Rahmen drehbaren Walze 
um welche eine abwickelbare Schnur gewickelt ist. An dem Rahmen be- 
finden sich 2 Schneiden zur Auflage von 2 Gewichten. 2) Aus mehreren 
Spiralfedern, welche an dem Rahmen eingehackt werden können und 
andrerseits an einem Stabe befestigt werden, der an dem einen Ende einer 
gewöhnlichen schiefen Ebene befestigt wird. An Stelle der Federn lässt 
sich eine Schnur anbringen, welche über eine Rolle an dem genannten 
Stabe läuft und am freien Ende eine Wagschale zur Aufnahme von Ge- 
wichten trägt. Ebenso kann die über die Walze gehende Schnur über 
die gewöhnlich au der schiefen Ebene angebrachte Rolle gefuhrt und 
gleichfalls am freien Endo mit einer Wagsohale versehen werden. 



Der Apparat soll zunächst die durch die Reibung vemrsachte Zugkraft 
bei umlaufenden Rädern demonsiriren und messen. Zieht man an der 
Schnur, nachdem etwa die Feder in den Rahmen eingehängt ist, so geht 
die Walze solange vorwärts, bis die genannte Zugkraft gleich der Gegen- 
kraft der ausgezogenen Feder ist, dann dreht sich die Walze auf der 
Stelle. Werden Gewichte auf den Rahmen gelegt, so geht die Walze 
weiter vor ; ebenso wenn auf die glatte Fläche der schiefen Ebene Sand- 
papier aufgelegt wird. Durch Benützung der Schnüre mit Wagschalon 
lässt sich unter Abgleichung der Gewi(^hte, so dass ein Stillstand der 
Walze oder ein Drehen auf der Stelle eintritt, der Reibungscoöfficient 
ermitteln. 

Das Nähere ist in der Zeitschrift für physikalischen und chemischen 
Unterricht 18Ö9 Heft 3 enthalten. 

(Neesen.) 
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242 Probestacke aus BesseinerstahL aaf Torsion grepraft im Mechanisch- 
technischen Laboratorium der techn. Hochschule Mlinchen, Vorstand Prof. 
J. Bauschinger. 

1. Randwelle mit ursprünglich 7,75cm Durchm. 
Elasticitätsgrenzen bei 2125 kg m Torsions- Moment, entsprechend einer 

Maximalschubspannung von 2325 kg p. qcm an der Mantelfläche. Schub- 
Elasticitäts-Modul = 92')000kg p. qcm, Fliessgrenze bei 2250 kg m Tor- 
sionsmoment, entsprechend 2450 kg pro qcm. Verwunden und gebrochen 
mit 5425 kg m Toi-sioosmoment, entsprechend einer Schubspannung von 
5950 kg pro qcm an der Mantelfläche. 

2. Vierkantwelle mit ursprünglich quadratischem Quer- 
schnitt von 6,95 X 6,95cm Grösse. 

Elasticitätsgienze bei 1750 kg m Torsions- Moment, entsprechend einer 
Schubspannung von 2330 kg pro qcm in der Mitte der Seitenflächen. 
Schubelasticitätsmodul = 889000 kg pro qcm. Fliessgrenze bei 2000 kg m 
Torsionsmoment, entsprechend 2660 kg pro qcm. 

Verwunden und gebrochen mit 5650 kg m Torsions-Moment, ent- 
sprechend einer Maximalschubspannung von 7530 kg p. qcm in den Mitten 
der Seitenflächen. 

3. Vierkantwelle mit ursprünglich rechteckigem Quer- 
schnitt von 13,82 X 3,50cm Grösse. 

Elasticitätsgrenzo bei 1050 kgm Torsiousmoment, entsprechend 2770 kg 
p. qcm Schubspannung in den Mitten der breiten Seitenflächen. Schub- 
elasticitätsmodul = 930000kg pro qcm. Fliessgronzo bei cä. 1500 kgm 
Torsionsmoment, entsprechend einer Schubspannnng von 4000 kg p. qcm. 

Venvuoden, aber nicht gebrochen mit 4600 kgm Torsions-Moment, 
entsprechend einer Maximal-Schubspannung von 12150 kg p. qcm in den 
Mitten der breiten Seitenflächen. 

Alle Spannungen und der Elasticitäts-Modul nach den Saint- Venant- 
sehen Formeln berechnet. 

Die an den Kanten und den ui*spninglich geraden Mantel- und darauf 
senkrechten Querlinien sichtbaren Gestaltsveränderungen rühren nicht 
bloss von Toreions- oder Schubkräften senkrecht zur Längsrichtung, 
sondern auch von Zugkräften in der Längsrichtung her, welch letztere 
dadurch hervorgebracht werden, dass die Enden der Probestücke beim 
Vorsuche fest eingespannt sein müssen. 

(J. Bauschinger.) 

243 Fünf Modelle zur Darstellung: der Torsion von Prismen nnd einem 
(elliptischen) Cylliider, nach De Saint- Venant, CoUection Ch. Muret, 
Paris, Verlag von Delagrave Ausgestellt vom Math- Inetitut der teohn, 
Hoehschule München. 
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Zum Vorgloich mit dou soeben aufgeführten Probestücken , wobei die 
Schlussbemerkung betr. der beim praktischen Versuch auftretenden Längs- 
spannungen zu beachten ist. 

Vergleiche zu diesen Modollen noch die unter No. 128 aufgefühitou 
Photographien des Verlages von Delagrave, 



244 AbhtindluDgen und Werke zur graphischen Statik von Prof. H. T. Eddy, 
Teno Haute, Indiana U. S. A. 

Es liegen zur Ansicht auf die folgenden Werke und Abhandlungen 
von Eddv: 

Resoarches in Graphical Btatios. 

Neue Constructionen aus der graphischen Statik. 

Two general recii)ro(;al Methods in Graphical Statics. 

The Theorem of three Moments. 

The Elastic Arch. 

Maximum Stresses uuder concentrated liOads. 

Auflagerungsdmcklinien und deren Eigenschaften. 



8. Kinematische Modelle und Apparate, 
zugleich mit Bezug auf die Anwendungen in der 

Praxis. 

245 Zehn Modelle von Gelenkmeehanismen, in zwei Rahmen, von A- B. Kempe, 

M. A. F. R. 8. London, Schatzmeister der London Math. Society. 

Die Modelle No. 1 bis 5 illustriren die exacte Geradftlhrung eines 
Punktes. Die ersten 4 Modelle sind von Kempe erfanden bez. nach 
den von ihm in den Proc. of the Royal Soc. No. 163 1875 gegebenen 
Entwicklungen construirt, während das fünfte Modell gleichzeitig von 
Kenipe und Sylvester gegeben wurde. Dasselbe beruht auf der An- 
wendung des vou Sylvester in der Zeitschrift Nnture vol. XII pas. 214 
beschriebenen, sogen, quadruplanaren Gelenkwerkes. 

Das Modell No. 6 (man vergl. die aus Kempens Büchlein: „How to 
draw a straight line'* entnommenen Figg. SO und 31) stellt einen Ge- 
lenkmecbanismns vor, durch welchen zwei Glieder (Zirkelarme) um 
gemeinsame oder zu einander verschieden gelegene Fixpankte mit 
gleich grossei, aber entgegengesetzt gerichteter Geschwindigkeit zu ro- 
tiren gezwungen sind. Der Apparat basirt auf dem Gedanken, dass, 
wenn zwei Coutraparallelogramme einen Winkel gemeinsam haben, auch 
die übrigen gleich sein mfisscn. Ks erscheinen nun im Apparate zwei 
proportionalseitige Contraparallelogranimef an einer Ecke invers geheftet. 
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Da die kleine Seil« d«a ersten mit der groseeu Seile de« zweiten CoDtra- 
parallelognimmB identiach gemairfat int, ho hnben beide ein Glied voll' 
kommen gemeinsam, nn nelrhem sonaeh die gleichen äbrigeu Winkel 
anliegen. Man vergleiche übrigens „Measenger or Mstbematica No. 44 
New Series 1874". 




Figl. 31. 

Die Modelle No. 7 nnd 8 stellen die Winkel vervielfacher oder 
wie Sylvnter dieselben nennt: „Inoklinostaten" vor. Die von einem 
Pnnbte anslanfenden, nm diesen beweglichen Arme (fthnlicb den Zirkel- 
echenkelu) werden durch Zwischenschalten geeigneter, sich periodisch 
wiederholender, T^wangläoHger Mechanismen gezwungen, der Reihe nach 
gleichen, dnrch Bewegung des Apparates aber v^rjinderbaren Winkel- 
abstand von einander za behalten. Fignr 32 leigt den von Kempe an- 
gegebenen bei Modell No. 6 schon erklSrlen ZwiachenmeehaniBmnB, 
Fignr 33 den älteren, von Sylvester herrührenden. 

Model) No. St zeigt eine vom Anssteller erfundene GeradUlhmng, 
bei welcher ein bewegter Pnnkt durch geeignetes Geteukwerk gezwnngrn 
wird, sich vertical eu bewegen. 



Modell No. lO ffibtt äen vod Sylvester aogegabeiieD „Platjioguph" 
oder „Seen pBotograph" vor (vergl, Fig. 15). Dnrch diesen Apparat 



bönneD Zficbnongt-n nicht bloK vergrAsaert, aotiden) aaeh .ingleich, am 
einen juiitirbareu VV'iakel gegen dnn Original gedreht, übertnigeD nenlen. 
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Eine BcHchreibiing des iDHtnimenta j?ab Sylvester in der Zeitschrift 
Nature vol. XII pngg. 168 und 214. Der im ModeU dargestellte Plagio- 




graph oder Schiefschreiber ist so eingestellt, dass er eine Zeichnnng 
unter einer Wendung um 30** gerade verdoppelt. 

(Kerape; Kleiber.) 



246—248 Eine Serie ton (zum Teil neuen) Modellen zur Demonstration 
der einfachsten freien und iibergeschlossenen Gelenkmechanisnien, 

zuftammongestellt von Assistent j. Kleiber, 1892 verfertigt im Math. Institut 
der techn. Hochschule München von j. Kleiber und stud. K. Fischer. 

246 Modelle zur Multiplieation einer verilndorlichen Grösse mit einem 
eonstanten reellen Factor (Storebsehnabcl, Pantographen). 

Um eine voilindorlicho Länge in festem Verhältnis zu vorgrössern 
oder zu v(>rkleinern, kann man mehr oder minder einfache, in der Ebene 
oder räumlich bewegte Apparate im Wesentlichen nach folgenden Ge- 
sichtspunkten construiren : 

a) beruhend auf einem Sylvostor'schen Principe, 

b) beruhend auf dem Kettonprincäj), 
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u) beruhend auf Eigenschaften des allgemeinen Vierecks, 

d) beruhend auf Combination von Invorsoreu u. a. 

Ad a) Das Sylvester' sehe Princip kann wie folgt gofasbt werden: 
„Man construire über der veränderlichen Länge OA^ einen Gelonkmechanis- 
musQi, dessen einzelne Glieder dann fixirt erechoinen, wenn dies mit den 
durch gehenden Gliedern der Fall ist, und verwandle diesen Apparat 
vom Ähnlichkeitspunkto aus unter Zugrundelegung der vorgeschriebenen 
Multiplicationsconstanten in einen zweiten ü-j* Dabei fallen die im 
Ähnlichkoitspunkte zusamnienstossenden und sich entsprechenden Glieder 
von ü^ und 12.j, abgesehen von der Grösse, je in eines zusammen. Hält 
man letztere Verbindung in aufi*ocht, was leicht geschehen kann, so 
hat man, da OAi veränderlich ist, einen gewünschten Multiplications- 
apparat Die Ausführung dieses Gedankens liefei*t eine Eeihe von An- 
ordnungen, von denen mit Umgehung von Specialisirungen die . folgenden 
Typen Nr. 1, 2, 3 ausgeführt sind : 





Nr. 1. 



Nr. 2. 




Nr, 3. 

Ad h) Das Kettenprincip , welches auch für die Ketten gilt, deren 
Glieder nicht alle in einer Ebene liegen, lautet: Sind Aq A^ A2 A3. . . An 
die Ecken einer polygonalen Kette, deren Seiten constant und je um die 
zugehörigen auf ihnen gelegenen Eckpunkte drehbar sind — sind femer 
Ci C2 . . C„ Punkte, welche die Kottonseiten in dem constanten Verhältnis K 
teilen, dann kann man, ausgehend von diesen Punkten, in der durch die 



320 ^- Abteilung. 

Nr. 6 angedeutetea Art, dem Polygon ein beßtinimtes Netz von Pai*allelo- 
grammen einbeschreiben, dessen letzter Kcki)unkt C schliesslich in ge- 
wünschter Weise die veränderliche Sti-ecko Ao An immer im gegebenen 
Verhältnis K teilt. 



Nr, 6. 

Ausgeführt sind die Modelle: 

Nr. 4. Kette mit 2 Gliedern. (Sylvester' sohf^r Pautograph, Stomh- 
schnabel; Princip der Nürnberger Schere.) 

Nr. 5. Kette mit 3 Oliedorn. (Stellt bei jeder Fixirung von A^, An einen 
noch beweglichen Apparat dar, der dann zugleich einen Degenerations- 
fall der Boberta'sGhen simultan dreifachen Erzeugung der sog. Koppel- 
curve illustrirt.) 

Nr. 6. Kette mit 5 Gliedern. 

Nr. 7. BäunUich bewegliche dreigliedrige Kette. (Vergl. die Bom. zu 
Nr, 5.) 

Ad c) Benützung von Viereckseigenschaften. Sind Ao Aj Ag. . .An auf 
der Geradon A und Bq B^ Bj . . Bn auf der Geraden B ähnliche Punkt- 
roihen, und teilt man die entsprechenden Verbindungen Ai B| sämtlich 
durch Punkte Ci im constanten Verhältnis p : q, so liegen diese Punkte 
Gl wieder auf einer Geraden, F, und zwar ist die von ihnen gebildete 
Punktreihe ähnlich den beiden gegebenen. 

Für den Fall, dass A^ An Bn Bq ein Gelenkviereck von festen Seiten 
vorstellt, ist dieser Satz im Modell Nr, 8 illustrirt. Die Verbindungen 
Ai Q Bi, Co Gl Cn sind durch Gummifäden repräsentirt. Der auf dem 
Faden Ai Bi bestimmte Punkt Ci und jener auf C© Cn aus der Ähnlich- 
keit der 3 Punktreihen hervorgehende Punkt Ci bleiben bei allen Be- 
wegungen des Vierecks über einander. Das Modell ist beliebig räumlich 
beweglich. 

Als Anwendung dieses Principe ist ein Modell Nr. 9 ausgeführt, das 
eine bestimmte räumliche Ti'ansformation darzustellen geeignet ist. 

Sind El und E2 zwei affin aufeinanderbezogene Dreiecke, deren ent- 
sprechende Punkte At und B| mit einander (durch Gummifaden im Modelle 
realisirt) verbunden werden mögt>n, dann liegen die diese Verbindungen 
im constanten Verhältnis p : <[ teilenden Punkte C in einer Ebene E3, 



wip rna» auch dio Bi und Kj geffoti einnndor verzerroii möge. Dio Bp- 
grenzungatlachcu d<;s im Uodell TcmiDDlichtea RauniUiils sind Paraboloide. 




Nr. 8. Nr. 9. 

AU d) Ks gilit KWfli Tj-iion von oinfarihen Inverwren d. U, Apparaten, 
wcliilm I>oi gefiobouor Läii(;o x dio lüiign y = — zu conatniiroii or- 



Iftuben: den gnwoliDliiiiion, von Peatttxllier tK-niitzteii (Mod. Nr. 10) und 
den vm Hart ungBRobouen (Mud. Nr. 11], Zwi'i snluhwr Inversdreii aiif- 
pjaander an^^-owendot, liofpni eiuoQ Hultiplicntor , deno wenn der erste. 



, dor zweite z = — construirt, 80 ist eben z =^ - 






gleicli der Multiplit^tioasconstanteu. 

Der Poauniilliur'sche luversor bcstidit im WesentliulieD aus einem bc- 
weglirhun Rhombus und einem in xvivi t;e^onUbcrliogeDÜcu Eclipuiikten 
anscliIii-SHenden gteiL-faaclienkligiiii Knie. Der Kuiepunkt liegt dann 
immer so nur dor Vurbiiiduii^'slinie dor nndoiiin Rhoinbeuecknn A| A^, 
dann OA,.0Aa ^ const. --= (a'-b') ist 




Nr. 10. 

Der llart'aclie Invorsnr ist ein überscliiafcnns ParallfloKramm. Mnrkirt 
man auf inner zu soinon Oinf.'onalcii |iarallelen Ijnio 3 Sehnittpuukto 
OAiAj, so bleiben diewi auch bi>i V.Tjiorrangen des Apparats in oinin- 
linio und ist OA, ■ OA^ = const. 

Modelle zur Mulllpllcatiun vtncr veründerllühen (irAsse mit einem 
«»■stnnten iiomplexen Fattor (flagioftrupkcn). 

Soll eine vi'rändi-riiclip lÄugi' KUgloich in constaiitpin Verhältnis ver- 
grüaw'rt (virkleinert) und um oini^n constnnteii Winkel abgelenkt ei- 

21 
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suhüincn, so kann man liei Construction di<>sboziigli(;hfr AjipHnitf^ genau 
dif imtör 1 a, b, u, d bezuichnetoii (iosiohls|>UQklc wieder zugrumle lop'ii. 
Ad a) Dreiit. man den \iaU:r la beschiicIicDon Ocl.iukinei^hauismiis U. 
um eioeu liostimmteii Winkel o, so oi'sclieint üio Siihlusslinie (JAj um 
dieseu Winkel a abgelenkt. Da dabei die sich entsprechenden durch 
t;i!lionden Glieder aucli dieseu Winkel a bilden, so kann man die go- 
wunsclite Ablenkung vom Apparate selbstthätig vollziehen lassen, indem 
man ein für allemal die in zusammenstossenden je sieh entsprechen- 
den Glieder in liov Ablenkung « slair verbindet. Hiozu ist blös der dem 
Fall Nr. 1 entsj)rechönde im Modell Nr. lä (ein verallgemeinerter Syl- 
veater'idKr Pla^ograpk) zur Darstellung gebracht 




Nr. 12. Nr. 13. 



Ad b) Statt in entsprechender Weise auf den unter Ib beuutztoo 
Ketten gliedoru Punkte ß in den Seiten zu bestimmen , liaiiii man über 
diesen Seiten ähnliche Dreiecke mit den Sjiitzen Cj C^ . . . Ca aubringen. 
Da» im Übrigen genau so wie dort, auch hier anzuschliessendc N'etz von 
l'arallelograiiimen liefert dann einen letzten Punkt C (Resullantenpunkt), 
der mit der veiünderlich langen Bomb A, Ad ein Dreieck A, A„ C liercrt, 
das bei allen Verzerrungen des Mc^hani^mos immer den an den Si'iti'o 
angehefteten Dreiecken Ai-i A| C| ähnlich bleibt. 

Das Modell Nr. 13 illustrirt diesen Satz. Del einer Kette von 
3 Uliodem (Modell Nr. 14) ci'hlilt man den b<:taniiten, auch aus Modi'll 
Nr. 12 durch S|io';ialisirung herleitbaren A])parat Sylvoster'a (Plftpiogra])h). 

Die Modelle Nr. ir,, Nr. Iti, Nr. 17 scliliessou sieh an dori >'all einer 
Kette mit 3 üliedem an. Wilhrcnd Nr. 15 dii'ect den beschriebenen 
Kettensatz darstellt, gehen Nr. 16 nnd Nr. If ans diesem Ap|)arate unter 
Anwendung des Priiicips vom Austausch von Dreiecken und Parallelo- 
grammen hervor. In allen drei Modelion beschreibt nach diesem l'rijicip 
der Punkt Cj, welcher „Koppolpunkt" benannt wird, dieselbi? Curve, die 
mg. Kop|)elourve. Die 3 Modelle sind so eingerichtet, dass die Punkte 
Ao nnd Aj über einem von Scliienen gefasston I^chlitz beliebig ver- 
schoben und lixirt werden küimen, in welchem Kall nach dum oben an- 
geführten Satz auch der Punkt Ü fest, der Mechanismus aber trotzdem 
beweglich ist. Es liefern sohin diese 3 Modelle einfache Typen zn soge- 
nannten übergeschlossenen Mechanismen, historisch interessant ist der 
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Typus des Modells Nr. 16^ da er die bereits von Roberts nachgewiesene 
simultan dreifache Erzeugung der duroh Punkt üj besehriebenen Koppel- 
uurvc illustrii-t. Um nämlich diese l'urve zu zeichnen , bedarf man blos 
der Kette A^ A^ Aq Ag und des über A^ A^ gehefteten Dreiecks. Eine 





Nr 15, 



Nr, 16. 




Nr. 17. 

analoge Kette samt Dreieck befindet sich aber auch je über den Fix- 
punktpaaren AqC und A3 C, so dass thatsächlich die Doppelcurve gleich- 
zeitig dreifach, d. i. durch die 3 in C2 coincidirenden Dreieckspitzen be- 
schrieben wird. 




Nr, 18. 

Verfasser dieses hat in einer am Schlüsse näher bezeichneten Note 
gezeigt, dass man nur in singulärer Weise von einer blos dreifach simu- 

2P 



324 ill- Abteilung. 

tanen Erzeugung der KoppeIcui*ve sprechen kann, da dieselbe thatsächlich 
in simultan Qo*facher Weise durch Tripel von Parallelepipeden zu er- 
zeugen ist, von welchen allerdings ein einziges in ein Tripel von Parallelo- 
grammen ausaiiet und zum Roberts'sQhen Satze führt. Es beruht diesp 
Erkenntnis im Wesentlichen auf folgendem, einfach zu beweisenden Satze: 
Sind Si S2 S3 homolog entsprechende Punkte in den ähnlichen, affin be- 
zogenen, in P gekoppelten Dreiecken, so bleibt der Gegenpunkt S des 
aus den 3 Längen S1P2, S-^Pa, S3P2 ausP2 zu construirenden Parallel- 
epipedes zugleich affin entsprechender Punkt in dem Hauptdreiecke 
Aq AgC, dm ja den oben genannten auch ähnlich ist, bei aller Beweglich- 
keit des Apparats. Diesen Satz soll Mod Nr. 18 illustriren. Durch 
Specialisirang dieses Satzes erhält man eine Reihe von neuen a. a. 0. 
näher beschriebeneu Typen zur einfachen Koppelcurvenerzeugung, von 
denen ein Fall im Modell Nr. 19 vorgestellt wei-de. Es beruht auf dein 
Satz: „Kopp(»lt mau zwei willkürliche Dreiecke 




Nr, 19. 



Z ^InndZ^} 



in Z zusammen, ergänzt die von Z auslaufenden Seitenpaare zu den 
2 Parallelogrammen 



Z 



M I^M 



imd lässt von den Punkten X, Y, Z, in beliebiger Anordnung, den einen 
fest, den zweiten auf einem Ki-eise laufen, dann beschreibt der dritte 
die Koppelcurve." 

NB. Das Froschschenkolsystem im Hauck'schen Perepectographen ist 
hieven ein Specialfall. Doch wird dort der Apparat nur so umgeformt 
benutzt, dass er ein ähnlich veränderliches Dreieck erzeugt. 

Ad c) Der hiehergehörige Satz über das allgemeine ebene Viereck 
besagt: 

Beschreibt man über dem ei-sten Paar von Gegenseiten des ViertMiiks 
ähnliche Dreieck«» von der Form a und mit den Spitzen A^ und A2, 
analog über dem zweiten Paar von G(»genseiten ein and«»res Paar von 
ähnlichen Dreiecken von der Form ß mit den Spitzen B^ und Bj, ft»nier 
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über Aj A^ ein Dreieck von der Form ß mit der Spitze B3 

,, "1 '^'i 11 ji 17 11 11 ^ «» n 11 Ag 

BO werden deren Spitzen A3 B3 zusammenfallen. 
Hiezu Modell Nr. 20, 




Nr, 20. 

Ad d) Durch Combination höherer Inversoren, wie dies z. B. beim 
Hauck'sehen Froschschenkelsystem der Fall ist, erzeugt man ebenfalls 
ähnlich veränderliche Dreiecke. Werden zu dem Ende in Nr, 19 die 




Nr, 21. 

beiden Dreiecke bei Z rechtwinklig glei(;h8chenklig, so geben die End- 
punkt»^ der verdoppelten Anne XC und XA Punkte C und C die mit Y 
ein ähnlich veninderlich(»s gleichschenkliges Dreieck beschn'ilM»n. Dies 
der wesentlichste Hilfsappamt des HaucAr'schen IVrepectographen, (i(»n 
man aber ebenso gut durch einen der oben unter a, b, c beschriebeu(Mi 
ersetzen könnte. 



248 Modelle zur Multiplieation mit venlnderlichen eomplexen Faetoren. 

Die Aufgabe», mit ein(»m veriinderlichcMi comph^xen oder auch nur 
reellen Factor zu niultipliciren , führt gewöhnlich auf das Pmbleni der 
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Güi-adführunj(, Winkelverdoppolung , Winkel Verlegung oder aiif das Be- 
schreiben eines Kreises von veränderlich vorzugebendem Radius. 

Ein üniversalapparat , welcher diese Aufgaben gleichzeitig in der 
Ebene, ohne directe Anwendung von Jnviu-soren, sondern aus der Um- 
kehrung des Kettenprincips hervorgehend, löst, ist in Modell Nr. 22 auij- 




Nr, 22. 

geführt. Der Apparat ist auch unn deswillen noch !>emerkenswert, weil 
er als sog. übergeschloFsener Mechanismus einer zw»nfach(Mi Beweg- 
lichkeit zugleich fähig ist. Während bei gewöhnlichen übi*rges(^hlosst»nen 
Mechanismen, wie sok^he von Kempe^ Dnrboxtx^ Burmester entwiek«4t 
werdcni , das. FeststellcHi von zwei b<Mia(;h harten Gliedeni diMi Apparat 
selbst auch fixirt, hat der oben bezeii-hnete Apparat immer noch eine aus 
dem Kettenprincip resultirendo freie Beweglichkeit. Die» ausführlichere 
Beschreibung des Apparats erspart ein Blick auf die Figur. Man erkennt, 
dass über einer ideellen Kette A^ A^ AoAg zwei Aj »parate vom Typus des 
Modells Nr. 15 ang(*bi*acht sind, doch mit dem Unterschiede gegen früher, 
dass die Kettenglieder fortgelassen , dafür aber die Resultantenpunkte C 
und T) mit den Kettenendpunkten Aq und As durch Stäbe von solchen 
Abmessungen verknüpft sind, dass di(» über den Seiten AqA,, Aj Ag, 
Ao A3, A3 A4 auftretenden Ketten Vierecke in einer Position des Mecha- 
nismus ähnlich sind. In diesem Falle bleiben dieselben au(^h dann !io<'h 
ähnlich, wenn mau den Apparat irgendwie verzerrt. Da man es in d»?r 
Hand hat, d(»m Gelenkviereck Aq A3 C D irgend eine Gestalt zu erteilen, 
ist solches auch, und hiedurch bfjdingt, mit d(^n übrigen über der ideellen 
Kette sich findenden, unter sich und dem angegebenen Vi«'n»ck ähnlich 
bleibenden Oelenkvienu'kc^n der Fall. 

Modell Nr, 23 .stellt den einfachen Geradführungsmechanismus von 
Peaucelliery Modoll Nr. 24 den allgemeinen zuei-st von Kempe her- 
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rührendou, in Hiuer von mir a, a. 0. nähor bezei(ihuoton Gestalt, Modell 
Nr, 25 den neuen fünfgliedrigen von Hart vor. 




Nr. 24, 

Auch aus anderen als den hier benützten Eigenschaften des Vierecks 
kann man Geradführung ableiten, doch sei hier auf eine erst erscheinende, 
unten näher bezeichnete Notiz in Schlönülch's Zeitschr. f. M. u. Ph. 
verwiesen. 

Lässt man nicht blos eben bewegliche , sondern räumlich bewegliche 
Mechanismen zu, was allerdings Chamiere bez. Kugelgelenke erfordert, 
so wird eine Gerade als Schnitt von 2 Ebenen erzeugt. Es tritt im 
Raum sohin statt des Grundproblems der Geradenerzeugung das Problem 
der Ebenenerzeugung auf. Einen Apparat aber herzustellen, der diese 
Aufgabe löst, ist leicht. Zu dem Ende koppelt man zwei Platten an einer 
Kante durch ein Charnier (als Äquivalent zweier Kugelgelenke) zusammen 




Nr, 26. 

und lässt die eine Platte um eine zum ersten Charnier parallele Kante 
vermöge eines weiteren Chamiers rotiren. Dann sieht man sofort, dass 
jeder Punkt der andern Platte Punkte je einer Ebene beschreibt. 

Durch Combination zweier solcher Mechanismen erhält man eine 
räumliche Geradführung. *) 



*) Bezüglich einer anderen von Darbotix und Königs hemihrendon Ebenen- 
führung vergleiche man di«^ Notiz von Darboux in den Cotnptes rendu8 de l'Acad. 
d. Sc, 1891 j sowie das Referat von Königs in der Remie genirale des sciences 
pures et appl, 2^ annee 1891. 
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Die Noten, auf welche im Laufe der BeschreibungeD verwiesen woitien 
ist, tragen den Titel : Beitrag zur kinematisc^hen Theorie der Gelenkmecha- 
nismen. I., II , III. Aufsatz. Sohlömilch's Zeitschr. f. Math. u. Physik. 

XXXVI. u. f. Bd. 

(J. Kleiber.) 

Bemerkung. Die mit Aufwand der geringsten Mittel aus Eken, 
bez. Holz und Carton für die Zwecke des Unterrichts verfertigten Modelle 
wollen gleichzeitig in ihrer Primitivität die Schüler zur Selbstverfertig- 
ung derartiger Modelle aufmunteni. 

249 Modell zur Darlegung: des Charakters Ton Tripeln entsprechender 
Kriimmnngrs-Mittelpanhte der ebenen RelatlTbewegrung dreier starrer 
Systeme von Prof. Rodenberg, techn. Hochschule Hannover. 

Drei Punkte A1A2A3 welche bezw. den bewegten Systemen ^^o^'a 
angehören, bilden ein „Tripel", wenn je zwei der Punkte entsprechende 
Krümm ungs- Mittelpunkte der Relativ bewegung ihrer beiden Systeme sind. 
Die Einführung dieses Begriffes 
zeigte sich als besonders zweck- 
mässig bei der Behandlung aller 
Fragen, welche a'if Bewegungen in 
zwei consecutiven Zeitelementen, 
also insbesondere auf Beschleunig- 
ungen, Bezug haben*). 

Liegen A1A2A3 nicht in einer 
Geraden, so ist das von ihnen 
gebildete Dreieck während zweier 

consecutiver Zeitelomente starr. DrehiMi sich insbesondor«» dir» drei Sy- 
steme, wie es am Modell der Fall, dauernd um drei Punkte oiuer starren 
Ebene 04 (der Messing-Platte), so bilden diese Punkt«» ein Tripel für «Ion 
ganzen Verlauf d(»r Bewegung. Dass 34 am Modell dem fcstg(»stellton 
Gliede angehört, ist für die Pelativ-B(»w(»gung von OiCjOj gänzlich be- 
deutungslos, erleichteri aber wesentlich die tlbersicht. Nun gibt es, 
wie ich in einem d(^mnächst in Schlöniilch's „Zeitschrift für Math, und 
Physik'' ei-scjheinenden Aufsatze bewirs«'n hal)e, stets 5 solcher nicht 
geradliniger Tripel; eines dei-S(»lben ist also j«'dei)falls reoU und somit 
besitzt dit' am Modell V(M-aüS(!haulichte Bi'wc>guiig für die beid«Mi in Be- 
tracht kommenden Zt»itelenu*ntt» allgenn'in gilt ige Eigenschaften. Nicht 
so einfach ist die Bewegung des auf der Tolgeraden von Cia-jO^ stets vor- 
handenen geradlinig«'n Ti'ipels TiT.^Ts zu verfolgen, welches nur wähn*nd 




*) Vergl. meine ArlxMt: „Die Bestimmung der quadratischen Vencandt- 
schaft der Kr. Mittelpunkte zweier Glieder einer ebenen kinematischen Kettet" 
Zeitschrift des Hannoversi^lieii Arch.- und Ing.-Ven'ins 181K) S. l\)2 f. Kerner 
Burmester: ^^Vber die momentane Beivegunq der ebnien M(chanistnen^\ Prager 
technisclie Blätter XXI 1. Julugang lieft 1 und 2 
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eines der beiden Zeiteloinente starr bleibt, sofern nicht besondere Beding- 
ungen hinzukommen TjT^Ts bilden mit den Polen 12, 23, 31 eine Involution 

und AiTi, Ä2T2, A3T3 ^'ehon durch einen Punkt, wie in meiner oben 
angeführten Arbeit Seilu 197 Satz 4 angegeben ist. Die Aufgabe des 
Modelles ist es, die Bewegung von T1T2T3 zu veranschaulichen. Die An- 
oi*dnung ist so gf^trofPen, dass Tj und T2 sowohl, wie To und T3 während 
des ganzen Verlauf i^s der Bewegung entsprechende Ki*ümmungs-Mitt(»l- 
punkte bleiben, indem jedes dieser Puuktpaare durch einen Stab, a bezw.b, 
gelenkig verbunden ist. T^Ts ^nd hingegen nur dann entsprechende Punkte, 
wenn a und b in gemder Tii?iie liegen. Um das Charakteristische d(*s Tripels 
T1T2T3 zu erkennen, betra»:hte man zunächst drei Punkt« auf der Pol- 
geraden, welche kein Ti'ipel bilden. Man nehme hierzu den Tj mit N 
verbindenden Bolzen h(M'au8 und schliesse A^* gelenkig an M; bringe 
darauf A^^TgT^ in g(»i-ade Linie. Dann gehen Ai*Ai, A2T2, A3T3 nicht 
durch einen Piuikt, und Ai*T2T3 bilden somit kein Tripel. Wir betrachten 
nun und in Zukunft die folgenden dn»i Lagen: 

L Äussei-ste Linkslage der bewc^glichen Modellt(^ile ; 
IL Mittellag«», in der die Stabrichtungen von a und b in der Pol- 
geraden vereinigt lit^gen ; 
III. Änssei-ste Rechtslag«». 
Man find(»t nun für die herg(»st(»llte Anoi'dnung in 

I. ziAj^TgTa concav nach unten, 
in IL Z.Ai*T2T3 = 180^ 
in 111. ^Ai*T2T3 concav nach oben, 

d. h. die RelcUivbetoegung von a und b findet stets in demselben Sinne statt. 

Vereint man a und b mit Hilfe des Bügels J zu einem staiTen Systeme 05, 
so ist d«»r Mt^chanisnius starr; schliesst man andc^rerseits den Stab c ge- 
lenkig an M und Aj, so hat man einen Momentmechanismus, welcher 
eine unendlich kleine Bewegung ausführen kann. — 

Wir stellen jetzt die ursprüngliche Lage her, schlicssen wieder Ti an 

N und nehmen c fort. 

Dann ist 

in I. ^TiT2T3 concav nach unten, 

in IL Z.TiT2T3 = 180^ 

in IIL ^ Ti T2T3 wieder con(;av nach unten. 

Die Bewegung von a gegen b ist also rüekläufig geworden : Die 
relativen Winkdf/eschmndigkeiten^ mit der sich die Seiten des ver- 
ändei'lichen Draer/r» T^ To T3 gegen einander drehen^ sind sämtlich Nullj 
icenn das Dreieck ein geradliniges Tripel ist. 

Nach Anlegung des Bügels ist jetzt noch eine^ nach gelenkiger Ver- 
bindung von c mit Ti sind noch zwei unendlich kleine Bewegungen 
mo^licb, w(!l<*bo sich, in Folge der Elasticität der Teile und d«»s unvor- 
moidlichen Spielraumes der Golenko, in d«'r grüss(»ren Bew<»gbarkeit 
gegenübt^r der in der oi-sten Anordnung möglichen, kenntlich machen. 
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Das Modell gestattet noch die Ausfüliruog einer speciellen Bew^guog 

von OiOj^s- 

Beseitigt man die Verbindung von A^ und A4, und stellt dafür die 
von Ai* und A4* her, so sind in derl/age II die mit Ai^A-^Ag zusammen- 
fallendcn Punkte von 1^ entsprechende Kniinmungs-Mittelpunkte zu den 
bezw. mit T^, T2, T3 vereinigten I^uukten von G5, wenn a^ wie vorhin die 
diu'ch den Bügel bewirkte starre Vereinigung von a und b bedeutet 
Nach erfolgter Anlegung des Bügels sind also noch 2 unendlich kleine 
Bewegungen möglich, während die Verbindung von Ti mit c deren drei 
zulässt. Nehmen wir jedoch anstatt des Momentmechanismus den zwang- 
läufig beweglichen, so ist 

in I. ^TiT2T3 concav nach unten, 

in IL Z.TlT2T3 = 180^ 

in III. ^TiTjTs concav nach oben 
wie in dor zuerst getroffenen Anoi-dnung, ab«^* die Bewegung ist jetzt in 
der kritischen LÄge II zweimal rückläufig geworden, was sich durch 
einen deutlich bemerkbaren Stillstand der Glit^der a und b kennzeichnet. 
Die geometrischen Symbole für dii^ drei gefundenen Bewegungen von 
a gegen b wären bezw. etwa eine gewöhnliche Curventaugente, eine 
Wendetangente und die Tangente in einem ündulatioiispunkte. 

(Rodenbeiig). 

250 Mechanismus, bei welchem eine Wechsellage den Übergang zwischen 
einem zwanglänflgen und einem nicht zwangrlänflgren Mechanismns 
Tcrmittelt. Von Prof. Rodenberg, tochn. Hochschule Hannover. 

Die Bezeichnung des .Modells lässt erkennen, dass die bisherige Ein- 
teilung der Mechanismen in zwangläufige und nicht zwangläufige eine 
dritte Art unberücksichtigt lässt, welche die Eigenschaften der beiden 
ersten Arten in sich vereinigt und als Zwitter- Mechanismus bezeichnet 
wei'den kömite. Behufs Heratellung 
eines solchen nehme man eine Reihe 
zwangläufiger Ketten, z. B. wie am 
Modell 1) das Gelenk viereck mit dem 
festgestellten Gliede, um welches sich 
die gekoppelten Glieder ^la.^ drehen; 
2) das Gelenk 3334; 3) das Gelenk o^Oq. 
Man schliesse dann die einzelnen Ketten 
in der bezeichneten Reihenfolge durch 
je zwei Gelenkpunkte, nämlich 13, 24; 
35, 46 an einander. 

Das Erzeugnis ist nach bekannten Sätzen im Allg(»meinen abermals 
zwangläufig. 

Sind jedoch die Dimensionen, wie es am Modell der Fall, so ge- 
wählt, dass im Laufe der Bewegung gleichzeitig 13 auf 24, 85 auf 46 
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fallt, so befindet sich in diesem Momente der Mechanismus in einer 
Wechsellage, von der aus man die Bewegung so fortsetzen kann, dass 
die drei Teil-Ketten sich wie ebenso viele staiTe Systeme vorhalten, welche 
durch zwei Oelenkpuii!.:o mit einander verbunden sind. Ein solcher 
offener Gliederzug ist aber nicht zwangläufig. Geht man statt von dreien, 
von n Ketten aus, so entsteht in gleicher Weise ein u-gliedriger Zug 
mit n — 1 Gelenkpunkten, so zwar, dass das ei'ste Glied mit dem zweiten, 
dieses mit dem dritten u. s. w., das (n — l)-ste mit dem n-ten durch je 
einen Gclcnkpunkt verbunden ist. Ein Glied ist dann in Bezug auf jedes 
andere vollständig frei bewegbar, von dem os duroh zwei oder mehr 
Glieder getrennt ist. 

(Bodenberg.) 

251 Modell einer kinematisehen Kette, nach Angabo von Prof. firübler; 
Kinematische Sammlung des Polytechnicums zu Riga. 

Das Modell stellt eine zwangläufig bewegliche, ebene kinematische Kette 
von 8 Gliedern dar; letztere sind durch 10 Gelenke (Drehkörperpaare) 
paarweise derart mit einander verbanden, dass kein OeUfikviereck in der 
Kette auftritt. Das ternäre Glied a 
(s. nebenstehende Figur) ist im Modell 
das ruhende, b dagegen das treibende ; 
letzteres kann durch eine Kurbel auf 
der Rückseite des Modelles in Um- 
drehung vereetzt werden. Die Lage 
der Kurbelaxe im Gest^^U kann leicht 
geändert werden; auch lassen sich 
den Gelenkaxen auf den übrigen ter- 
nären Gliedern andere Lag(*n geben. 
Endlich kann den 4 binären Gliedern 
innerhalb gewisser Grenzen jede be- 
liebige Dinge gegeben weixien. 

Das Modell dient zur Vei-anschaidichung 

1. Der Unabhängigkeit der Zwangläufigkeit von den Dimensionen der 
Kettenglieder; 

2. Des Einflusses der Dimensionen der Kettenglieder auf die Singularitäten 
der Bahucurven und die Grenzen der Bowegungsgebiete ; 

3. Des Auftietcns von Tod- und Wechsellagen. 

(Urübler.) 

252 Brennpiinkt-Mcehnnismen. 6 Modelle aus Aluminium von Prof. L. Bur- 
mester (angefertigt im math.-phys. Institut von Th. Edelmann, München). 
Kinematische Sammlung der tecbn. Hocbsohule in München. 

Für das gegebene Gelenkviereck TU VW ist die Focale <p gezeichnet, 
welche die Brennpunkte aller diesem Viereck ein^eschiiebenen Kegel- 
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schnitte enthält, und der Brennpunkt P der angeschriebenen Parabel 
construirt. Ist F ein auf der Focalo <p beliebig angenommener Brenn- 
punkt und werden die Kreise 
PXF, PYF beschrieben, welche 
auf den Vierecksseiten resp. die 
Punkte B, D und A, C bestimmen, 
so kann der Brennpunkt F durch 
vier Glieder AF, BF, CF, DF, die 
in F eine gemeinsame Axe haben, 
mit den vier Giedern des Ge- 
lenkvierocks gelenkig verbunden 
werden und dadurch entsteht 





ein übergeschlossener Mechanismus.*) Im Allgemeinen wird, wenn an 
das Gelenkviereck Tu VW ein Knie BFD drehbar angeschlossen ist, 
dieser Mechanismus durch ein eingefügtes gelenkig verbundenes Glied 
AF starr. Bei diesem übergeschlossenen Mechanismus bleibt während 
der Bewegung der Vierglied punkt F beständig ein Brennpunkt eines dem 
Geleukvierock TUV W eingeschriebenen Kegelschnittes. Kin derartiger 
Mechanismus sei Brennpunkt- Mechanismus genannt. So kann jeder Punkt 





U 



Modell 1. 



Modell 2, 



•) Vorgl. Hart, Proceodings of tho I/)ndon Math. öoc. Vol. VIII, p. 288. 
187G. Kompo cl>cnda. Vol. IX, p. 138. 1877. Darboux, Bulletin dj's Scienct's 
math. 1879. T. 111. p. 144. 
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der Focale 9, also jeder Bi-onnjiunkt als Viergliedpunkt durch vier 
Glieder mit dem Gelenkviereck, dorn Stammviereck TU VW gelenkig 
verbunden worden und jedem Brennpunkt F entsprechen vier Auschluss- 
punkte A, B, C, D und vier Fachvierecke, für welche F die gemein- 
same Ecke bildet. Es ist Fach Viereck TAFDooFCVB, ferner ÜAFB 
CO FC WD. Die vier Anschlusspunkto A, B, C, D liegen stets auf einem 
Kreise. Hieraus ergeben sich viele andere invariante Beziehungen. 

Modell Nr. 1 ist ein Brennpunkt-Mechanismus mit zwei Brennpunkten 
F, G, die während der Bewegung beständig einem veränderlicht^n, dem 
iStammviereck eingeschriebenen Kegelschnitt angehören. 

Modell Nr. 2 ist ein Brennpunkt- Mechanismus mit zwei Brennpunkt- 
paai-en FG und H J, welche resp. zwei veränderlichen Kegelschnitten an- 
gehören ; dabei haben je zwei nicht zusammengehörige Brennpunkte an zwei 
gegenüberliegende Seiten gemeinsame Aiischlusspunkte. 

Modell Nr. 3 ist ein Brennpunkt-Mechanismus, bei welchem ein be- 
liebiger Brennpunkt F und ferner der Parabelbrennpunkt P mit dem 
Stammviereck durch je vier Glieder verbunden sind. Es kann dann der 




Pai-abelbrennpunkt P auch durch vier Glieder PI, PII, Pill, PIV mit 
den Anschlussgliedern FA, FB, FC, FD des Brennpunktes F gelenkig 
verbunden worden. 

Modell Nr. 4 ist ein Bronnpunkt-Mechanismus, bei welchem zwei 
nicht zu einem Kegelschnitte gehörende Brennpunkte F^, F^^mit dem 
Stamm Viereck TU V W verbunden sind, und os kann dann auch ein dem 
Stammvierock ähnliches G(?lenkviereck T'U'V'W dui'ch entsprechende 
Axen mit dtMi 8 Anschlussgliedern verbunden werden. 
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Modell Nr. 5 ist eia Brenoimokt-Mechanisinus, der als besonderer 
Fall aus Nr. 4 hervorgeht. Die beiden nicht zu einem K(}gols<hnitt ge- 
hörenden Brennpunkte Fi, F.^ haben auf den Seiten UV, TW des Stamm- 
vierecks gemeinsame Anschlusspunkte Bj^, Di2, in welchen die Seiten 
U'W, TW des Vierecks T'U'V'W* durch Axeu angeschlossen sind. 



.J^' 





ModeU 4. 



ModeU 5, 



ModeU Nr, 6 ist ein Brennpunkt-Mechanismus wie Nr. 5 mit noch 
mehr eingefügten Gliedern. Ausser jenen beiden Brennpunkten F^, Fj 
i.st noch ein beliebiger Breuni>unkt F« mit dem Stammviereck verbunden^ 
und es können dann auch bestimmte Viergliedpunkte 4>i, 4>2 mit ent- 
sprechenden Gliedern, wie das Modell zeigt, verbunden worden. 




ModeU 6. 

Durch zweckmässige Wegnahme von Gliedern orgeben sich aus diesen 
Mechanismen viele neue übergeschlossone Mechanismen. 

(L. Burmestor.) 
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253 Kreisröriiilgre Nürnberger Schere mit 16 dreieckigren (j^liedern, aus 

Aluminium. Von Prof. L. Burmester in Müuchon. Aus der kine- 
matischen Sammlung der techn. Hochschule München. 



254 Rädermeehaiiismus filr die zweifaclie Erzeagungr der Trociioiden 
(cyltlisehen Curren), von Prof L. Burmester. Kinematische Sammlung der 
techn. Hochschule München. 

Eine Trochoide kann durch Kreisrollung auf zwoifacho Weise erzeugt 
werden.*) Kollt auf dem festen Kreis it ein Kms p mit dem be- 
schreibenden Punkt A, 80 beschreibt dieser eine Epitrochoide ; und dieselbe 

wird auch erzeugt, wenn auf dem 
festen Kreis ic' der Kreis p' mit 
seiner Innenseite rollt, an dem der 
beschreibende Punkt A befestigt 
ist.**) In dem Mechanismus sind 
diese Kreise durch die Teilkreise 
der Zahnräder ersetzt. Einerseits 
läuft um ein festes Zahniad ein 
Zahnrad uüt einem Schreibstift; 
andererseits läuft um ein festes 
Zahnrad ein hohles Zahnrad mit 
einem Schreibstift. Durch Drehung 
einer Kurbel und entsprechende 
Übersetzung von Zahnrfidem er- 
halten die Mittelpunkte der Um- 
laufräder ein bestimmtes Verhältnis ihrer Umlaufzahlen. Beide Schreib- 
stiftt^ beschreiben dann auf beiden Seiten einer Glastafel gleichzeitig 
dieselbe Epitrochoide. Durch eine Auslösung, die mit Wegnahme eines 
Zwischenrades erfolgt, können die beiden Erzeugungen auch unabhängig 
von einander gezeigt werden. 

(L. Burmester.) 




255-257 Saniinlnup von l^inematischeii IWodellen^ Wandtafeln, Reiflinien« 
hölzern (Schmiegen) aus der kinematischen Sammlung der technischen 
Hochschule zu Berlin-Charlottenburg, Vorstand Geh. Rat Prof. Reuleaux. 

255 Kinematische Modelle. 

I. Ebene Cykloiden und Cyklonoiden. 

1551. MMora Epicykloide (1 : 1). 

1552. . „ Hypocykloide (1 : 2). 

1553. „ Pericykloide (2 : 1). 



r 



*) G. Bellerjuann, Epicykloidcn und Hyi)ocykloiden 1867. 
**) L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik. Bd. I. 8. 137. 1888. 
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1554. Orthocykloide. 

1555. Cykloorthoide (oder Kreisevolvente). 

1556. Krümmungsstrahlzeiger für Drittels-Epiuykloide. 

1557. Mittlere Epielliptoide (1 : 1). 

1558. Elliptooykloido (1 : 12) und Cykloelliptoido (12 : 1) (Planetarium). 

1559. Merkurgetriebe. 

1560. Hyperboloide. 

1561. Paraboleide. 
1564r~-1567. 4 Cyklonoiden. 

Die unter diesen Nummern dargestellten Modelle dienen zum Zeichnen 
der durch die voi-stehenden Figuren charakterisirten Cykloiden und Cyklo- 
upiden, die dem Aufsatze „t^ber das Verhältnis zwischen Geometrie, 
Mechanik und Kinematik^^ von Rouleaux (Zeitschr. d. Vereins Deutscher 
Ingenieure Bd. 24) entnommen sind. 




Fig. 6. Kreisevolvente (Cykloorthoide). 



Die Apjmrate Nr. 1557 — 1567 dienen zur Darstellung dos Abrollens 
zweier Ellipsen bezvv. von Ki^ois und Ellipse aufeinander. Es ergeben 
sich dabei analoge als Elliptoiden, Eiliptoeykloiden, (.*ykloelliptoiden u. s. f. 
bezeichnete Curven, deren Gestalton ebenfalls in der schon envähnten 
Abhandlung enthalten sind. 

II. Sphärische Cykloiden (Konische Axoide mit Punktbahnen). 

781. Epicykloido (1 : 3). (Fig. 7.) 

782. Plancykloide (1 : 3). 

783. Hypocykloide (1 : 2). 



Moc-hanit 8. 

784. Hypouykbido (1 : 3). (Fig. 8.) 

7S5. l'eiicykloi'ic {Ü-.i). 

7m. Evolv.mle {3: 1)- 

7sr. „ (9:8). IFig. '.).) 

700. Maauhiuö auni Verzuiubaen von 




Fig. 7. 



Fig. 8, 



Fig. 9. 



Die in doo Fig. 7, 8, 9 geccbcucn Abbildungen vr 
Modellen lassen erkenuoD, wie durch Abrollen vou Kegel auf Kegel oder 
Ebeuf die sog. sphSrisi'heii (.'ykloiden erzeugt werden. Bezüglicb der 
gestaltli<;beii Verbaltnissa dieser Cnrven, sowie der Beschreibung der Nr. 
7SS angeführten Maschine zum Vor^i'iehneo der Kugelcy kleiden vergleiche 
man einen Aufsatz von Itenleaox in den Verhandhingen des Vereins zur 
BoRirdeniiig des Gewerbefleisfies 1876 [ip. 32X und 349, wclthom auch 
dio obigen Figuren ejitnominon sind. 



m. Rädei 



;ahnungs-Modollo. 



541. Evolventen Verzahnung I 

ä». C,kl„id..,er»hnung 1 ,„^. ^ j^, 

643. Evolventen verzahnnng J 

544. PunktvorzahnuDg {4zähuigos Rad mit Segment), 

545. Oemisolite Verzahnung [Szähuigos Rad mit Znhnstangc). 
MO. Daunten Verzahnung ßzilhnigcs Rad mit Segment). 

547. „ (4zilhMiges Rad mit ZaUnsfango). 

z 12 

54ft. Sehildrüder mit Triebstock Verzahnung (Vollriider) ~ ~ aö' 

549. SehildrJidcr mit Triebstnck Verzahnung |Vnll-u.HohIrad)— = ^. 
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550. I'arallolräder mit 24 Zähnen 

551. )) ,) b „ 
5o2. „ ,, ,, 

513, EvolveDtenverzahnuDg mit veränderbarem AxenabRtand. 

Kegelräder: 

769. Vollräder mit 80 und 60 Zähnen 

770. Hohl- und Vollrad „ 86 „ 36 „ 

771. Plan- „ „ „ 80 „ 40 „ 

Byperhelräder : 

772. Mit Zäbnezahleo 60 und 72 

773. „ „ 40 „ 80 (Planrad) 
554. Schraubenräder mit je 60 Zähnen. 

IV. Globoide und Globoidschraubenräder. 

741 — 752. 12 hölzerne Globoid formen. 

753—754. 2 Kugeln mit einfacher und doppelter Oowindlinie. 

755—756. 2 Rioggelenke. 

757. Gjschränktes Kreuzgelenk (zum Vergleich mit vorigen). 
758 — 763. 6 hölzerne Globoidschraubgetriebo. 

764. Globoidschraubgetriebo (Zahnrad in ringförmiger Schale). 

mit TriebstockroUen (Jensons Göpel). 
„ symmetrischer Verzahnung. 
„ zackenförmiger „ 

,, 4 Triebrollen (Hawkins). 
553. Zum Vergloich mit 766: Cylindrische Schraube ohne Endo mit 

Zahnrad. 
Bezüglich der untor HI. und IV\ aufgeführten Modelle sei auf Reuleaux's 
,,(?o««fnicteMr** und ,, Kinematik'* vor\vioson. 

V. Ellipsen zeichne r. 
a) Vorlesung ftmodeüe. 

137. Von Loonai*do da Vinci 

138. „ Farey. 

139. „ Hoff. 

h) Gebraurhsgeräte. 

140. Von Slaby. 

141. „ Düstersick. 

142. ,, Herrmann. 
143 ,. Fai-ev. 

144. ,, Baumann (Linnin). 

VI. Ovalworko (Ellipsondrehbänke). 

145. Von liconardo da Vinci (Rotireudc Kreuzschleife, kleiner Oardan- 
kreis fest). 



765. 


?i 


766. 


>< 


767. 


V. 


768. 


»1 
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148. Von Hoff. 

147 „ llolDOiit. ' 

14H Sinoidcnwoilc (sum Zoic:hnen von l'ulareinoideu). 

IIb EinuitTtoi Stotr hsohtiabel (Paningrapli). 
1 KiDem8tiM.hei Schraubstock. 

Das III dsn Modellen Nr. 137 uad Nr. 145 dargostolltc üvalwavk, 
wcl< hes, •jovicl man weiss, von Leonardo da Viud, dem grossen Künatlor, 
orfundin bezn wenigstens von ilim »tudirt worden ist, Ntollt eine sehr 
merkwürdige Anwendung der sog. rotironduu KreuKsuhleife (s. Fig. Ilu.l2) 



Fig. 10 zu Modell Nr. 145. 
vor. Hier ist die Eigen tiimlichki'it rier Kotte verwendet, dnss alle Punkte, 
weleho mit der Ebene des kleinen Oanlankreises {d. i. mit dem Stogo 0, 
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vgl.dioAbbild.Fig. 10) voibiuiden sind, gegen den Träger dt'S grossen Cardan- 
kreises Ellipsen beschi'cibeii. lu dem' Apparate selbst sehen wir in di'ui 
Körper u der Planselieibe die Kreiizsuhleife vor uns, auf der Rüutsoito 
die Blüh kreuzenden Uoblpriamen tragend. In das dno deniellH'n ^nitt 
das mit der DrebbankKpindi'l b festverbundene VoUprjsma 3 ei». Das 
Lagergestell oder der SpindelstocL a bildet mit der Spindel b da« Cylinder- 
iwar 2. Ad dem I^gergestell (mit Schrauben befeätigti ist der a an^.'e- 
hörige Cyliiider aus dem Cylinderiiaare 1; er hat die Form eines Kinge, 
durch den die Spindel frei hindurchgeht, ist soviel erweitert, dass 2 in 1 



Fig. 11 au Modell Nr. liS. 



Flg. 12 zu Modoll Nr. 145. 
liegen kann. Da.s Btüuk d, wokhos Kunäclist den Cylindor 1 mit dem 
zugehörigen Hohlcyliudor umfaGi't, trügt anderseits das Vollpriama 4, zum 
Eingriff in das zweite Hohlprisma <ler Kreuzschleifo c bestimmt. Der 
Zeiehenstift oder das Werkzeug P bildet einen Teil des ruhi'iiden Stiicks 
oder Steges a. Die Ellipuon, die die Spitze vun P gegen die bewegte 
Ftanscheibe beschreibt, haben, weuu P aueseihalb a liegt, zur DilTei'enE 
ihrer Halbaien die Länge a; liegt F zwischen 1 und 2, so iat a die 



Mechanüc. S. 843 

Summe clor Halbaxen. Die Grösse a ist, soweit es die Erweiterung des 
Zapfens a gestattet^ verstellbar, was im Verein mit der Yerstellbarkcit 
von P die grösste Mannigfaltigkeit der auf dem Apparat erzeugbaren 
Ellipsen ergibt. ^^^^ Reuleaux^s „KinemaHk'' p. 316). 

Die Modelle Nr. 138 und Nr, 143 zeigen den von Farey in den 
Transactions of the soc. for the encouragement of manuf. and arts etc. 
Vol. 35 1812 angegebenen Ellipsen Zeichner. Das Instrument zeichnet, 
wie Ritterhaus in den Verhandl. des Vereins für Gewerbefleiss 1874 
des Näheren mitteilt, bei sorgfältiger Ausführung und Handhabung wirk- 
lich recht gute und vollkommen glatte Curven und zählt wohl, wenn 
man überhaupt EDipsographen ausführen will, mit zu den besten Con- 
structionen. Im übrigen beruht der Farey'sche Appai*at auf dem 
Princip des oben beschriebenen Ovalwerks von Leonardo da Vinci\ 
technisch ist der dort auftretende Kreuzungspunkt dadurch vermieden, 
dass man die sich kreuzenden Hohlprismenführungen in verschiedene 
Ebenen vorlegt; ein weiterer Vorzug des Apparates besteht darin, dass 
die Zapfen zu sehr grossen Ringen erweitert erscheinen, um Raum für 
den beschreibenden Punkt zu gewinnen. 

Die Modelle Nr. 139 und Nr. 146 stellen Hoff's Ellipsenzeichner bez. 
Hoff 's Ovalwerk dar, welche Instrumente im wesentlichen wieder Leonardo 
da Vinci's rotirende Kreuzschleife bei festem kleinen Cardankreis zeigen, 
aber es sind die mittleren Pericykloiden des grossen Cardankroises gegen 
den kleinen erzeugt als einlobige Polarsinoiden durch Umlaufräderwerk 
mit Kurbel und Kreuzschleife. 

Modoll Nr. 140 ist der Ellipseuzeichner von Slaby^ der ausführlicher 
in den Verhandl. des Vereins für Gewerbefleiss 1876 beschrieben ist. 
Derselbe beiniht auf dem bekannten Satze: „Rollt ein Kreis in einem 
doppelt so grossen festen, so beschreibt jeder Punkt seiner Ebene eine 
Ellipse." Um das Rollen zu erzeugen, hält man den Mittelpunkt M des 
kleinen Kreises in fester Vorbindung mit jenem des grossen Kreises 
und erteilt einem Radius des kleinen Kreises eine doppelt so grosse 
Winkelgeschwindigkeit um M, als dem Radiusvector OM um 0, was im 
Falle des vorliegenden Instruments durch eine Schnurrolle mit tlber- 
setzungsverhältnis 1 : 2 geschieht. Im übrigen ist bei dem Apparat be- 
sondere Aufmerksamkeit der Ausführung des Zeichenstifts gewidmet. 

Modell Nr. 141 zeigt den EUipsenzeiohner von DUstersick., der im wesent- 
lichen mit dem sog. Eilipsographen von Davies (Mech. Magazine vol. 36 
pag. 73 und 224) übereinstimmt, und der überall da besondere Ver- 
wendung finden mag, wo es sich blos darum handelt, auf bequeme Weise 
ellipsenförmige Curven herzustellen. 

Modell Nr. 147 ist das von Delnest ausgeführte Ovalwerk, das eben- 
falls auf den Sätzen über die relative Bewegung des sog. grossen und 
kleinen Cardankreises beruht ; specifisch für den Apparat ist, dass Werk- 
stück und Werkzeug sich bewegen. 
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266 Wandtufeliu 

Zwölfte]8-£picykloide (Einbugcurve mit Reiflinie). 

tSonneabahn. 

Cykloelliptoido. 

Wendeverhältnisse der kleinen mittloion und gix>s8en £picykloide, der 

Orthocykloide und der Cykloorthoide (Evolvente) 
Krümmungs Verhältnisse der Drittels-Epicykloide. 

257 Beiflinienhlflxer o4er SehmiegreB. 

Zur 2tels Epicykloide 100:200. 
nämlich 

a) a = Randbahn (Gemeine). 

b) a =» — 82. Einbugcurve. 

c) a = 100. Verlängei-te. 

d) a = 200. Homocentrische. 

R:Ri R:Rt 

_ ^ __ 

Zur Stels Epicykloide 150:450, zugleich zur -tels Tencykloide 600:450 

o 

„ 1 fach. „ 200 : 200, „ „ 2fat^h. mittl. Pericykl.400 : 200 

„ 2 fach. „ 200:100, „ „ bfach. Pericykloide 300:106 

„ Cykloorthoide 100 : oo 

„ Orthocykloide oo : 100 

M „ ao:50 

„ 3tels Hypocykloide 50 : 150 „ „ Vstels Hypocykloide 100 : 150 

„ 2tel8 „ 50:100 „ „ 

nämlich 
a = 1Q0\ .. „,,. a = - 100 1 , „,,. | 150 ; 300 

a = 150) ^^'^'^ ^^^P"""' a = - 150 I *"°'*^ ^'^^''"'^ l 200 : 400 
Zur 12tels Epicykloide 100 : 1200; 

a ^ — 98 (Einbugcurve) vergl. erste Wandtafel. 
Zur 4tels Hypocykloide 50:200 
Logarithmische Spirale. 
8chnurzirkel (für Kreise). (Reuleaux.) 

Fnnr Yenahnnngrsmodelle (Cykloiden-VerEalinaug, ETolYonten-Yer- 
lahnnug, Schraubenräder- YenahBiiiiK» Hooke'sche Rlder, Etaereii- 
rad) aus der kineMatiecbeii SaMmlung der teobn. Hecbecbttle Dreedea 
(Vorstand Prof. T. RtttershaHi). 

Modell 1, Cykloiden- Verzahnung. Das Modell zeigt zwei nur teilweise 
ausgeführte Messingräder mit Zähnun, die nach Epi- und Hyix)cykloidou 
geformt sind und zwei einander und die Teilkreise (die rollenden Kreise) 
der Räder berührende Kreisscheiben aus starkem Glas. 

Die Axen der Räder sowohl, als auch die der Kreisscheibon sind 
mittels Uhrfedern deitul; mit einander verbunden, dass bei einer Drahung 
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eines der beiden Kader (durch das auf der Rückseite befindliche Hand- 
rädchen) die Teilkreise der Räder und die Kreisscheibon sich mit derselben 
Umfangsgeschwiudif^koit bewegen, also aufeinander rollen. Dabei be- 
schreiben die mit dem jeweiligen Berührungspunkte der Zähne zusammen- 
fallenden, durch rote Striche gekennzeichneten ümfangspunkte der Glas- 
scheiben in Bezug auf die beiden Räder die Profilcurven der Zähne. 

Modell 2. Evolventen' Verzahnung, Das Modell zeigt gleichfalls zwei 
nur zum Teil ausgeführte Zahnräder, deren Zähne hier aber nach Kreis- 
evolventen profiliit sind. Die Räder tragen auf ihrer vorderen Fläche 
je einen Kreisring- Vorsprung, und eine auf diesem aufliegende, die Räder 
mit einander verbindende Uhrfeder beschreibt mit den je mit den Be- 
rührungspunkten der Zähne zusammenfallenden, durch eingeritzte Quer- 
striche kenntlich gemachten Punkten derselben relativ zu den beiden 
Rädern die Zabn])rofile. 

Evolventenräder haben die für die Praxis in vielen Fällen sehr wert- 
volle Eigenschaft, dass ihre Axen, ohne dem Eingriff zu schaden, sich 
innerhalb gewisser Grenzen von einander entfernen bezw. einander an- 
nähern lassen. Dies zu zeigen, dient folgende Einrichtung. Löst man 
die am obei'en Rade unter dem Handgriffe angebrachte Klemmschraube, 
so kann man mittels der oben auf dem Modelle angebrachten Schraube 
das obere Rad heben oder senken. Nachdem dies geschehen, wolle man 
vor in Gang setzen durch Anziehen der Klemmschraube die Axe wieder 
befestigen. 

Modells. Schraubenräder (Spirahi^d)- Verzahnung. (Vgl. Olivier: Roues 
a engrenages helicoides und Putzer: Spiralo^d-Räder^ Zeitschrift des 
Vereins deutscher Ingenieure. 

Das Modell zeigt diese interessante, bei Olivier selbst sowohl als auch 
bei Pützer (der im Wesentlichen einen erweiterten Auszug der Olivier' sehen 
Arbeit gibt) etwas umständlich abgeleitete Verzahnung, die in wirklicher 
Ausführung meines Wissens noch nicht vorhanden war, für den einfach- 
sten Fall : der Übersetzung von 1 : 1 und rechtwinkelige Kreuzung der 
Axen in sehr grosser Ausführung mit nur je einem Zahn. 

Lässt man eine Gerade von einem Cy linder, mit deren Erzeugenden 
sie einen von 9()® verechiedenen Winkel bildet, abwälzen, so erzeugt die- 
selbe eine Evolventenschraubenfläche , deren Rückkehrkante (Charakter- 
istik) die Schrauk'nlinie bildet, als welche sich die Geraden in ihren 
Elementen auf d(>m Cvlinder abbilden. 

Legt man zwei Cylinder, jeden mit einer ihn beiühreuden Geraden so 
aneinander, dass sie sich berühren und zugleich die beiden beriihrenden 
Geradon in eine einzige zusammenfallen, und dreht in dieser I^age die 
Cylinder um ihre Axen so, dass die beiden je auf ihnen wälzenden Ge- 
raden auch während der Bewegung sich nicht trennen, dass jilso die 
Componenton ihrer resp. Umfanggeschwindigkoiten uoinial zu der Richt- 
ung dieser Geraden einander gleich sind, so haben die von den betreffenden, 
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auf ihnen wälzenden Gerad(^n gegen die beiden Cylinder beschriebenen 
Evolvontenschraubenflächen , wie leicht ersichtlich, in jedem Augenbli<;ke 
ein Element miteinander gemein, berühren einander also geometrisch. 
Damit ist aber noch nicht bewiesen, dass dieselben auch als Zahnflanken 
brauchbar sind. Dazu ist ferner noch erforderlich, dass sie sich als 
Begrenzungsflächen materieller, körperlicher Gebilde ausführen lassen, dass 
sie also, soweit sie benutzt werden, keine Schleifen, Rtickkehrkanten oder 
dergl. enthalten. Es ist aber weiter auch noch erforderlich, — und das 
winl oft übersehen und dadurch in Folge der eintretenden Missstände 
ein ganzes, sonst vorzüglic^hes Verzahnungssystem, wie z. B. die Evol- 
ventenverzahnung in der Praxis in Missciedit gebracht — , dass die 
Körpergebilde, deren Begrenzung die Flächen bilden, in keiner ihrer Lagen 
sich an der durch dieselben erzwungenen Relativbewegung hindern. 

Dazu bedarf es hier besonderer Vorsichtsmassregeln. 

Die, die beiden Flächen erzeugende Doppelgerade befindet sich je 
einerseits ihres Berührungspunktes mit dem betreflfenden Cylinder in dem 
nach der Rückkehrkante absteigenden, andererseits dagegen in dem von 
dieser Kante aufsteigenden Aste der Fläche. Die gegenseitige Berührung 
der beiden Flächen geht also, wenn man die dieselbe erzeugenden Doppel - 
geraden entlang geht, je in diesem Berührungspunkte von dem einen auf den 
andern Ast der Fläche über und das Fortschreiten der Geraden innerhalb 
der Flächen während der Bewegung findet in der von den beiden Be- 
rührungspunkten begrenzten Strecke derselben auf beiden entweder nach 
aussen (von der Rückkehrkante weg; oder nach innen (auf dieselbe zu) 
statt, während in den beiden andern Teilen derselben die Gerade je auf der 
einen Fläche nach innen ^ auf der andern dagegen nach aussen hin 
fortschreitet. 

Wirklich ausgeführt werden kann aber nur je der eine Zweig der 
Fläche und da die nicht zusammengehörigen Teile der Fläche nicht 
allein nicht zum Eingriff kommen, sondern auch in gewissen Stellungen 
sich gegenseitig hindern, weil sie bei richtiger Lage der Cylinder einander 
durchdringen müssten, so muss, wie dies auch im Modell gesc^hehen ist, 
zum mindesten der über den Berührungspunkt der beiden Cylinder hinaus- 
liegende Teil des Zahns weggeschnitten werden. Ausserdem muss natür- 
lich au(!h noc^h für den Grundkörper des eingreifenden Rades, als welcher 
der Evolutencylinder desselben gewählt wurde, Raum geschaffen, der 
Zahn also dementsprechend ausgedreht werden, wenn man nicht vorzieht, 
densel1x)n noch mehr zu beschneiden, das Rad also noch schmäler aus- 
zuführen. 

Um aber die Unbrauchbarkeit des fortgeschnittenen Teiles auch am 
Modell zu zeigen, ist auch dieser ausgeführt und kann durch Auf- 
schieben auf die resp. Axen angesetzt w^erden. Man wolle aber die an- 
gesetzten Teile jedesmal wieder entfernen. 

Für die Praxis ist die Verzahnungsform leider unbrauchbai*, weil die 



Mechanik. S. 347 

Anbriagunf;eiuerentspi*echondeii Zabnflankc für die umgokehrto Drehungs- 
richtung Schwierigkinten bereitet. 

Das Modoll dient gleichzeitig aucli zur Veranschaulich ung <ler Ver- 
zahnung für Sclirauben läder mit parallelen Axen und ist zu dem Ende 
noch ein drittes Rad mit entgegengesetzt gewundenem Schraubenzahn bei- 
gegeben. Wird das obere der beiden ei*sten Räder aus seinen Lagern heraus- 
genommen, und das eine der beiden hohen Lager nach Lösen der unter- 
halb dos Fussbrettes befindHchen Schraube entfernt, so kann dieses dritte 
Rad in die no(;h vorhandenen niedrigen Lager eingelegt werden imd mau 
hat dann zwei einander treibende Schraubenräder für parallele Axen, die 
infolge ihrer Ausführung in grossem Masstabe die Zahnform selbst besser 
erkennen lassen, als dies bei den gewöhnlichen, die Art der praktischen 
Ausführung zeigenden Modellen mit vielen Zähnen, die natüriich in der 
Sammlung ebenfalls vorhanden sind, möglich ist. 

Schraubenräder könnoD sehr viel genauer hergestellt werden, als ge- 
wöhnliche Zahnräder und werden infolge dessen in besseren Ausführ- 
imgen jetzt, wenn irgend möglich, statt jener angewandt. Es liegt das 
daran, dass infolge der Schraubenform der Zähne die Eingriflstelle während 
der Bewegung parallel der Axe weiterrückt und infolgedessen die Zähne 
in ihrer Höhe, d. i. ihrt»r Ausdehnung in radialer Richtung, ganz be- 
deutend verkürzt und damit die Fehlerquellen bei der Herstellung herab- 
gezogen werden können, ohne die Stetigkeit des Eingriffes zu unterbrecnen. 

Hooke (und nach ihm White^ Sheldrake u. A.) geht darin so weit, dass 
er die Höhe der Zähne auf Null reducirt. 

Ein Räderpaar dieser Art, bei dem also die eigentliche Verzahnung 
aus zwei durch im Übrigen beliebig gestaltete Schrauben flächen getragenen 
Schraubenlinien besteht, die bei ihrer Bewegungsübertragung auf einander 
wälzen, zeigt ModeU AV. 4. 

Dorai^tige Räder, die auf dem genauesten Werkzeuge unserer Werk- 
stätten, auf der Drehbank, mit fast mathematischer Genauigkeit hergestellt 
werden können, sollte man überall da anwenden, wo bei grosser Ge- 
schwindigkeit nur geringe Kräfte zu übertragen sind und die bei An- 
wendung gewöhnlicher Räder unvermeidlichen Stösse trnzuträglichkeiten 
mit sich bringen. So wurden sie beispielsweise von Bourdon benutzt bei 
den von ihm an gcf einigten Instrumenten zur Messung der Licht- 
geschwindigkeit. Für die Übertragung grösserer Kräfte sind sie leider 
nicht geeignet, da die Zähne sich je nur in einem Punkte berühren. 

ModeU 5 zeigt das Evolventenschraubenrad als sogenanntes Etagenrad. 
Es dient vorzugsweise dazu, die Art der Modell-Hei-stellung, die Kigen- 
s<;haften der Fläche et(r. etc. zu zeigen. Es besteht aus einer gnisseren 
Zahl gleicher Kreisscheiben mit je einem Evolvciitenzahu, die durch Ver- 
drehen um die gemeinsame Axe in ein Etagenrad mit beliebiger Steigung 

verwandelt werden können. 

(T. Rittershaus.) 
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lenkknppluug mit ihrer Antriebswelle verbuuden sein. Die bekanui« 
Krenz-Geleukkuppluui^ udor diis Hooku'äclie Gelenk leidet an einem 
BewegiiugHCehler, da bei gleich massige r liotation der Antriebswelle die 
getriebene AVelle mit wechselnder Winkelgeschwindigkeit mitgenommeu 
wird. Hiedurch entstehen bei grossen Arbeitsübertragnngen bedeatende 
StÖsse und Unregelmässigkeiten in den Triebwerken. 

Bei der vorliegenden Schnittgelenkknpplnog ist diese Arbeitsnber- 
tragung eine gleichmässige, da die Berührangspunkte der Knppelangs- 
arme stets symmetrisch zu der den Axeuwinkel halbirenden Haupt- 
ebene stehen. Die Ansfnhruugsformen dieser Schnittgelenkkupplnng sind 
in der Deutscheu Patentschrift Nr. 48*235 der Klasse 47 enthalten. 

c. Das Modell eines Flächeudruckräderpaares. 
Da bei dem Schrägwalzverlahren Arbeitsmengen von mehreren 
hnndert Pferdestärken auf die Schrägwulzen l>ei hohen Umdrehungs- 
geschwindigkeiten zu übertragen sind, so genügen hiefür die gebräuch- 
lichen gusseisernen Zahnräder nicht mehr, da sich deren Zähne nur in 
Linien berühren, wobei ausserordentlich hohe Flächeudrucke auftreten. 
Zur Vermeidung dieses Misstandes wurden Flächendruck räder ange- 
ordnet, welche, wie das Modell zeigt, durch Drehgleit/.ähne gekenn- 
zeichnet werden, die nm Radkörper drehbar gelagert sind und ebene 
Gleitflächen tragen, welche den Druck aufnehmen und bei der Drehung 
der Räder uuter relativer Drehung der Drehgleitzähne zu ihrem Rad- 
körper auf einander gleiten. Die drehbaren Zähne sind mit gleich- 
langen Kurbeln ausgestattet, welche in einen gemeinsamen Ring ein- 
greifen, der den dauernden Parallelismus sämtlicher Zahnflächen 
während der Drehung erhält. — Diese neuen Räder sind namentlich in 
den Patentschriften Nr. 55785 und Nr. 57443 der Klasse 47 beschrieben. 

d. Proben mit Mannesm annröhren auf Tafeln. 
Auf diesen Tafeln sind Proben enthalten, welche teils im warmen, 
teils im kalten Zustande mit Mannesmann-Röhren ausgeführt wurden 
und den Beweis der ausserordentlichen Zähigheit dieses Rohmaterials 
erbringen. Diese Zähigkeit ist hauptsächlich durch die spiralförmige 
Anordnung der Materialfasern in den Rohrwandungen hervorgernfen, 
welche eine Folge des Arbeitsvorganges beim Schräg walz verfahren bildet. 

(Erhard.) 

262 Hochanisuius zur Bestimmung der Lage des Schwerpunktes des 
menschlichen Körpers und seiner Teüe von Keallehrar Otto Fischer 

in Leipzig. 

Der Schwerpunkt eines Systems von zwei Körpern mit den Massen 
m und m' liegt bekanntlich in der Verbindungslinie der Einzelschwer- 
pnnkie S und S' der beiden Körper und teilt die Strecke SS' im Ver- 
hältnis m' : m. 

Ist der Abstand der beiden Einxelschwerpunkte veränderlich, so 
kann man durch einen sehr einfachen Mechanismus Air jede beliebige 
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Syiumetrieebeue eutspricht, nud an welchem die geuaunten 14 Teile 
durch Gelenke verbunden sind, und trägt man in die einzelnen Ab- 
schnitte die Lage der Projectionen der Einzelschwerpunkte ein, so kann 
man bei wiederholter Anwendung des obigen Mechanismus die Projec- 
tionen der Einzelschwerpunkte zu der vom Gesamtschwerpunkte des 
ganzen Körpers zusammensetzen. Man hat zu dem Zwecke nur bei 
irgend einem System zweier benachbarter Glieder, z. B. Unterschenkel 
und Fuss, anzufangen, und in den Eiuzelschwerpunkten 8 und 8' die 
Punkte 8 und S' des den Massen beider angepaasten Mechanismus 
(Fig. 1) drehbar anzubringen. Pann wird für jede Beugestellung der 
beiden Glieder der Punkt S« die Lage des G^samtschwerpunktes vom 
Unterschenkel und Fuss augeben. Dieses System verbindet man durch 
einen zweiten solchen Mechanismus mit dem Oberschenkel so, daas der 
Punkt S dieses neuen Mechanismus in den Einzelsehwerpunkt des Ober- 
schenkels und der Punkt S' in den Gesamtschwerpunkt So von Unter- 
schenkel -{' Fuss fliUt. Der Punkt S» dieses zweiten Mechanismus, für 
welchen als Mapseu die des Oberschenkels einerseits und die vom System 
Unterschenkel -\- Fuss andererseits benutzt werden mnsseu , gibt dann 
für jede Stellung der drei Glieder des Beins zu einander den Geeamt- 
schwerpnnkt des ganzen Beius an. Auf dieselbe Weise verschafft man 
sich den Gesamtschwerpuukt des anderen Beins und kann dann ans 
beiden den Gesamtschwerponkt beider Beiue erhalten. Entsprechend 
lässt sich der Gesamtschwerpuukt beider Arme und ebenso der Gesamt- 
schwerpunkt des Systems Rumpf -f" Kopf auf mechanischem Wege 
erhalten. Diese beiden letzteren lassen sich dann weiter zu dem 
Schwerpunkt des Körpers ohne die beiden Beine, und dieser endlich 
mit dem Gesamtschwerpunkte der beiden Beine zu dem Gesamtachwer- 
punkte des ganzen Körpers zusammensetzen. 

Der fertige Mechanismus gibt dann för jede beliebige Haltung des 
menschlichen Körpei's nicht nur die Lage des Gesamtschwerpunktes, 
sondern auch die Lagen der Schwerpunkte der einzelnen Glieder und 
Gliedersystemc an und kann auch dazu benutzt werden, fiir irgend 
welche Bewegungen des Körpers die Cnrven aufzuzeichnen, welche die 
Schwerpunkte l)eRch reiben. 

Dieser Mechanismus liefert zunächst nur die Projection des Geaamt'- 
schwerpuukten auf die Symmetrieebene des Körpers (in halber Ijebens- 
grösse ansgefuhri). Um auch die Projection desselben auf die durch 
die Lfingsaxe des Körpers gehende und zur Symmetrieebene senkrechte 
Ebene zu erhalten, hätte man auf ähnliche Weise einen zweiten Mecha- 
nismus zu construiren, welcher nur Beweglichkeit parallel dieser Ebene 
znlässt. Beide Mechanismen zusammen wünlen dann die Lage des 
Schwerpunktes im Räume ergeben. 

(O. Fischer.) 
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263 Zwei Hechanismen zur Darstelluiip der Wirkangr eines Muskels von 
Otto Fiecher in Leipssig. 

1) Mechanismus zur Bestimmung des Drekungsmomentes eines Muskels, 
Das Drehnngsiuoment D eines Muskels vom Querschnitt q, welcher 
mit der Kraft p für die Querschnittseinheit zwischen den Punkten U 
und A (Fig. 2) zweier Glieder wirkt, die durch ein Gelenk G verbunden 
sind, hat bekanntlich die Grösse 

D = q . p . GÜ. sin AUG = q . p . g7v sin UAG, 
wobei eines der beiden Glieder als fest angenommen und ausserdem 

vorausgesetzt ist, dass die 
Richtung von AU senkrecht 
auf der Gelenkaxe steht. 

Nun ist GIJ sin AUG = 

- - A 

GA . sin UAG gleich dem 
kürzesten Abstand GJ der 
Linie AU von der Gelenkaxe. 
Diese Strecke GJ nennt man 
gewöhnlich den idealen 
Hebelarm der Kraft zum 
Unterschiede von den beiden 
realen Hebelarmen GU und 
Fig. 2. GA. Fuhrt man diesen 

idealen Hebelarm, dessen IJinge mit i bezeichnet sein soll, in die 

Formel ein, so wird 

D s= q . p . i. 

Der ideale Hebelarm knnn daher zur Veranschaulich nng der Grösse 
des Drehuugsmomentes benutzt werden. Seine Masszahl gibt direct 
die Masszahl des Drehungsmomentes für die Einheit von Muskelquer- 
schuitt und Muskelkraft. 

Für das System Oberarm und Unterarm und den zwischen beiden 
wirkenden Supiuator lougns trifft annähernd die Voraussetzung zu, dass 
die Gelenkaxe fest und senkrecht zu der Verbindungslinie der Ansatz- 
punkte des Muskels gerichtet ist. Mun kann sich in diesem Falle 
durch einen sehr einfachen Mechanismus die Grösse des idealen Hebel- 
arms verschaffen. 

Figur 2 stellt ein Modell des Armes aus Metall oder starkem Carton 
dar, welches im Ellbogengelenk G beweglich Ut, Bringt man in den 
Insertion spunkten U und A des Muskels je einen Gartonstreifen beweg- 
lich an und verbindet beide in der Weise im Punkte D wieder durch 
ein Charniergelenk, dass UD = ÜG und AD = AG ist, so liefert wie 
man leicht sieht, die Strecke GD für jede beliebige Bengestellung die 
doppelt« Länge def idealen HeV»elarms. Um diese Lange bequem ab- 
lesen zu können, braucht man nur noch im Punkte G einen Masstab 

23 
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drehbar anz d bringen , welcher iu der Mitte einen Hchlitz enthält, in 
dem die Axe D auf- uud abgleiten kann. Nimmt man die Längen- 
einheit für den Masstab doppelt so gross als die Längeneinheit fnr die 
übrigen Teile des Modells und verlegt den Nullpunkt des Masstabes 
nach dem Punkte G, so wird die bei D abzulesende Masszahi direct 
die Länge des idealen Hebelarms angeben. Da das Modell in halber 
Lebensgrösse ausgefülnt worden ist, so ergibt die Länge GD direct die 
wahre Länge des idealen Hebelarms und somit die Grösse des Dehu- 
ungsmomentes für die Einheit von Muskelqnerschnitt nnd Muskelkraft. 
Der Querschnitt des Supinator longns beträgt nnn ca. 3qcm. Will 
man daher die Grösse des Dehnungsmomentes für den wahren Quer- 
schnitt und die Einheit der Muskelkraft erhalten, so hat man nur die 
Längeneinheit des Masstabes auf den dritten Teil herabzusetzen, damit 
sich die Masszahlen verdreifachen. Der eist« Fall findet sich an der 
oberen Seite, der letzte an der unteren Seite des Schlitzes im Masstab 
realisirt. 

Man erkennt unter Anderem an dem Modell, dass das Drehnngs- 
moment ein Maximum hat, wenn AU X ^^' 

2) Mechanismus für die Zerlegung der Kraft eines Muskels in die 
drehende und die nacii dem Oelenk gerichtete Componente. 

Die drehende Wirkung eines Muskels wird ausschliesslich durch die 
Componente der Muskelkraft ausgeübt, welche auf der Richtung des 
realen Hebelarms GA resp. GU (Fig. 2) senkrecht steht. Der Hebelarm GA 
kommt in Betracht, wenn der Oberarm , der Hebelarm GU dagegen, 
wenn der Unterarm als fest angenommen \>ird. Wenn anch in beiden 
Fällen die drehende Componente der Muskelkraft verschieden gross ist, 
so ist doch das Drehuugsmoment dasselbe, gleichgiltig ob der Oberarm 
oder der Unterarm als fest angenommen wird. 

Anders verhält es sich mit der Wirkung des Muskels auf das Gelenk. 

Die andere Componente der Muskelkraft besitzt die Richtung des 
Hebelarms AG bei feststehendem Oberarm und die des Hebelarms UG 
bei feststehendem Unterarm. Diese Componente ist für beide Fälle im 
Allgemeinen von verscliiedener Grösse und verändert sich, ebenso wie 
die Drehcomponente , mit dem Grade der Beugung im Ellbogengelenk. 
Je grösser die drehende Componente, um su kleiner wird dieselbe nnd 
umgekehrt. 

Man kann sich ebenfalls mit Hilfe eines Mechanismus für jede 
Beogestellnng des Arms die Grössen der beiden Compouenten sowohl 
bei estätehendem Oberarm als bei feststehendem Unterarm verschaffen. 
Ist der Oberarm fest, so hat die drehende Componente der Mnskel- 

kraft den Wert p sin GAU, die nach dem Gelenk gerichtete den Wert 

p cos GAU ; ist dagegen der Unterarm fest, so sind diese Componenten 

A A 

psinGUA uud p cos GUA. Die beiden Compouenten sind in jedem 
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Falle die Katbeteu eines recbtwinkligeu Dreiecks, dessen Hypotenuse p 
und dessen einer Winkel GAU resp. GUA ist. Ist in den Dreiecken p 
durch eine Länge von 100 mm dargestellt, so drücken die Masszuhlen 
der beiden Katheten direct die Grösse der beiden Componenten in 
Procenten der Muskelkraft aus. Die beiden Dreiecke kann man nun 
für jede Beugestellung auf folgende Weise erhalten. 

Figur 8 stelle wieder das im Ellbogengelenk bewegliche Modell eines 
Armes und U und A die Insertionspunkte des Supinator longus dar. 
CGD ist ein Car tonst reifen von über 200 mm Länge, welcher bei G um 




// 



Fig. 3. 

die Gelenkaxe drehbar und bei und D mit anderen Teilen eingelenkt 
ist. C, G und D liegen in gerader Linie und G genau in der Mitte 
von C und D, und zwar so, dass CG = Gü = 100 mm. 

BAJH ist ein langer Cartonstreifen unterhalb des Modells, welcher 
von der Stelle J an bis zum Ende H einen Schlitz trägt , in welchem 
eine Charnieraxe bei ü geführt wird. Dieser Cartonstreifen ist in den 
Punkten A and B mit dem Vorderarm einerseits und einem anderen 
Cartoustreifen BC andererseits beweglich verbunden , und zwar ist 
ÄB = GC=l00mm und BC = AG, d. h. gleich der Entfernung des 
Muskelansatzpunktes vom Gelenk. Der Streifen BC enthält bei C noch 
einen Fortsatz CF, welcher auf der rechten Seite in der Figur eine 
genaue geradlinige Kante besitzt, deren Rtchtnng durch den Drehpunkt 
C geht und auf der Kichtung von BC senkrecht steht. Ein ganz ent- 
sprechender Teil ist bei D eingelenkt, wobei ED:=ÜG, während die 
untere Kante des rechtwinkligen Fortsatzes DL nach dem Drehpunkt 
D gerichtet ist und anf DE senkrecht steht. Endlich ist zwischen 
E und U noch ein Cartonstreifen eingelenkt, ftlr den ÜE = Gl) = 100 mm. 
Dieser Streifen UE könnte indes auch fortfallen und dafür der Punkt £ 
durch einen Stift in den Schlitz des Streifens BAJH gezwungen werden ; 
dies empfiehlt sich aber nicht, weil sonst bei dem geringsten Spielraum 
des Stiftes E im Schlitz die Entfernung UE ungleich GD werden 

23* 
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würde; dagegen kann man al)er die Axe in £ gleichzeitig mit durch 
den Schlitz hindurchstecken , denn E wird immer von seihet in die 
Verlftngemng von AU fallen. 

Da BAJH durch A und U geht, so gibt die Mittellinie dieses 
Streifens die Kichtung des Muskelzuges an. Da ferner AG = BC und 
AB= GC, so ist GC und damit der ganze Streifen CGD stets parallel AU. 
Da ferner ÜG = ED und Ü£ = GD, so ist UE stets parallel GD und 
fallt demnach in der That von selbst in die Richtung des Schlitzes HJ. 
Da endlich CF ± CB und DL ± DE, so ist auch CF JL GA und DL ± GU 
resp. deren Verlängerung, wobei GA und GU zwei auf dem Unterarm 
resp. Oberarm aufgezeichnete und mit Einteilung versehene Gerade 
(nicht Cartonstreifen) bedeuten. Es wird also durch die Kante von CF, 
die Verbindungslinie GA und die Strecke GC einerseits und durch die 
Kante von DL, die Verbindungslinie GU (resp. deren Verlängerung) 
und die Strecke GD andererseits für jede beliebige Bengestellung je 
ein rechtwinkliges Dreieck festgelegt, und zwar ist in dem ersten Drei- 
eck <^ AGC = <J; GAU und in dem anderen Dreieck <^ UGD = <J; GUA. 

Ist demnach sowohl GC als auch GD Repräsentant der Muskelkraft, 
so schneidet die Linie GA auf der Kante CF den Repräsentanten für 
die drehende Componente und umgekehrt die Kante CF auf der Linie GA 
den Repräsentanten für die nach dem Gelenk gerichtete Componente 
der Muskelkraft bei feststehendem Oberarm aus; entsprechend 
schneidet GU auf der Kante DL den Repräsentanten der drehenden und 
umgekehrt die Kante DL auf GU den für die nach dem Gelenk 
gerichtete Componente bei feststehendem Unterarm ab. Bringt man 
auf den Linien GA, CF, GU und DL Einteilung in Millimeter an, 
so geben , da CG ^ GD = 100 mm ist , die Masszahlen der Abschnitte 
auf diesen vier Linien direct die Grössen der betreffenden Kraftcom- 
ponenten in Procenteu der Muskelkraft an. Die Abschnitte auf CF 
und DL sind gleichzeitig ein Mass für das Drehungsmoment des Muskels ; 
man erhält das letztere in Pror.enten der Muskelkraft, wenn man ent- 
weder die Masszahl des Abschnittes von CF mit der Masszahl der 
Strecke GA (nicht des Abschnitten auf GA) oder die Masszahl des Ab- 
schnittes von DL mit der Masszahl der Strecke GU multiplicirt. 

Wenn GA ;> GU, was für den Supinator longus zutrifft, so erkennt 
man leicht, und kann es am Mechanismus bestätigt finden, dass der 
Abschnitt auf GA immer die Richtung GA selbst besitzt, d. h. dass 
die Componente, welche bei feststehendem Oberarm nach dem Gelenk 
gerichtet ist. stets positiv oder, mit anderen Worten, stets im Sinne 
einer Pressung des Unterarms gegen den festgestellten Oberarm wirkt; 
diese Pressung erleidet ein Minimum, wenn AU X CU. Bei feststehendem 
Unterarm ist dagegen die entsprechende Componente, welche durch 
den Abschnitt auf GU dargestellt ist, durchaus nicht immer positiv. 
Sie erhält den Wert 0, wenn AU X CU und wird sogar negativ, wenn 
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man die Beugung im Ellbogengelenk noch weiter fortsetzt, so dass der 
Winkel Ä.UG stumpf wird; in dieaem letzteren Falle findet nicht mehr 
ein Pressen des Oberarms gegen den festgestellten Unterarm statt, sondern 
es sucht der Muskel den Oberarm vom Unterarm abzuziehen. 

Entsprechende Mechanismen lassen sich fQr jeden Beugemuskel des 
Armes oder irgend eines anderen Gliedersystems construiren. 

(O. Fischer.) 

264 Meohanismus zur Bestimmnng der Trägheitsmomente eines Körper- 
teils filr alle Schwerpnnktsaxen. Von Otto Fischer in Leipzig. 

Bei einer Untersuchung der Trägheitsmomente des menschlichen 
Körpers und seiner Teile'*') hat sich herausgestellt, dass für nahezu 
alle Korperahschnitte das Centraltr&gheitsellipsoid ein Rotationsellipsoid 
ist, dessen Kotationsaxe die grosse Axe der rotirenden Ellipse darstellt 
und mit der Längsaxe des betreffenden Körperteils zusammenfällt« 
Demnach besitzt das Trägheitsmoment in Bezug auf die Längsaxe eines 




C 

Fig. 4. 

Gliedes den kleinsten Wert, während die einander gleichen Trägheits- 
momente lur alle zur Längsaxe senkrechten Schwerpunktsaxen den 
grössten Wert annehmen. Ist der Trägheitsradins für diese letzteren 
Axen a, der fQr die Längsaxe b, so dass also die Trägheitsmomente 
für die zur Längsaxe senkrechten Schwerpunktsaxen den Wert ma* 



*) Diese Arbeit ist jetzt im Druck und wird demnächst erscheinen nnter 
dem Titel: VV. Braune und O. FiHcher, Bestimnmng der Trägheitsmomente des 
menschlichen Körpers und seiner Glieder. Abhandinngen der Konigl. Sachs. 
Gesellschaft der Wissenschafben. 1892. 
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haben, dagegen das för die Längsaxe selbst den Wert nib' (m MasAe 
des Gliedes) , so ist das Trägheitsmoment mx' für irgend eine Axe, 
welche mit der Längsaxe des Gliedes den Winkel 7 bildet 

mx' = ma* sin*Y + ™^^' cos'y . 
Es gilt also für den Trägheit sradins x die Relation 
x* = a' sin'Y + b' cos*y = a* — c* cos*y 1 
wenn a' — b' = c' gesetzt wird. 

Die Grösse x kann man sich lür irgend eine Neigung der Axe zur 
Längsaxe des Gliedes mit Hilfe des in Fig. 4 schematisch dargestellten 
Mechanismus verschaffen. Derselbe besteht aus 9 Streifen aus Metall 
oder dickem Carton AH, HGM, MB, ABC, CD, DME, EF, FG und LMF, 
von denen MB mit einem Kreis um den Mittelpunkt M und LMF zum 
Teil mit einem Schlitz versehen ist. Die Streifen sind iu den Punkten 
A, H, M, B, C, D, E, F und G drehbar verbunden, und zwar treffen 
an den Axen M und F je drei Cartoustreifen , an allen anderen nar 
zwei zusammen. Die Streifen HGM, ABC und DME enthalten je drei 
Drehpunkte, welche genau in gerader Linie liegen, alle andern nur zwei. 

Wenn nun AC = 2a 



AB = BC = HM = DM = a 



a 



HG = GM -= ME = EF = FG = und 

ÄH = BM = CD = c, also gleich Kä*^^'' gemacht 
worden ist, so gibt für jede Stellung des beweglichen Mechanismus die 
Entfernung MF die Grösse des Trägheitsradius x an für diejenige Axe, 
welche mit der Längsaxe des Gliedes den durch die Richtung von MF 
and die zu BM senkrecht« Richtung JMN bestimmten Winkel (in dei 
Figur <J[ LMN) bildet. Dies ist leicht einzusehen: 

Aus der Figur ist ersichtlich, dass BII immer parallel CM bleibt, 
da beide die Gegenseiten eines Vierecks BHMC bilden, in welchem das 
andere Paar Gegenseiten BC und HM gleich und parallel ist. Ferner 
bleibt DB auch stets parallel CM, da die beiden Dreiecke CDM und 
MBC, welche auf derselben Grundlinie stehen , congruent sind, also 
dieselbe Hölie besitzen. Es liegen also D, B und H stets in gerader Linie. 

Da MG = GF = FP: = ME, so ist femer MF die Halbirende des 
Aussenwinkels an der Spitze des gleichschenkligen Dreiecks DHM, 
folglich ist MF parallel der Grundlinie DK dieses Dreiecks und daher 
auch parallel CM. Es liegen also auch C, M und F stets in einer geraden 
Linie, welche der Geraden DBH parallel läuft. 

Der Abstand dieser beiden Parallelen ist BM . sin BML oder, da 
BM = c und BML das Complcment zu dem Winkel ^^ wolcben die 
Richtung von MF mit der Richtung der zu BM senkrechten Geriwlen 
JMN bildet, c . cos y- Man hat nun ferner in HGF ein gleichschenk- 
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liges Dreieck, in welchem die Halbirende des Winkels HGF stets 

parallel MF läuft, da MF selbst Halbirende des zu HGF correspon- 
direnden Winkels GME ist. Daher steht die Grundlinie HF dieses 
Dreiecks stets senkrecht auf MF nnd stellt direct den Abstand der 
l)eiden Pnralleleu DH nnd CF dnr; es ist infolge dessen HF = c . cos y. 
In dem rechtwinkligen Dreieck MFH besitzt aber ausserdem die Hypo- 
tenuse MH die constAnte Länge a, folglich besteht für die Kathete MF 
die Relation 

MF* = a* — c* cos "y . 

Es gibt also MF in der That die Grösse des Trägheitsradius x an. 

Bringt man einen in M drehbaren Masstab an, welcher einen Schlitz 
zur Führung der Axe F besitzt, so kann man an ihm die Länge von x 
für jede beliebige Grösse des Winkels y ablesen, wobei dieser Winkel y 
durch einen die Gerade FM über M hinaus verlängernden Pfeil und 
einen mit BM fest verbundenen Transporteur mit dem Mittelpunkt M 
eingestellt wird. 

Der ausgeführte Mechanismus liefert die Trägheitsradien fär die 
Schwerpnnktsaxen des Oberschenkels; für diesen hatte sich ergeben 
a = 11,22 cm und b = 4,555 cm, woraus folgt c = 10,254 cm. 

Hält man den Cartonstieifen BM des Mechanismus fest und setzt 
den letzteren in Bewegung, so beschreibt der Punkt F eine Curve, 
deren Gleichung in Bezug auf ein Polarcoordinatensystem mit dem 
Mittelpunkt M, der Axe MB' und dem Winkel ^ 

r* = a' — c* sin' ^, 
da 9- das Complenient zu y ist. 

Diese CnrTe ist aber bekanntlich die Fnsspunktcurve der Ellipse 
mit dem Mittelpunkt M, der grossen Halbaxe a nnd der linearen £x- 

centricität c ^^ V^a' —- b', wo b die kleine Halbaxe bedeutet. Der eine 
Brennpunkt dieser Ellipse ist der festgehaltene Punkt B, der andere B' 
liegt auf der Verlängerung von BM. 

Man kann also den beschriebenen Mechanismus gleichzeitig dazu 
verwenden, die Fusspunktcurve einer bestimmten Ellipse zu zeichnen. 
Gibt man sich von vornherein in der Ebene der Zeichnung die Lage 
des Mittelpunktes M und der beiden Ellipsenbrennpunkte B und B' an, 
so braucht man nur einmal den Mechanismus so festzulegen, dass ß 
und M mit den in der Zeichenebeue markirten Punkten B und M zu- 
sammenfallen, ohne dass die Bewegung des Mechanismus gehemmt 
wird, dann zeichnet der Punkt F die rechte Hälfte der Fusspunktcurve. 
Darauf dreht man den ganzen Mechanismus um den immer noch fest 
bleibenden Punkt M um 180* herum bis B mit B' zusammenfUllt und 
bekommt auf diese Weise auch noch die andere Hälfte der Cnrve. 

(O. Fischer.) 
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Zweiter Abschnitt. Mathematische Physik, 

T. Apparate und Modelle zur Veranschauliohung 
der Gesetze der Fortpflanzung von Wellen. 

265 Wellennimschine zur Demonstration der Snperposition yon Wellen 
von Prof. L. Boltzmann, Univ. München, ausgastollt vom Physikalischen 
Institut der Universität Graz. 

Die WeDenmaschine zeigt untereinander drei Reihen vou Kugeln. Die 
Kugeln der obersten Reihe sind rot, die der mittleren gelb, die der untersten 
weiss bemalt. Jede Kugel ist am Ende eines horizontalen Stabes befestigt, 
der um den andern Endpunkt A drehbar ist (s. Figur). Der Stab geht durch 
den verticalen Schlitz eines Messingblechs hindurch, so dass er sich nur 
* in einer verticalen Ebene hin und her bewegen kann. Nahe dem kugel- 
tragenden Ende kann unter der obersten und 
mittleren Reihe d(?r Stäbe je eine Schiene von 

0_^^_______^^^ beliebiger Gestalt hindurchbewegt werden, auf 
\ welcher die Stäbe durch ihr Gewicht aufrulien. 

Dadurch kann in der obersten rt»spe(;tive mit- 

Oi telsten Kugelreiho (der der roten rt»ap. gelben 

\l Kugeln) in bekannter Weise eine wellenähnUche 

^^ » Bewegung erzeugt werden. Jede weisse Kugel 

V^_^ ' dagegen ist mit der darüberliegenden roten und 

gelben Kugel so verbunden, dass ihre Bewegung 
immer die algebraische Summe der Bewegimgen 
der beiden andern Kugeln ist, so dass also die weisse Kugel- 
reihe jedesmal die Superposition der beiden in der roten und gelben 
Kugelreihe erregten Wellen zeigt. 

Dies ist in der folgenden Weise bewirkt: Die beiden Enden einer 
Schnur sind an den oberen resp. mittleren Stab nalie dem kugeltrageuden 
Stabende angeknüpft. Der untere Stab dagegen trägt in der Mitte einen 
Ring, durch welchen die Schnur hindurchgezogen ist (s. Figur). Um 
nun die Interfei*enz zweier gleichgericht^^ter Wellenzüge zu zeigeu, können 
die Schienen fest verbunden werden. — Um die* Interferenz entgegengesetzt 
laufender Wellenzüge (stehende Wellen) zu zeigen, ist an jeder Schiene 
eine Zahnstange befestigt. Zwischen beide Zahnstang(»n kann ein Zahn- 
rad eingeschoben werden, d(\ssen Dn^hung b(*ide im entgegengesetzt«»!! 
Sinne bewegt. 

(L. Boltzmanu.) 
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Zwei Apparate^ um die OI)ertl$ne gezupfter Saiten zu zeigen von 
Prof. L. Boitzmann, München, ausgestellt vom Pbysiiuilisolieii Institut der 
Uuiversitit Graz. 

1. Apparat. Vhw 6 parallele, rechteckige Metallplatten laufen in 
passenden Einschnitten 17 Schnüi-e, deren eines Ende an der hintersten 

Metallplatte festgemacht ist, deren anderes Ende 
je eine Kugel trfigt. Alle Kugelcentra stehen 
ursprünglich in einer horizontalen Geraden. 
Zwischen je zwei Metallplatten können Metall- 
bleche von den aiw der Figur ersichtlichen 
Formen eingesteckt weixlen. Dadurch werden 
die v(*i"8chiedenen Schnüre zwischen die beiden 
Metallplatt<>n vcn-schieden tief hioabgezogen und 
daher die Kugeln so hinaufgezogen, dass ihre 
Centra in eine Curve zu liegen kommen, welche 
die Superposition aller jener Ourven daretellt, 
von den»*n die eingestc^ckten Metallbleche nach 
unten begrenzt werden. Stellen letztere Curven 
die Partialtöne einer in der Mitte, in V« ihrer 
Länge (?tc. gezupften Saite dar, so liegen die 
Centra der Kugeln in einer Curve, welche die 
Gestalt der gezupften Saite selbst darstellt 

2. Apparat. Dei-selbe di(?nt dazu, um nicht bloss die Zerlegung der 
Gestalt der in der Mitte gezupften Saite im ersten Momente ihrer Be- 





wegung, so rid»»ni auch während (l(»s ganz«'n Verlaufes dor Bewegung zu zeigen. 
Die nebenstehende Figur st»«llt bloss jene Bestandteile dar, w**lche in einer 
und derselben veiticalen Ebene liegen, a, b, c sind 3 Stäbe, die so geführt 
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sind, dass sie sich bloss vertical auf und ab bewegen können. Ihre 
unteren Enden ruhen durch das eigene Gewicht auf 3 Walzen, Wi, Wj, 
Wj, während die beiden ersten Stäbe oben je eine Rolle a und ß, der 
dritte dagegen einen Haken f trägt. Am Haken ist eine Schnur befestigt^ 
die zuerst über die fixe Rolle ), dann über die bewegliche ß dann wieder 
über eine fixe Rolle e, dann über die bewegliche Rolle a läuft und am 
Ende eine Kugel x trägt. Wir denken uns nun 17 in dieser Weise ein- 
gerichtete Rollensysteme mit 17 Kugeln x neben einander aufgestellt. 
Die Walze W^ ist für alle 17 Stäbe a ein und dieselbe und von solcher 
Gestalt, dass bei ihrer Umdrehung die 17 Stäbe a dieselbe Bewegung 
machen, wie die Teilchen einer stehenden einfachen Sinuswelle. Diese 
ist an den 17 Rollen a sichtbar. In gleicher Weise kann durch Um- 
drehung der Walze Ws eine einfache Sinusschwingung der Stäbe b, 
durch Umdrehung der Walze Ws eine solche der Stäbe c erzeugt werden. 
Während jedoch auf alle 17 Stäbe a nur eine halbe Welle entfallt, so 
entfallen auf die 17 Stäbe b »/« , auf die 17 Stäbe c V« Wellen. Die 
Rollen ß zeigen also eine Wellenbewegung von 3 mal kleinerer, die Haken 
f eine Wellenbewegung von 5 mal kleinerer Wellenlänge als die Rollen a. 
Femer sind die 3 Walzen so durch Zahnräder verbunden, dass auf eine 
Umdrehung der ersten 3 Umdrehungen der zweiten und 5 Umdrehungen 
der dritten Walze kommen. Endlich sind noch die Amplituden der drei 
Wellengattungen so gewählt, dass sie denen der drei ersten Partialtöne 
einer in der Mitte gezupften Saite entsprechen. Die letzte Amplitude 
ist natürlich verdoppelt Die Kugeln x machen dann annähernd die Be- 
wegungen der Teilchen der Saite selbst. 

(L. Boltsmann.) 

267 ZwOlf Photographien zur Darstollung der von einer abgesehossenen 
Flintenkugel erzeugten Wellenbewegung von C. V. Boys, Royal College 
of sdence. Soutb Kensington Musenm. 

Boschreibung der Photographien. 

No. 10. Schema der von Boys beim Photographiren der Kugeln etc. be- 
nutzten eleküischen Schaltungen. 

„ 11. Allgemeine Ansicht des Laboi-atoriums und der Aufstellung der 
Apparate. 

,, 13, Photographie der Martini-H(nir>'- Kugel. 

., 14. Photographie der Magazine-rifle-Kugel. 

„ 18, Dieselbe in einer Kohlensäure- und Ätherdampfatmosphäre. 

„ 20. Photographie, welche zeigt, dass bei nahezu streifender locidenz 
die Wellen nicht refloctirt werdc^n, sondern sich mit verstärkter 
Intensität vorwärts bewegen. Es ist dies das gleiche Phänomen 
wie bei der „Flüstorgallerio", welc^hes auch l)ei der Ablenkung 
von Kugeln eine Holle spielt, die ganz nahe an einer Wand 
vorbeigehen. 
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No. 22. Photogi-aphio , welche die Verschiede oheit im Verhalten von 
Wellen bei Reflexion unter verschiedenen Einfallswinkeln zeigt. 
Bei aa ist vollkommene Reflexion, bei bb gar keine Reflexion, 
sondern bloss liougong der Wellenfläche nach vorn; cc zeigt 
den Übergang vom ersten zum zweiten Falle. Die Beugung 
der Wollenfläche bei dd ist eine interessante Verauschaulichung 
des Huygens'schen Princips der Wellenfortpflauzung. 
Photographie eines Schusses aus einer Vogelflinte. 
Photographie einer Kugel, die einen Carton und dann eine Glas- 
platte durchbohrt. 

Dasselbe in spätof'en Stadien; zuletzt in etwa 15^ Abstand von 
der Platte. 



■•7 
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268 Beschreibung^ des Chronofraphen von Bashforth, in versehiedenen 
Werken und Abhandln nj^en von Rev. F. Basforth, London. 

Der Chronograph dient speciell zur Bestimmung des Luftwiderstandes 
bei Geschossen. Beigegeben sind Ballistische Tafeln, im Gebrauch der 
britischen Armee, 

269 Beire^liehes Modell der ikensch'schen Liehtbreehnnggconstruction, 

nach Angabe von Prof. Weinhold in Chemnitz, ausgeführt und ausgestellt 
von Mechaniker 6. Lorenz, Chemnitz. 




Ist 00' AB ein Golenkparallolo^ramm, dessen Seite 00' auf einer 

Metallscheibe festgehalten wird und dessen Seite AB einen Schlitz trägt, 

in welchen der freie Endpunkt S* eines um den Punkt drehbaren 

Stäbchens 08' einspielt, dann ergibt sich aus dem veränderlichen Dreieck 

sm s' a' 

OAS', wenn OA = a, OS' = a', dass ' . = ist, also während der 

sm 5 a 

IJ(»wef^ung coii.staut bleibt. Da nun * und e' die Winkel von OA und 

OS' gegen die festgehaltene Parallelogmmmseite 00' sind, so können OA 

und OS' als lüchtungen von einfaUeudem und gebrochenem Strahl ge- 
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deutet werden, wenn 00' das Einfallslot und eine auf der Metallscheibe 
raarkirte zu 00' senkrechte Linie die Grenze der zwei Medien mit dem 



zugehörigen Brechungsindex — repräsentirt. 

a 



(Kleiber.) 



270 Zwei Modelle zur Erläuterung der IJehtbreehuBg, nach Angabe von 
Prof. 0. E. Meyer, Univ. Breslau, verfertigt und ausgestellt von J. Kleinert, 

Mechanicus in Breslau. 

1, Modell gur Eriäuterutig des Gesetzes für die Brechung ebener 
Lkhiweüen. £s stelle in Fig. 1 die Linie FAC die Grenze zweier durch- 
sichtigen Medien dar, deren Brechungsverhältnis n = 1,5 angenommen 
ist. AB bezeichne die Lage der einfallenden Wellenebene, also BAC 
den Einfallswinkel. Die Lage der gebrochenen Welle kann man auf 
folgende Weise zeichnen. Man wählt die Lage von F und C neben A 
so, dass, wenn FA =* b gesetzt wird, FC = n' b ist: man zieht mit 
dem Halbmesser nb einen Kreisbogen um F; dann verlängert man AB 
über A hinaus bis zum Durchschnitt mit dem Kreise und zieht vom 
Durchschnittspunkte £ die gerade Linie £DC nach dem Punkte C. Dann 
gibt DC die Lage der gebrochenen Wollenebene, welche aus der ein- 
fallenden AB entsteht, der Huygens'schen Gonstruction entsprechend au, 
d. h. so, dass die von A auf £0 und von C auf Aß gefällten Lote 
AD und BC im Verhältnisse der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten, also 
von 1 : n stehen. 





Fig. 1. Fig. 2. 

Der Beweis folgt aus der Annahme, dass FA : FE = FE : FC = 
] : n ist; daher sind die Dreiecke BFA und CFE einander 8ymmetris(-h 
ähnlich, folglich EA : EC = FA : FE = 1 : n, also endlich auch 
AI) : BC = 1 : n. 

Hiernach ist das in Fig. 2 gozei«.hneto Modell so eingerichtet, dass 
au einer horizontalen Stange FAC drei andere drehbar angebracht sind 
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die Stange FE trägt in E einen Schieber, in welchem HAß und CE 
frei gleiten. Die Pfeile, welche die Richtung der Fortpflanzung an- 
deuien sollen, wird mau herumdrehen, wenn der Übergang des Lichtes 
aus dem störker brechenden in das schwächer brechende Mittel erklärt 
werden soll. Die Stellung, bei welcher der Ereuzungspunkt E senk- 
recht unter A liegt, also AB vertieal steht, entspricht dem Beginne 
der Totalreflexion. 

2. Modell zur Erläuterung des Brechungsgesetzes in Linsen, Das 

111 

bekannte Gesetz für Convexlinsen — — |- , - = -y lässt sich nach Fig. 3, 





Fig. 3. Fig. 4. 

in welcher AC = a, CB = b sei, in die Foi*m tang a -|- tang ß = consi 
bringen. Wird also bei unveränderter l^age von D der Punkt A ver- 
schoben, so bewegt sich B so, dass der Abstand EG constant bleibt. 




Fig. 6. 



Fig. 6. 
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Hieraach versteht man leicht die Eintichtung des in Figur 5 gezeichneten 
Modells; der Punkt A und die Strecken E(> sind mit gabeirörmigen 
Schiebern beweglich. Für C()ucavlin.sen gilt nach Fig. 4, 

tang a — tang ß = const, also abermals EG = const. 

Das Modell kann in einer etwas anderen Zusammensetzung, welche 

durch Fig. 6 erläutert wird, ebenso auch für diesen Fall gebraucht 

werden. 

(0. E. Meyer.) 

271 Interferenzfläche der Newton'sehen Ringe. Von Prof. Sohncke, München. 

Eine planpai'allele Glasplatte, auf einer Planconvexlinse liegend, gibt 
im Natriumlicht beim Einfallswinkel 54** 44' dunkle Ringe, deren erster 
und zwanzigster^ fünffach vergrössort, dargestellt sind. Alle Ringe sind 
Curven doppelter Krümmung; sie liegen sämtlich auf einer Regelflädie 
dritter Ordnung: ,, Der Interferenzfläche* \ und sind die Schnitte dieser 
Fläche mit coaxialen elliptischen Cylindern, deren Horizontalschnitte 
concentrische Kreise sind. Die Fläche ist unabhängig vom Krümmungs- 
radius der Convexlinse, dagegen abhängig von der Dicke und dem 
Brechungsquotieuten der planparallelen Platte. Sie besitzt eine endliche 
Doppellinie. Projicirt man die Ringe durch Parallele zur Axe des 
Beobachtungsmikroskops auf eine Horizontalebene, so bilden die Projec- 
tionen concentrische Kreise. 

Die in der centralen Einfallsebene gelegenen Ringdurchmessor liegen 
alle auf einer geraden Linie : der Hauptgeraden^ deren Neigung cu gegen 
die Hoiizontale allein vom Einfallswinkel d- abhängt und durch die 
Gleichung bestimmt ist: 

, sin 0- . cos ^ 

1 -|- cos ^ö- 

Diese Durchmesser befolgen das Gesetz der Quadratwurzeln der na- 
türlichen Zahlen und haben alle zum Mittelpunkte denjenigen Punkt P, 
in welchem der Berührungspunkt der Kugel und der planparallelen Platte 
nach der Brechung duich die Platte zu liegen scheint. Die dem Lichte 
zugewandten Hälften der Durchmesser erheben sich über die llorizontah*, 
die lichtfemen Hälften senken sich darunter. 

Richtet man das Mikroskop auf den Punkt P und vei-schiebt es vor- 
wäi*ts längs seiner Axe um eine gewisse, von der Dicke der plan- 
parallelen Platte abhängige Grösse, zieht dann durch den jetzt scharf 
gesehenen Punkt Q eine Quergerade senkrecht zur centralen Einfalis- 
ebene, so trifft diese alle Ringe. Die auf dieser Quergeraden gemessenen 
Querdurchmesser haben alle denselben Mittelpunkt Q und sind den auf 
die Horizontale projicirten, in der centralen Einfallsebene liegenden 
Durchmessern gleich; (hierbei wird durch Parallele zur Mikroskopaxe 
projiwrt.) Die üerade PQ ist die erwähnte Doppellinie; sie heisse Z^. 
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Wählt man als X-Axe des Coordinatensystems die Hauptgerade und 
P als Aufangspunkt, forner die Y-Axe senkrecht zur Eiofallsebene, 
endlich die Z-Axe schief gegen die X-Axe, nämlich in die Doppellinie Z^ 
fallend, also der Mikroskopaxe parallel, so heisst die Gleichung der 
Interferenzfläche : 

= X (x» + y*j sin e- - 2z (x* + y« cos« «•) — 2z y« cos»* 

Vergl. Sohncke und Wangerin : Neue Untersuchungen über die New- 
ton'schen Ringe: Wiedemanns Anualen i^. 1881. S 1 und 201. 

(Sohncke.) 

272 Dieselbe Fllichey dargestellt als RefjrelflAche durch ihre erzengenden 
Geraden. Drahtmodell von Prof. W. Voigt, Univ. Göttingen. 

273 Sphärische and ebene Gl&ser snr Conti*ole der Genanigkeit der 
Krttmmung. Aitsgeführt und ausgestellt von C. A. Steinheil Söhne, 

München. 

1. Sphärische Flächen. 

Zwei Flächen, welche aufeinander p&sseu, so dass die sie trennende 
Luftschichte an allen Stellen gleich dick ist, müshen sphärisch sein, wenn 
diese Eigenschaft bei beliebigem Verschieben der Flächen gegeneinander 
stets erhalten bleibt. 

Ausgestellt sind drei sphärische Flächen, mit circa 60 mm Durch- 
messer, von denen zwei den gleichen Halbmesser + ^^^ — haben und, in 
jeder Lage gegeneinander, die gleiche Farbe der Newton'schen Farben- 
ringe zeigen. Das dritte ist concav mit etwas grösserem Halbmesser 
als die beiden anderen, so dass es mit dem convexen combinirt Newix)n*- 
sche Farbeurioge zeigt, welche gegen den Rand hin immer dickeren 
Luftschichten entsprechen, während sich die Gläser in der Mitte berühren. 

Mit den letztgenannten beiden Gläsern lässt sich die Methode zeigen, 
wie Fraunhofer di(» Probegläser anzuwenden pflegte, indem das nmde Bild 
der Newton'schen Farbenringe durch Neigen der Gläser gegeneinander 
über die Fläche bewegt wurde, wobei es rund bleiben muss, wenn die 
Flächen sphärisch sind. Bei Anwendung des runden Fleckes ist die 
Probe auf sphärisch gegeben, während die genaue Einhaltung des gleichen 
Halbmessei-3 viel sicherer controlirt wird, wenn die Gläser über die ganze 
Fläche nur eine Farbe zeigen. 

2. Planflächen. 

Stellt man drei sphärische Flächen mit unendlich grossem Halbmesser 
(Planflächen) her, so muss jede dieser Flächen auf jede andere gelegt 
eine parallele Luftschichte einschliesson, welche bei regelmässiger Gestalt 
gleich bleibt, wenn man die Flächen beliebig gegeneinander verschiebt. 

Ausgestellt sind drei Plangläser, deren Genauigkeit sich dadurch kenn- 
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zeichnet, dass je 2 aufeinander gelegt von den Newton'schen Farbenringen 
stets nur eine Farbe eines Ringes zeigen. 

Ein Mass für die Empfindlichkeit dieser Probe hat man dadun;h, dass 
schon die Erwärmung einer Obcniläche durch die darüber gehaltene Hand 
genügt., um die Farben bedeutend zu ändern ; indem sich durch diese Er- 
wärmung das obei-e Glas biegt, und die Luftschichte zwischen beiden 
Flächen eine positive Luftlinse bildet, so dass der Abstand der Flächen 
in der Mitte grösser wird als am Kande, an welchem sie sich berühren. 

Von den Gläsern ist nur je eine Fläche genau gearbeitet, die ungenau 
gelassene ist durch eine stärkere Facette gekennzeichnet. 

Die Gläser haben sämtlich einen Durchmesser von ca. 60 mm. 

(A. SteinheU.) 

274 Nenn Wandtafeln fOr den mathematisch-optischen Unterrieht. Zum 

Gebrauche an der Industrieschule Nürnbei-g, entworfen von Rector Fttohtbaaer. 

Diese "Wandtafeln verdanken ihre Entstchimg dem rühmlich bekannton 
Werke: „Darstellende Optik von F, Engel und K. Schellbach,'-* dessen 
schöne imd lehrreiche, aber nur aus nächster Nähe erkennbaren Dar- 
stellungen sie zur Erläuterung vor einem gi*ossen Zuhörc^rkreise verwerten 
wollten. Sie wuixlen im Jahre 1882 zunächst für den Unterricht in der 
Optik an der k. Industrieschule Nürnberg entsvorfon und von Herrn 
Ehrniann,. nunmehr Reallehrer in Kronach, auf sti-aflf gespanntem, 
matt schwarzem Papier mit weissen und farbigen sog. Oelkreidestifton 
gezeichnet und fixirt. 

Die Tafeln umfassen nur einen kleinen Teil der Probleme des bezeich- 
neten Werkes, während sie auch andere für den Unten-icht wichtige Auf- 
gaben der Optik behandeln. In den Constructionen weichen sie vielfach 
wesentli(^h von den Scheühach'^iA\f)\\ ab. Sie tragen auch dem Umstände 
Rwhnung, dass ein durch Spieg(?lung oder Brechung entstandenes BUd 
eines leuchtenden Punktos nicht, wie es in jenem Werke angenommen 
ist, stets in dem Berührungspunkte des mittleren ins Auge gelangenden 
Strahles mit der Brennlinie des l. Punktes zu su(,*hen ist, sondern viel- 
mehr nach der für einige besondere Fälle neuerlich erwiesenen Annahme 
der alten Optiker im Schnittpimkte des mittleren, die Brennlinie be- 
lührenden, Augenstraliles mit der Axe der ßreimlinie. 

Der Inhalt der Wandtafeln ist folgender: 

Taf. 1. Brennlinie eines sphärischen Spiegels, welchen ein leuchtender 
Punkt besti*a}ilt, der zwischen der Spiegelfläche und deren B]*ennpunkt 
liegt 

Taf. 2. Abänderung dieser Brennlinie, wenn der leuchtende Punkt 
einmal im Brennpunkt und dann auf der Oberfläche des Spiegels liegt. 

Taf. 3. Brennlinie für den Fall, dass der leuchtende Punkt zwischen 
dem Brennpunkt und dem Mittelpunkte des Si)iegeLs liegt. — Die Tafel 
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enthält ausserdem das Bild einer dem Spiegel concentnschen kreisförmigen 
leuchtenden Linie, wie es von verschiedenen Stellungen des Auges aus 
erscheint, sowohl für den letzten Fall als für den der Taf. 1. 

Taf. 4. Bronnlinion des sphärischen Spiegels, wenn der leuchtende 
Punkt ausserhalb der Kugelfläche und wenn derselbe in unendlicher 
Feme liegt. — Bild einer kreisförmig gekrümmten leuchtenden Linie für 
den ersteren Fall, 

Taf. 5. Brennlinien von drei unter Wasser befindlichen, in einer ge- 
raden Linie liegenden leuchtenden Punkten, deren Strahlen durch die 
ebene Wasserfläche gebrochen werden. Bild einer leuchtenden Linie, 
welche jene 3 Punkte enthält, für eine gegebene Stellung des Auges. — 
Brennlinien und Bilder, wenn die leuchtenden Punkte in der Luft, das 
Auge aber unter Wasser gedacht wird. 

Taf. 6. Farbenzerstreuung durch ein Schwefelkohlenstoffprisma, das 
von weissen Parallelstrahlen getroffen wird. Erzeugimg eines objectiven 
sog. reinen Spectrums mit Hilfe einer Objectivlinse. — Brennlinien im 
Hauptschuitte eines solchen Prismas, das ein naher leuchtender Punkt 
bestrahlt, für 2 von demselben ausgesendete verschiedenfarbige (rote und 
violette) Strahlenbüschel. 

Taf. 7. Constructiou eines achromatischen Prismas aus Crown- und 
Flintglas. Der Winkel des Crownglasprismas ist zu 60" angenommen, 
derjenige des Flintglases dazu construirt. — Vereinfachte Construction, 
wenn der Winkel des ersteren Prismas ein kleiner ist. 

Taf. 8. Farbenzerstreuung in Prismen mit gerader Durchsicht Es sind 
für zwei Combinationeu, welche aus fünf und aus sieben Crown- und 
Flintglasprismen bestehen, sowohl die Endflächen (die brechenden Winkel 
der inneren Prismen zu 90* angenonmien) als die Farbenzersti*euungen 
für 6 und resp. 3 verachiedenfarbige Strahlen construirt. 

Taf. 9. Zur Theorie des Regenbogens ; zugleich Brennlinie einer 
brechenden Wasserkugel für parallel auffallende Strahlen. — Die Brenn- 
linien sind für rotes Licht, die in beiden Regenbogen wirksamen Strahlen 
für rote, grüne und violette Strahlen construirt. 

Sämtliche BrennUnien, wie auch die Berührungspunkte einzelner 
Strahlen mit denselben sind unter Anwendung verschiedener neuerer, 
zum Teil eigener Methoden mit möglichster Genauigkeit und unter An- 
wendung der natürlichen Yerhältniszahlen construirt, so dass die ge- 
fundenen Winkel stets nur um eine geringe Anzahl von Minuten un- 
richtig sein können. 

Die Bilder leuchtender Linien nach der Annahme von Engel und 
Schellbach sind punktirt, nach der vorerwähnten, wohl in den meisten 
Fällen berechtigton Annahme aber ausgezogen. 

• (Füchtbauer.) 

24 
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275 Vier Modelle aus Carton Aber die Helligl^eitsflliieheii von gegossenem 
Gips bei verflnderllelien ausfallenden Liehtstraiilen und bei den Ein- 
fallswinkeln von bezw. 0, 30, 60, S2^l%\ Nach den Beobachtungs- 
ergebnissen von Prof. Clir. Wiener, techn. Hochsch. Karlsruhe, ausgeführt 
von dessen Assistenten, dem Studirenden C. Tesch, 1892. 

Fällt auf ein Flächenelement von gegossenem Qips Licht unter einem 
bestimmten Einfallswinkel ein, so erscheint dies Element unter ver- 
schiedenen Sehrichtungon verschieden hell. Diese Helligkeiten wurden 
von Chr. Wiener im Jahre 1883 gemessen und die Ergebnisse nach dem 
Gesetze der Stetigkeit ausgeglichen. Trägt man die Helligkeiten auf den 
wechselnden Sehrichtungen oder ausfallenden Strahlen vom Elemente aus 
nach einem unveränderlichen Masstabe auf, so bilden die Endpunkte der 
Strecken die Helligkeitsfläche, welche in den Modellen für die angeführten 
4 Einfallswinkel dargestellt ist, und zwar durch Cartonscheibon nach 
Meridianschnitten, deren Ebenen durch die Flächennomiale gehen, und 
durch Kegel, deren ümdrehungsaxe dieselbe Normale bildet. Nach dem 
lAmbert'schen Gesetze wäre die Helligkeit unabhängig von der Seh- 
richtung und nur mit dem Cosinus des Einfallswinkels e proportional, so 
dass man sie = cos e setzen könnte. Die Helligkeitslläche wäre daher 
nach Lambert eine Halbkugel vom Halbmesser cos e. Auch diese Fläche 
ist zur Vergleichung in denselben Modellen dargestellt. Beide Ober- 
flächen sind durch weisse und schwarze au den Grenzcurven nach innen 
angelegte Färbung unterschieden. Die Modelle zeigen, 

1) dass die wahre Helligkeitsfläche sich der Lambert'schen bei Aus- 
fallswinkeln a von bis 60° ziemlich gut anschliesst ; 

2) dass für a^GO^ die wahre Helligkeit kleiner als die Liambert'sche 
ist, und bei a = 90'* etwa = 0,6 derselben wird; 

3) dass die Helligkeit bei grösseren Einfallswinkeln grösser auf der- 
jenigen Seite der Flächeunormale wird, welche dem einfallenden Strahle 
gegenüberliegt, als auf derselben Seite ; 

4) dass bei Einfallswinkeln e, welche grösser als 45^ sind, eine 
Spiegelung eintritt, welche mit wachsendem Einfallswinkel steigt. Bei 
ft = 75* ist eine deutliche Spiegelung oder ein Glanz bemerkbar, welcher 
die grösste Stärke von 2,2 bei a = 79* erreicht. Bei t = 82 Vj» ist 
die Helligkeit am stärksten und = 5,2 bei a = 85«; bei e = 867* ** 
ist sie am grossten und = 14,4 bei a = 88*; also stets U>i Ausfalls- 
winkeln, die etwas grösser als die Einfallswinkel sind. 

Diese Ergebnisse sind (Mngehc^nd dargestellt in einer Abhandlung von 
Chr. Wiener ^,Über die Zerstreuung des Lichten durch matte Ober- 
flächen^\ enthaltt»n in der Festschrift der technischen Hochschule zu 
Karlsruhe.» zum 40 jährigen Rc'gierungsjubiläura Sr. Königl. Hoheit des 
Grossüerzogs Friedrich von Baden, 1892. 

(Chr. Wiener.) 
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U. Modelle zur Erläuterung der Krystalljstructur. 

276 Glas-Erystall- Modelle, nach den Angaben von Director Schnabel, Ober- 
lehrer Kysäus, Oberlehrer Engstfeld n. a., angefertigt und ausgestellt von 
F. Thomas in Siegen. 

Die Modelle veranschaulichen: A. VoUflächner] B, Halbfiächner und 
Viertdflächner\ bei diesen sind die Flächen der aus feinem Carton oder 
Glas gefertigten holoedrischen Foiin mit den gläsernen der hemiedrischen 
oder tetartoedrischen Form überlegt, so dass die Entstehuog der letzteren 
Formen aus den holoedrischen anschaulich verfolgt werden kann; 
C ConUnnationen ; der aus Carton oder Glas angefertigte KrystaU ist auf 
dor Combi nationsfläche mit Glastafeln bedeckt, die bis zur Vervollständigung 
dos abäüderndeii Krystalls enveitert werden; D. Ztoülingskry stalle; aus 
Glas, mit den Axen, wo es nötig scheint, bei den Hemitropieen zum 
Drehen eingerichtet. 

Die sehr sorgfältig coustruirten Krystallmodelle sind 5 bis 8 Zoll gross, 
so dass sie von einem zahlreichen Auditorium bequem in ihren einzelnen 
Beziehungen betrachtet werden können, enthalten im Innern die Axen 
und Hilfslinien in Gestalt verschieden gefärbter Seidenfäden, die etwa 
nötigen Körper in Gestalt leichter, gefärbter Pappe. Die Kanten sind 
mit feinen Leisten von buntfarbigem Papier eingefasst, die Farben ent- 
sprechen der Symmetrie der Kanten. Die Nummern der Verzeichnisse, 
die wir nachstehend für die ausgestellten Krystalle wiedergeben, sind mit 
roter Ölfarbe auf eine der Glasflächen geschrieben. 

Bezüglich weiterer Angaben, wie auch bez. der Preise der Modelle 
sei auf das Preisverzeichnis der Firma Thomas verwiesen. 

Ausgestellt sind die folgenden Krystallmodelle: 

1. Reguläres (tesserales) System. 

Ä. Voüflächner, (Holoeder.) 

1. Oktaeder. 

2, Würfel (Hexaeder) mit einliegendem Oktaeder. 

3, Rhombendodekaeder (Granatoeder). 

4. Trapezoeder (Leuzitoeder) erster Art. 

8. Achtundvierzigflächner (Hexakisoktaeder). 

B, Halbfläckner. (Hemieder.) 

9, Tetraeder auf Oktaeder. 

12. Pentagondodekaeder auf Pyramiden Würfel. 

15. Gebrochenes Pyramidentetraeder auf 48- Flächner. 

16. Gebrochenes Pentagondodekaeder auf 48-Flächner. 

C Viertdfläckner. (Tetartoeder.) 

17. Tetraedrische Pentagondodekaeder, Dyakisdodekaoder. 

24* 
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E, Zunllinge. 
Durchkreuzungszwillinge. 

65. 2 Rhombendodokaeder durchwachsen. 

66. 2 Teti-aeder durchkreuzt. 

66h, 2 Pc*ntagondodekaeder durchkreuzt. 

2. Quadratisches (zwei- und einaxiges, tetragonales, 

pyramidales) System. 

A. VdUflächner. 

67. Spitzes quadratisches Oktaeder. 

71. Quadratisches Prisma 2. Ordnung mit Oktaeder. 

3. Hexagonales (drei- und einaxiges, rhomboedr isches) 

System. 

A. VdUflächner. 

92. Hexagonalo Doppel-Pyramide der 1. Ordnung. 
94. Hexagonales Prisma 1. Ordnung mit Pyramide. 
96. 12.seitige Doppel-Pyramide. 

• B. ßalbflächner^ 

93. Rhomboeder über Gseitiger Doppel-Pyramide. 

100. Grundrhoniboeder mit dem 1. spitzen und 1. stumpfen Rhombo- 
eder 
104. Scalenoeder über 128eitiger Doppel- Pyramide. 

4. Rhombisches (zwei- und einaxiges, orthotypes) System. 

A. Vollflächner. 

119. Rhombisches Oktaeder. 

120. Gerados rhombisches Prisma mit inliegendem Oktaeder. 

B. Halbflächner. 

122. Rhombisches Tetraeder über rhombischem Oktaeder. 

C. Combinationen. 
124. Combinationen des rhombischen Prismas mit OkJAeder, End- 
flächen, Doma und Seitenflächen (Olivin -Krystall). 

2>. Zunllinge. 

128. Durchkreuzungszwilling von Staurolith. 

129. Zwilling des rhombischen Arsenikkieses. 

6. Monoklinisches (klinorhombisches, monoklinoedrisches, 
zwei- und eingliedriges, hemiorthotypes) System. 

130. Monoklinisches Oktaeder. 

131. Schiefes rectang. Prisma mit eingespanntem Oktaeder. 

6. Triklinisches (klinorhomboidisches, triklinoedrisches, 
zwei- und eingliedriges, anorthot ypes) System. 

138. Triklinisches Oktaeder. 

(Katolog Thomas.) 
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277 Serie TOn Erystalluiodellen, hergestellt in der Glaswarenfabrik Steiger- 
wald Neffe in München, ausgestellt vom Math. Institut der techn. Hoch- 
ecbule Mlinchen. 

Die Modelle, aus geschliffenem Glas, stellen die wichtigsten Formen 
der verschiedenen Krystallsysteme dar. 

278 Unirersalmodell der Raumgitter oder paralielepipedischen Pankt- 
systeme, nebst Sehliissel, nach Angabe von Prof. L Sohncke, techn. 
Hochschule München. 

Das Modell dient zur Erläuterung der Bravaia'schen Theorie der 
Krystallstructur. Es gestattet, die 14 verschiedenen Arten von Raum- 
gittern zur Anschauung zu bringen. Weil jedoch der Einfachheit halber 
bei diesem Exemplar von einer Yeränderbarkeit der Kantenlängen abge- 
sehen ist und nur die Winkel veränderbar sind, so fallen nicht alle 14 Arten 
verschieden aus. Um die Winkel zu verändern, ist jede Ecke mit 
2 Scharniergelenken vei'sehen; durch eines derselben ist es möglich, 
4 parallele, ureprünglich verticale Kanten gegen die Grundfläche zu neigen ; 
doch müssen zuvor alle 4 horizontalen Drehaxen untereinander parallel 
gestellt werden^ was man mittelst des beigegebenen Schlüssels bewerk- 
stelligt. 

Genauer beschrieben in ^^Carls Repertorium für Experimentalphysik'''' 

Bd. 12. 1876. 

(L. Sohncke.) 

279 Modelle der 65 regrelmiUsl^en anendliolieii Punktsysteme zar £r- 
länterangr der Theorie der Erystallstraotar, dargestellt von Professor 
L. Sohncke, techn. Hochschule München. 

Ein Punktsystem heisse regelmässig, wenn die von jedem Sjrstempunkt 
nach allen übrigen Systcmpunkteu gezogenen Linienbündel einander 
deckbar gleich sind. Die Aufsuchung aller überhaupt möglichen regel- 
mässigen unendlichen Punktsysteme ist in dem beiliegenden Werke: 
^^Entuncklung einer Theorie der Krystallstructur"'^ Leipzig, Teubner, 
1879, durchgeführt. Von den dort angegebenen 66 Systemen ist jedoch 
Nr. 13 — als identisch mit Nr. 9 — zu streichen. 

Tabelle der regelmässigen unendlichen Punktsysteme. 

1. Systeme ohne Axen, iTrikline), 

1. Axenloses Raumgitter. 

II A. Systeme mit zweizähligen Hauptaxcn von einer einzigeti Richtung 

(Monokline), 

2. Zweizähligos Säulonsystom. 

3. Zweipunktschraubonsystcm. 

4. System der klinorhombischen Säule. 
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" ' IIB, Systeme mit zweizähligen gleichen Hauptaxen von 2 entgegen- 

gesetzten Richtungen. {Ehombische), 

Gruppe a. 

5. System der rechteckigen Säule. 

6. Zusammengesetztes rechteckiges Zweipunktschraubensystem. 

7. System der Rhombensäule. 

8. Rhombenoktaedersystem. 

Gruppe ß. 

9. Zusammengesetztes rhombisches Zweipunktschraubensystem. 

10. System des Oblongoktaeders. 

11. Rhombisches Gegenschraubensystem. 

Gruppe Y- 

12. Abwechselndes rechteckiges Zweipunktschraubensystem erster All. 

Gruppe h. 
14. Dsgl. zweiter Art. 

III A, Systeme mit dreizähligen Hauptaxen von einef' einzigen Richtung. 

(Rhomboedrische). 

Iß T' t I ^reipunktsohraubensystem. 

17. Dreiseitiges Säulensystem. 

18. Rhomboedersystem. 

HIB. Systeme mit dreizähligen gleichen Hauptaxen von 2 entgegen- 
gesetzten Richtungen. (Rhomboedrische). 

Gruppe a. 
' . , 1 zusammengesetztes Dreipunktschraubensystem. 

21. Zusammengesetztes dreiseitiges Säulensystem. 

22. Zusammengesetztes Rhomboedersystem. 

Gruppe p. 

OA* T* V I a^wöchselndes Dreipunktschraubensystem. 
^tK. juinjkes ' 

25. Abwechselndes dreiseitiges Säulensystem. 



I Vierpunktschraubensystem. 



IVA. Systeme mit vierzähligen Hauptaxen von einer einzigen Richtung. 

[Quadratische). 

26. Rechtes 

27. Linkes 

28. Vierzähliges Gegenschraubensystem. 

29. Zweigängiges Vierpunktschraubensystem. 

30. Quadratsäulensystera. 

3 1 . Quadratoktaedersystem. 
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IVB. Systeme mit vierzähligen gleii^ien Hauptaxen von 2 entgegen- 
gesetzten Richtungen, {Quadratische.) 

Gruppe a. 
•4ft T • t I zusammongesetztes Vierpunktschraubensystem. 

34. Vierzähliges zusammengesetztes Gegensohraubensystem. 

35. Zweigängiges zusammengesetztes Vierpunktschraubensystem. 

36. Zusammengesetztes Quadratsäulensystem. 

37. Zusammengesetztes Quadratoktaedersystem. 

Gruppe p. 
' I abwechselndes Vierpunktschraubensystem. 

40. Abwechselndes zweigfingiges Vierpunktschraubensystem. 

41. Abwechselndes Quadratsäulensystem. 

V A. Systeme mit sechszöMigen Hauptaxen von einer einzigen Richtung. 

(Hexagonale). 



I Sechspunktschraubensystem. 



42. Rechtes 

43. Linkes 

-' , [ zweigängiges Sechspunktschraubensystem. 

46. Dreigängiges Sechspunktschraubensystem. 

47. Hexagonalsäulensystem. 



I zusammengesetztes Sechspunktschraubensystem. 



V B. Systeme mit sechszähligen gleichen Hauptaxen von 2 entgegen- 
gesetzten Riditungen. {Hexagonale.) 

48. Rechtes 

49. linkes 

50. Rechtes 1 zweigängiges zusammengesetztes Sochspunktschrauben- 

51. Linkes I sysfem. 

52. Dreigängiges zusammengesetztes Sechspunktschraubensystem. 

53. Zusammengesetztos Hexagonalsäulensystem. 

VI. Systeme mit dreizähligen Hauptaxen von mehr als 2 Richtungen. 

{Reguläre.) 

54. Cubisches 

55. Oktaedrisches Zwölfpunktersystem, 

56. Rhombendodekaedrisches 

57. Reguläres zusammengesetztes Zweipunktschraubensystem. 

58. Reguläres abwechselndes Zweipunktschraubensystem. 

VII. Systeme mit vierzähligen Rauptaxen von mehr als 2 Richtungen. 

(Reguläre.) 

59. Cubisches \ 

60. Oktaedrisches > Vieruudzwanzigpunktersystem. 

61. Rliombendodekaedrisches ' 
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62. Begoläres Gegenschraubensystem erster Art. 

63. Reguläres Gegenschraubensystem zweiter Art. 

64. Reguläres zweigängiges Vierpunktschraubensystem. 

fifi T" t I ^®^*^^®s Vierpunktschraubensystem. 

In den Modellen sind die die Punkte darstellenden Wachsperlen an 
Stricknadeln befestigt. Nicht jedes einzelne Punktsystem erfordert ein 
ganz eigenes Modell ; sondern wegen der natürlichen Zusammengehörigkeit 
der Systeme zu engeren Gruppen ist es meistens möglich, die Systeme 
einer Gruppe an einem und demselben Eauptmodell zur Darstellung zu 
bringen; man hat an diesem nur leichte Veränderungen vorzunehmen, 
um die verschiedenen Systeme der Gruppe hervorzurufen. Nur bei den 
Systemen der Abteilungen VI und VII erfordert meist jedes System sein 
eigenes Modell. Für die Gesamtheit solcher Systeme ^ deren Prqjection 
auf eine Hauptebene dieselbe Figur giebt, bedarf es immer nur eines 
Hauptmodeüs. Also gibt es für die Systeme, welche nicht den Ab- 
teilungen VI und VII angehören, 14 HaupimodeUe , entsprechend den 
14 Abteüungen I, II A, H B a, ß, y, 8, IE A, IE B a, ß, IV A, IV B a, ß, 
VA, VB. Bei jedem Hauptmodell muss nun dafür gesorgt sein, dass 
sich die Wachsperlen in verschiedene Höhe über die Projectionsebene 
stellen lassen. Dazu bedarf es einer Geradführung für die perlen- 
tragenden Stricknadeln, sowie geeigneter Untersätze unterhalb der 
Projectionsfigur , um die Nadeln in der richtigen Höhe stehend zu er- 
halten. Zur Erreichung des ersteren Zweckes dienen zwei im Abstände 
von etwa 2 cm befindliche gleichgrosse parallele Brettchen , die in con- 
gruenter Weise mit Löchern (von hinreichender Weite, um die Nadeln 
leicht durchgehen zu lassen) durchbohrt sind. Die Löcher jedes Brettchens 
sind angeordnet wie die Punkte der betreffenden Projectionsfigur. Beide 
Brettchen sind vermittelst zweier, an jeder Seite zwischen ihnen liegender 
Leisten mit einander verbunden. Bei Horizontalstellung der Brettchen 
liegt je ein Loch des oberen Brettchens senkrecht über einem Loch des 
unteren; durch jedes solche Lochpaar ist immer eine Nadel gesteckt. 
Jede Nadel trägt 2 Perlen, deren Abstand gleich der kleinsten zur Haupt- 
axe parallelen Deckschiebung X ist. — Das Brettchenpaar mit den sämt- 
lichen, perlenbesetzten Nadeln bildet ein Eauptmodell] es liegt auf 
2 Leisten, die innen an zwei Seitenwänden eines vorn und oben offenen 
Kästchens angebracht sind. — Um nun die Perlen in eine gewisse ver- 
langte Höhe stellen zu können, dient jedesmal ein Untersatz, bestehend 
aus Holzklötzchen, die in passender Grösse und Anordnung auf einem 
Brett befestigt sind. Um ihn unterstellen zu können, hebt man zunächst 
— unter Festhaltung des Brettchenpaares — alle Nadeln des Haupt- 
modolls vermittelst eines untergeschobenen glatten Brettchens in die Höhe, 
setzt darauf den betreffenden Untei*satz in das Kästchen ein und zieht 
das imtergeschobene glatte Brettchen weg. Dann fallen die einzelnen 
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Stricknadeln aaf die Klötzchen des Untersatzes und die Perlen stehen in 
den verlangten Höhen. — Für 2 solche Hauptmodelle, welche in gleicher 
Anordnung n-ecken, resp. 2n-ecken tragen, (entsprechend Systemen 
mit n-zähliger Hauptaxe von einer Richtung, resp. mit ineinander- 
fallenden n-zähligen Hauptaxen von 2 entgegengesetzten Richtungen) hat 
man natürlich nur eine und dieselbe Reihe von Untersätzen nötig. Hier- 
von bin ich nur bei dem Hauptmodell der beiden hexagonaleii Gruppen 
VA und VB abgewichen, um die Systeme der letzten Abteilung nicht 
zu sehr zu überladen. 

Die meisten Modelle für die Systeme der Abteilungen VI und VII 
bestehen aus 3 unter rechten Winkeln zu einer körperlichen Ecke zu- 
sammengefügten Brettchen, jedes mit perlontragenden Nadeln besetzt. 
So sieht man unmittelbar, wie jedes dieser Systeme aus 3, nach den 
3 Dimensionen durcheinander gesteckten Teilsystemen besteht. Das 
Modell Vn. 64 des regulären zweigängigen Vierpunktschraubensystems 
ist so eingerichtet, dass eines der 3 Teilsysteme leicht aus den 2 anderen, 
fest verbunden bleibenden, herausgenommen werden kann. — Für die 
Systeme, welche aus Zwölfpunktern resp. aus Vierundzwanzigpunktern 
bestehend angesehen werden können, habe ich nur das Modell eines 

12-punkters und eines 24-punkters hergestellt 

(L. Sohncke.) 

280 Fflnf Modelle von Cbergangsformen zwisehen einer eubisehen und 
einer hexagonaien (tetraedrisehen) Einteilung des Raumes, von Prof. 
A. Herschei, Observatory House, Slough, Buck's, England. 



V. Modelle zur Veransohaulichung der optischen, 
elastischen und elektrischen Eigenschaften 

der Krystalle. 

281 Modelle für die Wellenfläehen optisch ein- bez. zweiaxiger Krystalle. 

Hergestellt (1880 und 1885) auf Veranlassung von Prof. A. Brill, Univ. 
Tübingen, und von Rector Bölclen (Reutlingen). Verlag L. Briii, Darm- 
stadt. 

Specialkatalog 168—162 (pag. 13, 21 und S7). 

158. Weüenfläche für optisch einaxige Krystalle mit negativer Doppel- 
brechung, Das Axenverhältnis ist ungefähr das des Ealkspathes. 

1G9. Dasselbe für optisch einaxige KrystaUe mit positiver Doppel- 
brechung. Das Axenverhältnis entspricht ungefähr dem des Zinnobers. 
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160, Fremd' sehe Weüenfläche für optisch eweiaxige KrystaUe, 

161, EüipsM hierzu. 





162, Wellenfläche für optisch zweiaxige Krystalle in einzelnen 
Octantcn, Dieses Modell und zugehörige Ei*läuterung von Roctor Bohlen 
in Reutlingen, die übrigen auf Veranlassung von Prof. A, Brill im math. 
Institut der techn. Hochschule München gefeitigt. 

282 Modell der Wellengreschwindigrkeitsfläche von Rector BSklen in Reut- 
lingen. Math. Seminar der Univ. Tübingen. 

Bezeichnet man die 3 Hauptbrechungscoefficienten eines zweiaxigen 

Krystalls mit — , -r- , — , so ist 

a D c 

1) a*x« + b«y' + c«z« = 1 

die Gleichung des Polarisations-EUipsoids ; errichtet man im Mittelpunkt 
eines Centralschnitts desselben ein Lot und trägt darauf 2 Strecken 
ON = p und On = p' ab gleich den reciproken "Werten der Halbaxen 
des Centralschnitts, so liegen die Punkte N und n auf der Wellen- 
geschwindigkeitsfläche (oder der Fusspunktfläche der Wellenfläche), deren 
Gleichung 

2) ^a* + p?b* + ^« = « (f = -' + y' + ^') ««■ 

Betrachtet man in 2. p als constant, so stellt diese Gleichung ein 
System von confocalen Kegeln vor, deren Focallinien die wahren optischen 
Axen sind. Sie schneiden sich gegenseitig rechtwinklig; zwei Paare der- 
selben schneiden aus einem Mantel der Wellengeschwindigkeitsfläche ein 
Viereck aus, in welchem die Entfernungen von je 2 Gegenecken einander 
gleich sind. 

Mittelst dieses Satzes lässt sich, wenn das Modell der Fläche durch 
Schablonen hergestellt ist, jeder Punkt einer solchen Durchschnittsourve 
als Durchschnitt von zwei, auf dem Modell selbst gezeichneten Kreis- 
bögen angeben, indem man von dem speciellen Viereck ausgeht, welches 
in den drei Hauptebenen enthalten ist. 

Da die "Wellongeschinindigkeitsfläche zugleich die int^erse Fläche einer 
zweiten "Wellenfläche ist, welche von dem Folarisationsellipsoid abgeleitet 
ist, so entsprechen den 4 Krcison auf dem äusseren Mantel der letzteren 
4 Kreise auf dem inneren Mantel der ersten, und den von Mannheim 
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angegebenen 8 Kreis- (Nabel-) Punkten der letzteren ebenso viele der 
ersten. (Schlömilch 1879 n. s. f.) 

Die Wellengeschwindigkeitsfläche hat auch in der Mechanik eine Be- 
deutung nach dem von mir (Grelle Bd. 93 und Schlömilch 1883) ver- 
öffentlichten Satz: ,,Alle äusseren Aufhängpunkto für i^oc^rotte Schwing- 
ungen eines Körpers liegen auf oder zwischen den beiden Mänteln einer 
Flache J, welche von einer "Wellengeschwindigkeitsfläche durch Ver- 
längerung ihrer Eadien um die halbe Länge des isochronen einfachen 
Pendels abgeleitet ist. Alle Axen für isochrone Schwingungen gehen 
zwischen den beiden Mänteln der Grenzfläche J hindurch. 

{0. Böklen.) 

283 Krjstallographlsche Axen-Modelle. Nach Angabe von Prof. F. Groth, 
Univ. München, verfertigt und ausgestellt von B0hin & Wiedemann, München. 

Die Krystallflächen werden bestimmt durch ihre Parameter auf drei 
Axen, welche in den verschiedenen Krystallsystemen verschiedene Richtung 
und Bedeutung haben. Ist eine Axe zugleich Symmetrieaxe, so wird sie 
durch einen Messingstab dargestellt, — ist sie nur eine beliebige Kante 
des Krystalls, so wird sie durch einen schwarzen Metallstab repräsentirt. 
Diese Stäbe sind in Punkten, welche um rationale Teile der ganzen Länge 
(74, V») Vi n. 8. f.) von ihrer Mitte abstehen, durchbohrt, und durch 
diese Bohrungen farbige Fäden gezogen, so dass jede Krystallfläche durch 
ihre drei Tracen auf den Axenebenen zur Darstellung gebracht werden 
kann. Die Flächen der Grundform sind durch weisse Fäden bezeichnet, 
diejenigen der abgeleiteten Formen durch rote, grüne und gelbe. 

1. Triklines Krystallsystem : drei zu einander schiefwinkelige Axen 
(beliebige Krystallkanten). 

a) Hemiedrisch-triklin (weinsaures Strontium) : nur einzelne Flächen mit 
rationalen Indices. 

b) Holoedrisch (Axinit) : zu jeder Fläche ist auch die parallele Gegen- 
fläche vorhanden. 

2. MonokUnes Krystallsystem (Feldspath) : zwei zu einander schief- 
winkelige Axen (beliebige Krystallkanten in der Symmetrieebene), zu 
beiden senkrecht eine Symmetrieaxe. 

3. Bhombisches Krystallsystem (Thonardit): drei zu einander recht- 
winkelige, ungleichwertige Symmetrieaxen. 

4. Tetragonales KrystaUsystem (Anatas) : eine vierzähüge Symmetrie- 
axe (Hauptaxe), zwei zu einander und zu jener senkrechte, gleichwertige, 
zweizählige Symmetrieaxen (Nebenaxen). 

5. Hexaganales KrystaUsystem, 

a) Rhomboedrische Abteilung (Kalkspath): drei zu einander gleich 
geneigte, gleichwertige Axen (Kanten des Oinindrhombooders) ; ausserdem 
ist die dreizählige Symmetrieaxe (Hauptaxe) dargestellt 
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b) Hexagonale Abteilung (Beryll): eine secliBzählige Symmetrieaxe 
(Hauptaxe), drei dazu senkrechte , gleichwertige, einander unter 60® 
schneidende, zweizähligo Symmetrieaxen. 

6. Reguläres Krystaüsystem: drei auf einander senkrechte, gleich- 
wertige Axen. Da hier die Zahl der Flächen einer vollständigen Form ihr 
Maximum erreicht, nämlich 48, so ist von einer solchen, dem Hexakis- 
Oktaeder (321) mit den Parametern 1 : | : ) , nur die in einem Octanten 
liegende Gruppe von 6 Flächen dargestellt (mit gelben Fäden), während 
in anderen Octanten die 24 -Flächner mit roten resp. grünen Fäden be- 
zeichnet sind. ^ Q^^^ 

284 Modell zur Erläuterang der sphttrischen Projection eines Krjstalls. 

Nach Angabe von Prof. P. Groth, Univ. München, verfertigt und ausgestellt 

von Böhm & Wiedemann, München. 

Die Mitte nimmt das Holzmodell eines triklin-hemiedrischen Krystalls 
(allgemeinster Fall) von rechtsweinsaurem Strontium (s. Axenmodell la) 
ein; durch dessen Centrum gehen Messingstäbe, welche die Normalen zu 
allen Flächen daistellen, bis an die Oberfläche einer Kugel und be- 
stimmen dort die durch schwarze Scheiben bezeichneten „Pole^^ der 
Krystallflächen. Die Pole aller Flächen, welche am Kry stall einander in 
parallelen Kanten sehneiden (eine sogenannte „Zone^^ bilden), liegen auf 
einem grössten Kreise der Kugel. Diese grössten Kreise sind für alle 
wichtigen Zonen in Messing dargestellt. Dieselben schneiden einander 
in den Polen deijenigen Flächen, welche mehreren Zonen zugleich an- 
gehören und durch zwei derselben bestimmt sind. Der zwischen zwei 
Polen befindliche Bogen des betreffenden gi'össten Kreises ist gleich dem 
Winkel der beiden zugehörigen Krystallflächen. Die drei zwischen den 
Polen dreier, nicht einer Zone angehöriger, Flächen liegenden Bögen sind 
die Seiten des bei der Berechnung der Flächen dienenden sphärischen 
Dreiecks. 

Das Modell lässt also alle bei der Berechnung eines Krystalls zu be- 
rücksichtigenden Zonenverhältnisse .und sphärischen Dreiecke mit einem 
Blicke übersehen. ^p ^^^^^ 

286 Modelle zur Erygtalloptik« Nach Angabe von Prof. P. Groth, Univ. 
München, verfertigt und ausgestellt von Böhm & Wiedemann, München. 

1. Wellenfläche eines positiven einaxigen Kty Stalls, dargestellt durch 
Meridiancurven in Messing. 

2. Weüenfläche eines negativen einaxigen Krystalls in gleicher Dar- 
stellung. 

3. Wellenfläche (Strahlenfläche) eines zweiaxigen Krystalls, dargestellt 
durch Curvon in Messing, welche zu den drei Hauptschnitten symmetrisch 
und so angeordnet sind, dass sie die Dui'chdringung der beiden Schalen 
der Fläche an den Nabel punkten zeigen. 
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Die Modelle 4, 5 und 6 sollen die Dispersion der optischen Mittel- 
linien und Axen für verschiedene Farben im triklinen und monoklinon 
Krystallsystem illustriren. Für drei Farben sind, entsprechend colorirt, 
die drei Hauptschwingungsrichtungen, die Durchschnittscurven der Wellen- 
fläche mit den drei Hauptschnitten und die beiden (secundäreu) optischen 
Axen und zwar so dargestellt, dass die Radien der Wellenflächen der 
verschiedenen Farben sich verhalten, wie die Wellenlängen. Es würde 
daher die Ausbreitung weissen Lichtes vom Mittelpunkte des Modells 
aus so stattfinden, dass die Strahlen einer jeden Farbe nach Ablauf einer 
Schwingungsdauer je auf den entsprechend colorirten Curven in den 
Hauptschnitten angelangt wären. 

4. Dispersion des triklinen Krystaüsystems. Alle drei Haupt- 
schwingungsrichtungen der verschiedenen Farben sind gegeneinander ge- 
neigt und die Grösse wie die Richtung dieser Dispersion ist an denselben 
eine ungleiche. Dem entsprechend liegen die optischen Axen für ver- 
schiedene Farben in verschiedenen Ebenen und gegen einander völlig 
unsymmetrisch orientirt. 

5. Geneigte Dispersion des monoklinen Kry Stallsystems, Die Axe 
der mittleren optischen Elasticität fällt für alle Farben mit der Symmetrie- 
axe zusammen und ist daher weiss bezeichnet. Die optischen Axen 
liegen für sämtliche Farben in der dazu senkrechten Symmetrieebene, 
sind aber hier entgegengesetzt dispergirt, wegen der ungleichen Neigung 
der Mittellinien zu den Erystallaxen. 

6. Horizontale und gekreuzte Dispersion des monoklinen KrystalU 
Systems. Es fällt nur die eine der beiden Mittellinien der optischen Axen 
in die Symmetrieebeno, die andere in die Symmetrieaxo (wie bei 5 weiss 
bezeichnet). Wegen der Dispersion der ersteron sind die Ebenen der 
optischen Axen für verschiedene Farben zwar sämtlich rechtwinkelig zur 
Symmetrieebene, aber ungleich gegen die Krystallaxen geneigt; in Folge 
dessen zeigen die Krystalle horizontale Dispersion der optischen Axen 
um die in der Symmetrieebeno liegenden Mittellinien, gekreuzte Dispei*sion 
um die Symmetrieaxo. 

(P. Groth.) 

Preise der acht krystaüographischen ÄxenmodeUe (kleines Format auf 
Holzstativen) zusammen A 95, einzeln je iL 12; grosses Format, auf 
eisernen Stativen iL 130, einzeln je iL 17. 

Modell zur Erläuterung der sphärischeti Prqjection eines Krystaüs 
in kleinem Format iL 60, in grossem Foimat iL 80. 

Modell der Wellenflädie eines positiven hezw, eines negativen ein- 
axigen Krystalls, kleines Format je iL 12.50, grosses Format je iL 25. 

Wellenfläche eines zwciaxigen Kry Stalls ^ kleines Format iL 48, 
grosses Format iL 70. 

Drei Modelle zur Dispersion, kleines Format je iL 45, grosses 
Format je iL 60. 
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286 Modelle optlseher Elastieltätsfltteiien, entepreehend den 8 Modellen 
der Wellenfläohen (s. o.), in hartem Holze, poUrt, zum Auseinander- 
nehmen. Nach Angabe von Prof. P. Groth, Univ. München, verfertigt und 
ausgestellt von Drechslermeister Jo8. Endres, München, Fürstenstr. 23. 

1. Elastidiätsfläche eines positiven einaxigen Krystalls : Rotations- 
ellipsoid mit schiefem Schnitt. 

2. Die eines negativen Krystalls: ebenso. 

3. Die eines zweiaxigen Krystalls: dreiaxiges Ellipsoid zum Aus- 
einaodornehmen a) nach einem Ereisschuitte , b) nach einem schiefen 
Schnitte, mit Angabe der grossen und klejnen Axe der Schnitteilipse. 

Preis (incliis. 3 gedrehten Stativen) JL 80. 

287 yier Flttohenmodelle zur Darstellnn; der elastischen Dehnnngrs- 
coe'fAcienten nach Prof. Voigt, Director des mathematisch-phyeikallschen 
Instituts der Univ. Göttingen. 

Bezeichnen X», Yy, Z,, Y,, Z», Xj die in einem elastischen Körper 
wirkenden Druokcomponeoten, Xx, », Zt, y>, z,, x, die sie begleitenden 
Deformationsgrössen, so ist das elastische Potential der Yohimeneinheit 
F gegeben durch 

2 F = Cii Xx' + 2ci2 Xx yy + ^^n xx Zz + 20^4 xxy« + . . 
(1) +C22yy«.j-2c23yyz« 

"r ■ • • > 
oder 

+ 2P = SuXx' + 2si2XxYy-f 28i3XxZx +28uXiY«+... 

(2) + SaYy« +28„YyZ«-h... 

— I « • . • 

Die Grössen Chk heissen die EUisticitätsconstanten^ die Sbk die Elasticitäts- 
moduln der Substanz; ihre Anzahl ist im allgemeinen Falle eines 
triklinen Krystalles 21 und specialisirt sich für diejenigen Krystallgruppen, 
welche Symmetrieelemente besitzen. Zwischen den Druckkräften und 
Deformationsgrössen bestehen die Beziehungen 

"■-^^^d^'^^^-d^^ ••• 

^^•"dx;' ^^dYy' "•• 

Befindet sich ein Stück eines Krystalles nur unter der Wirkung 
äusserer Druckkräfte, deren Componenten, auf die Flächeneinheit bezogen, 
X, Y, Z sein mögen, so ist zum Gleichgewicht erforderlich, dass 
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dXx . dXy , dXz 



<>=T + l^ + 



dz ' 



(*> " dx ^ dv + dz ' 

^ dZx , dZy , dZ« 



dx dy dz ' 

= X + Xx cos (d, x) -|- Xy cos (n, y) + Xz cos (n, z), 

(5) =T +'Yx cos (d, x) +Ty cos (n, y) + Yz cos (n, z), 
= Z 4- Zx cos (n, x) -|- Zy cos (n, y) + Zz cos (n, z), 

worin n dio äussere Normale auf dem OberflächenelemeDt bezeichnet 

Im Falle, dass das krystallinische Stück ein Oy linder von beliebigem 
Querschnitt ist, dessen Axe durch dio Richtungscosinus a, ß, y g^g^Q cii^ 
Coordinatenaxen bestimmt werden mag, genügt man bei alleiniger Ein- 
wirkung einer constanten Dru(;kkraft p gegen die Einheit der Gnindflächen 
diesen Bedingungen, indem man setzt: 

(6) Xx = pa«, Yy = p^«, Z, = Pf», Yz = pßf , Zx = PT«, Xy = pa?. 
Hierans folgt dann das System der Deformationsgrössen : 

— Xx = p (Sil a« 4- Si. ß« + Si3 Y* + St4 ßt + Si& T« + Sie aß), 

(7) — yy = P (S21 a* -H S22 P' + S23 t' + 834 ßT + »20 T« + 886 »ß), 



Die lineare Dilatation X in einer beliebigen, durch a', ß', ^ gegebenen 
Richtung ist allgemein bestimmt durch 

X = Xx«'« + yy ß" + Zzy" + 2y,ß'T' + 2zxr «' + 2xya'ß' 
und ihre Grosse längs der Cylinderaxe ist im vorliegenden Falle 

X = -p(Siia* + 28i2a*ß« + 2si3aV + 2sua*ßY + 2si^aV + 2siea«aß 

+ so^ß* +2s,3ßV-r. . . 

(8) + 833T* + . • • 

). 

Der Coöfficient von — p heisst der elastische Dehnungscoefficient (E) des 
l)eti*achteten Krystalles in der Richtung dor Cylinderaxe a, ß, y und kann 
wegen des nalien Zusammenhanges mit dem "Werte (2) des elastischen 
Potentiales als l)esonders geeignet gelten, das elastische Verhalten eines 
Krystalles zu charaktcrisiren. Allerdings loist»»t er dies nicht vollständig, 
da er die im Allgemeinen 21 Elasticitatsmoduln nur in 15 unabhängigen 
Combinationen enthält. Das Gesetz des l)chnungseoefficient<m wii"d ver- 
anschaulicht, indem man scünc Gnisse als Ijänge auf der Richtung auf- 
trägt, auf welche er sich bezieht; dio so erhaltenen Flächen sind durch 
die Modelle für vier besonders interessante Fälle wiedergegeben. 
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Für die Krystalle des regulären Systemes sind, falls man die Coordi- 
natenaxeu in die Axen der Krystallformen legt, alle Modcdn- gleich Nnll, 
bis auf 

Sil = »22 = 833, S23 = 831 != S12, 

844 = S55 = 8^3. 
Hiernach wird hier 

.ON E = sii(«* + ß* + T*) + (844 + 2si2) (ß^« + t'«' + «'ß") 

W =812 + 4 S44 + (Sil - S12 - J 844) («* + ß* + T*). 

Der Verlauf dieser Function bei Flusspath ist durch das erste Modell 
wiedergegeben. 

Für die Krystalle der holoedrischen Gruppe des hexagonalen Systems 
und die ihnen elastisch gleichwertigen bleiben, falls die Z-Axe zur Haupt- 
axe gewählt wird, von allen Moduln Shk nur die folgenden: 

Sil = S22J S33, S23 = S31, Si2, S44 = 855, S33 = 2 (Sil S12). 

In Folge dessen gilt hier 

(10) E = Sil (1 -T*)" + S33T* + (S44 + 2si3) t' (l -T*). 

Den Verlauf dieser Function bei BeryU stellt das zioeite Modell dar. 

Für die rhomboedrisch-hemiedrische Chruppe und die ihr elastisch 
gleichwertigen kommen, falls die X-Axe als zweizählige Symmetrieaxe ge- 
wählt wird, zu den vorigen Moduln noch hinzu: 

814 = — 824 = ^853 ; 
in Folge hiervon gilt jetzt 

(ll)E = Sii(l-Y")" + 833T* + (su + -2si3)TVl-T')+2si4ßT(3a'-ß'). 

Das dritte Modell gibt den Verlauf dieser Function für den trapezoedi'isch- 
tetartoedrischen BergkrystaU. 

Bei allen rhombischen Krystaüen sind, falls die Oordinatenaxen mit 
Krystallaxen zusammenfallen, Sn, S23, S33, S44, S55, S33, 823, S31, s^g von 
Null und von einander verschieden; es wird demgemäss 

(12) E = Sua* + S22ß* + S38T*+(Su + 2823)ßV + (S56 + 283i)A' 

+ (Se6 + 28ia)a*ß*. 

Für Baryt stellt das vierte Modell den Verlauf dieser Grösse dar*). 

(Voigt) 

288 Fttnf Modelle piezoelektrischer Flftohen» nach ProfP. Riecke und Voigt, 
Directoren des physikalischen Instituts der Univ. Göttingen. 

Elastische oder thermische Deformationen haben erfahrungsgemäss in 
isolirenden Krystallen von denjenigen Gruppen, welche kein Symmetrie- 
centrum besitzen, dielektrische Polarisationen zur Folge, und man erhält 



*) Das erste, dritte und vierte Modell ist nach den ßeobachtungsresultaten 
von W, Voigt von Prof. Finsterwalder in München angefertigt. 
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eine mit der Beobachtmig vollkommen übereinstimmende Darstellung der 
bezüglichen Erscheinaogen , wenn man die dielektrischen Momente der 
Volumeneinheit a, b, c linearen Functionen der Deformationsgrössen Xx, 
yy? z«» y«? zx, xy gleich setzt 
In dem Ansatz 

a = «11 xx + «12 yy + «13 z« + Ha y« + «15 zx + «le ^^y, 

(13) b = 621 Xx + 622 yy + «23 Zz + «24 y« + «25 Zx + «26 ^y^ 
C = 831 Xx + «92 yy + «33 Z« + ^uYz + 635 Zx + 836Xy 

heissen die Coefficienten 6hk die piezoelektrischen Constanten der Subsinnz. 
Benutzt man die in (3) enthaltenen Beziehungen zwischen Deforma- 
tionen und Drucken, so kann man hierfür auch schreiben 

— a = 8iiXx + ^12^7 + S^Zx + ^uYz + SißZx + ^16 Xy, 

(14) — b = 821 Xx 4" ^22 ^y "t" ^23 2z + ^24 Y* "t" ^26 Zx + ^26 ^li 

— C = 8gi Xx + ^82 Yy 4- 833 Zi + 854 Yz "1" ^35 ^X + 835 Xy; 

die CoefQcienten Shki welche sich leicht durch die piezoelektrischen Con- 
stanten 6hk und die Elasticitätsmoduln Shk ausdrücken, heissen die pi&io- 
dektrischen Modtdn der Substanz. 

Aus a, b, c bestinmit sich das dielektrische Moment m nach einer 
beliebigen Richtung a', ß', y' 

(15) m = aa' + bß' + et'; 

ist a, b, c im Innern des Erystalls constant und sind a', ß', y' ^^ 
Richtungscosinus der äusseren Normalen auf einem Oberflächenelement, 
80 hat m = n zugleich die Bedeutung der elektrischen Oberflächendichte, 
welche mit der wirklichen Verteilung äquivalent ist. Diese Dichte ist 
einer der Gegenstände der Beobachtung, und ihre Messung für die Flächen- 
paare eines einseitig comprimirten Parallelepipedons von beliebiger Oriont- 
irung gegen die Kr^'^stallaxen gestattet die Bestimmung von a, b, c und 
damit die Prüfung der Theorie. 

Eingehender studirt sind die piezoelektrischen Si^cheinungen bisher 
nur an drai, resp. vier Erystallgruppen. 

Für die tetraedrisch'hemiedris<^ und die tetartoedrische Qruppe des 
regulären Systems reducii*en sich die Formeln (14) auf 

(16) -a^a^Yx, — b = ai4Zx, — = ^14 Xy. 

Die Anwendung der Formeln (6), die sich auf die (Kompression eines 
Cylinders parallel seiner Axe beziehen, ergibt hier 

(17) — a = p8i4 ßY, — b = p8i4 ^a, — c = pa^^ aß. 
Das Moment nach der Cylinderaxe 1 folgt hieraus 

(18) 1 = - 3p8u »?T- 

Sein Verlauf ist durch das erste Modell veranschaulicht. 

25 
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Das resultirende Gesamintmoment m bestimmt sich, da 

-^ = - P5i4 «*, -^ = - p«i4 ß*, -^ = - p8u t"> 

durch die Formeln : 

m« = a*+b« + c«, 

bc , ca ab 



a • b c 



14) 



u 111 

a : b :c = — :-„- • — • 
aßt 

Die zweite Gleichung (19) zeigt, dass, wenn man m auf der Richtung 
der elektrischen Axe als Strecke aufträgt, eine Oberfläche resultirt, die 
mit der iS^^etner'schen Fläche identisch ist. Das zweite Modell stellt 
sie dar; die Doppelgeradon fallen in die Krystallaxen. 

Die letzte Formel (19) bestimmt den Zusammenhang zwischen der 
Richtung des Druckes und der elektrischen Axe. Sie sagt aus, dass, 
wenn man durch die Richtung des Druckes einerseits, durch die elektrische 
Axe andererseits die drei Ebenen legt, welche dio Coordinatenaxon ent- 
halten, deren Winkel mit derselben Coordinatenebene sich jederzeit zu 

-^ erganzen. 

Fällt div Oruckrichtung in eine Coordinatenebene, so liegt die Axe 
des erregten ^lomentes iu der dazu normalen Axe. 

Für die irapezoedrisch-tetartoedrische Gruppe^ der u. a. der Quarz 
angehört, reduoiren sich die Fonneln (14), falls man die X-Axe in eine 
zweizfihlige, die Z-Axe in die dreizählige Symmetrieaxe legt, auf 

- a = 8u (Xx - Yy) + 8u Yr, 
^ ' +b = 8u Zx + 28„X„ c=o. 

Die elektrische Axe liegt also stets in der XY-Ebene. Hiernach ist die 
Erregung durch axiale Compression eines Cylinders gegeben durch 

m-\ - a = p {In (a' - ß») + 8,1 ?Y). 

+ b = P («mT + 28u ß) a, c = 0. 

Das Moment parallel der Cylinderaxe ist hier 

(22) 1 = p8„ « («» - 3P»); 

sein Verlauf, der unabhängig von der Substanz des Krystalles ist, wird 
durch das dritte Modell dargestellt. 

Das elektrische Gesamtmonient m ist gegeben durch 

(23) m' = p» [«„' (1 - f y + 8»« y' (» - T •) + 28u 8„ ß^ (3«' - ß')l J 

da die Richtung der elektrischen Axe immer in der XY-Ebene liegt, so 
lässt sich m hier niekt ebenso, wie im vorigen Falle durch eine Flächen 
veranschaulichen. 
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Für die zweite hemimorph-tetartoedrische Gruppe, zu welcher der 
Turmaliu zählt, werden die Formeln (14), falls man die Z-Axe in die 
dreizählige Symmetrieaxe , die YZ-Ebene in eine der Syinmetrieebenen 
legt, 

— a = ^15 Zx — 2 ^22 Xy, 

(24) _b = - «^.(Xx - Yy) + 8i,Tz, 

-c = ««(Xx + Ty) + 8ssZ,. 

Für die Erregung eines Cylinders durch axialen Druck gilt deragemäss: 

— a = p(fi6T — 282jß)a, 

(26) - b = P (- »22 [«' - ß'] + 8« Pt), 

- c = p («M [a« + ß1 + «,3 -f"). 

Hieraus folgt das longitudinale Moment 

(26) 1 = -pt822ß(ß'-3a») + (3„ + 8«)Y(l-T») + 8ss-f']; 

die beiden letzten Glieder sind rings um die Z-Axe von gleichem Wert 
und enthalten wesentlich den Einfluss der polaren Hauptaxe^ das erste 
gibt den Einfluss der drei elektrischen Nebenaxen^ von denen die eine 
in die Y-Axe fällt. 

Das vierte Modell stellt den Verlauf von 1 speciell für brasilianischen 
Turmalin dar; der tiefste Punkt desselben ist der Pol des Ck)ordinaten- 
systems. Man erkennt in der Äquatorialebene die Wirkung der elektri- 
schen Nebenaxen auf l und sieht, dass das Maximum des longitudinalen 
Momentes l nicht parallel der Hauptaxe stattfindet. 

Durch ein fünftes in Gips ausgeführtes Modell wird der Verlauf des 
elektrischen Oesammtmomentes bei der zweiten hemimorph-tetartoedrischen 
Gruppe des hexagonalen Systems dargestellt. Dabei entspricht das Ver- 
hältnis der Moduln 833 und $3^ den Beobachtungen am Tuiinalin, dagegen 
sind die Werte von S^^ und 822 beträchtlich vergrössert, da die Eigentüm- 
lichkeiten der Fläche sonst kaum deutlich geworden wären. 

Die auf der Fläche gezogenen Systeme von Hypocykloiden und 
Ellipsen lassen zwei verschiedene Erzeugungsarten erkennen, über welche 
Folgendes zu bemerken ist. Wenn die Grösse des Druckes bei allen möglichen 
Änderungen seiner Eichtung constant bleibt, so beschreibt der Endpunkt 
des entsprechenden Veotors eine Halbkugel; den nach ihrem Pol ge- 
richteten Halbmesser legen wir parallel der Z-Axe, die Basis parallel der 
XY-Ebene. Ein beliebiger Druck p, «, ß, Y ist dann nach Richtung und 
Grösse durch einen Punkt P der Halbkugel dargestellt. Die Componenten 
des durch ihn erzeugten elektiischen Momentes sind durch die Formeln 
(25) bestimmt; dieses wird repräsentiii; durch einen zweiten vom An- 
fangspunkt des Coordinatensystems aus gezogenen Vector, dessen End- 
punkt M die piezoelektrische Fläche erzeugt. In dem Modelle ist die 
XY-Ebene in die obere Fläche der tragenden Platte, der Anfangspunkt 
in ihren Mittelpunkt gelegt. sei die Poldistanz von P, ^ seine Jjänge 

25* 
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gerechnet von der Ebene ZX aus. Es gelten dann die folgenden ße- 
Ziehungen : 

1) Durchläuft P einen Parallelkreis, so beschreibt M eine Hypocykloide, 
deren Ebene gegen die Z-Axe senkrecht steht. Der Halbmesser des 
Bahnkreiseh' ist | d^^ sin 9 cos 9 , der Halbmesser des rollenden Kreises 
gleich dem dritten Teil hievon; der Abstand des erzeugenden Punktes 
von dem Mittelpunkt des Rollkreises $22 si^^'^) ^^^ Höhe der Cykloiden- 
ebene über der XY-Ebene 831 sin' ö -|- 8jj3 cos* 9. Einem Druck in der 
Richtung der Z-Axe entspricht der Pol der piezoelektrischen Fläche, im 
Abstand S33 vom Anfangspunkt auf der Z-Axe gelegen. Dem Basalkreise 
der Halbkugel entspricht ein Kreis vom Halbmesser S22 i° ^^^ Höhe $31 
über der XY-Ebene: der Basalkreis der piezoelektrischen Fläche. Für 

9 = arc tg (ö4^) ergibt sich eine gewöhnliche Hypocykloide mit 3 Spitzen. 

Kleineren Werten von 9 entsprechen verkürzte, grösseren verlängerte 

Oykloiden. Für 9 = arc tg (^\ erhält man die Form eines Kleeblattes 

mit einem dreifachen Punkt in der Z-Axe. Bei grösseren Werten tritt 
ein Überschlagen der CurvenbÖgen ein. An dem Modelle sind die Cykloiden, 
welche den Parallelkreisen 9 = 15®, 30^ 45^ GO^, 75° entsprechen , be- 
sonders ausgezeichnet. 

2) Bewegt sich P auf einem Meridian der Halbkugel, so beschreibt M 
eine Ellipse. Alle Ellipsen gehen durch den Pol der piezoelektrischen 
Fläche, sie schneiden die Z-Axe senkrecht und haben im Pol dieselbe 
Richtung, wie die entsprechenden Meridianbögen. Alle Ellipsen schneiden 
den Basalkreis der piezoelektrischen Fläche und berühren seine Ebene. 

Das Azimuth der Schnittpunkte gegen die ZX-Ebene ist ^ — 2 ^. Liegt 

der von P durchlaufene Meridian in einer Symmetrieebene, so gilt gleiches 
von der durch M beschriebenen Ellipse. Bewegt sich P in einem Meri- 
diane, dessen Ebene zu einer Symmetrieebene senkrecht steht, so liegt 
auch die Ebene der entsprechenden Ellipse zu ihr senkrecht und die 
Ellipse beiührt den Basalkreis in der Symmetrieebene. 

Die Fläche ist von der 4. Ordnung. Sie enthält in jeder Symmetrie- 
ebene eine gerade Linie, auf welcher die Doppelpunkte der Hypocykloiden 

liegen. 

(Voigt und Riecke.) 

289 I>rei Modelle für die pyroelektrische Erregrongr toh Krystallkiigelii 
nach Prof. Voigt, Direktor des mathematiach-phyaikaliachen Inatitutea der 
Univ. Göttingen. 

Ausser der piezoelektrischen Erregung eines Cylinders durch longitu- 
dinale Compression eignet sich besonders die pyroflektrische Erregung 
einer Kugel durt^ oberflächliche Erwärmung oder Abkühlung zur graphi- 
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sohen Darstellung. Eine Erwärmung heisst oberflächlich, wenn sie eine 
so dünne Schicht betrifft, dass sie keine deformirende Wirkung auf die 
übrigen Teile ausüben kann. Ist die oberflächliche Erwärmung rings um 
die Kugel constant, aber eine beliebige Function der Tiefe, so lässt sieb 
das Problem leicht behandeln, und wenn man noch von der Veränder- 
lichkeit der Elasticität mit der Richtung absieht, was z. B. bei Turmalin 
nur unbedeutenden Einfluss auf das Resultat hat, in anderen Fällen aber 
wenigstens das Bild nicht wesentlich fälscht, so wird das Resultat sehr 
einfach. 

Bezeichnet man die lineare Dilatation in der Richtung a, ß, ^ ^^^^ 
Normalen auf dem Oberflächenelemente mit X, dann ist die Dichte yj der 
Oberflächenbelegung der Kugel für die oben behandelten drei Gruppen 
gegeben durch 

Diese Werte sind mit den oben gegebenen für die longitudinale Erregung 
eines Cylinders nahe verwandt Dir Verlauf ist in den Modellen da- 
durch veranschaulicht, dass auf den Kugelflächen Curven iq = const. 
aufgetragen sind. 

Bei den ersten Gruppen, wo der Verlauf von den absoluten Werten 
der Constanten unabhängig ist, finden sich Maxima und Minima an den 
Enden der polaren Axen; beim Turmalin, der wiederum als Repräsentant 
für die letzte Gruppe gewählt ist, sind Maxima und Minima verschiedener 
Grösse zu unterscheiden, grössere an den Enden der polaren Hauptaxe, 
kleinere y durch die polaren Nebenaxen bewirkt, die aber nicht in der 
Äquatorebene liegen, sondern aus ihr abweichen. 

(W. Voigt.) 

290 DreisEehn Modelle elektrischer Polsysteme sur ErklSrongr der plezo- 
nnd pyroelektrischen Erseheionngreii nach IM)f. Rieoke, Director des 
experimental-phyaikaliachen Inatitata der Univ. GVttingen. 

Die linearen Beziehungen zwischen den Gomponenten des elektrischen 
Momentes und den Deformationsgrössen, welche in den Formeln 13—24 
ausgedrückt sind, können aus den folgenden Annahmen über die Con- 
stitution der Krystalle abgeleitet werden. 

Die Mittelpunkte der Krystallmolekeln bilden regelmässige Punkt- 
systeme, welche den allgemeinen Symmetriebedingungen des betreffenden 
Krystallsystemes genügen. Die Molekeln selbst denken wir uns in überein- 
stimmender Weise umgeben von elektrischen Polen, so dass positive und 
negative Pole in gleicher Anzahl und Stärke vorhanden sind. Diese Pol- 
systeme erfüllen noch die Symmothebediogungen der speciollun Gruppe, 
welcher der betrachtete Krystall angehört. Durch Druck oder Temperatur- 
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verändeniDg wird eine Verschiebung und Drehung der Molekeln erzeugt; 
es entstehen dadurch neue elektrische Kräfte, welche auf das Innere der 
Krystalle wirkend die piezo- und pyroelektrischen Momente hervorrufen. 

Sämmtliche zur Erklärung der Erscheinungen notwendige Polsysteme 
können durch Combination von 5 Grundformen erhalten werden. Diese sind : 

1. Das einaxige Polsystem; ein positives und ein negatives elektrisches 
Teilchen in den Endpunkten einer durch den Mittelpunkt der Molekel ge- 
zogenen und durch diesen halbirton Linie. 

2. Das trigonale Polsystem. Drei positive elektrische Pole befinden 
sich in den Ecken eines mit der Molekel concentrischen gleichseitigen 
Dreiecks, die zugehörigen negativen Pole in den Punkten, durch welche 
jenes Dreieck zum regulären Sechseck ergänzt wird. 

Als erste Hauptlage (2 A) bezeichnen wir diejenige, bei welcher der 
nach dem ersten positiven Pol gezogene fiadius Vector der X-Axe, als 
zweite (2 B) die, bei welcher er der Y-Axe parallel ist. 

3. Das dihexagonäle Polsystem. Die Pole bilden ein gerades mit der 
Molekel concentrisches E^sma, dessen Endflächen reguläre Zwölfecke 
sind. Bezeichnen wir die Ecken des oberen Zwölfecks der Reihe nach 
mit den Zahlen 1, 2, ... 12, die des unteren mit 13, 14 ... 24, so 
dass 13 unter 1, 14 unter 2 . . . zu liegen kommt, so sind oben die 
ungeraden, unten die geraden Pole positiv. Die Endflächen des Prismas 
liegen parallel zu der XY-Ebene. Die Ebene, welche durch den Mittel- 
punkt der Molekel und die Kante (1, 13) hindurchgeht, schliosst mit der 

IC 

ZX-Ebene den Winkel r^ ein. 

4. Das tetraedtische Pclsystem, Von den beiden Tetraedern, welche 
durch die abwechselnden Ecken eines Würfels gebildet werden, besetzen 
wir das erste in den Ecken mit positiven, das zweite mit negativen Polen. 

Als erste Hauptlage (4 A) des Systems bezeichnen wir diejenige , bei 
welcher die Seiten des Würfels den Coordinatenebenen parallel sind; als 
zweite Hauptlage (4 B) die, bei welcher die Ebenen ZX und XY Diagonal- 
ebenen des Wüifels sind. 

5. Das ditetragonale Polsystem, Die Pole bilden ein zu der Molekel 
concentrisches Prisma mit regelmässig achteckigen Endflächen; werden 
die Ecken in derselben Weise numerirt wie bei dem 3. Systeme, so sind 
wieder oben die ungeraden, unten die geraden Pole positiv. Die End- 
flächen liegen parallel zu der XY-Ebene ; die durch den Mittelpunkt und 
die Kante (1, 9) gehende Ebene schliesst mit der Ebene ZX den 

Winkel -^ ein. 

Die Modelle stellen die elektrischen Polsysteme für die folgenden 
Symmetriegruppen des hexagonalen und quadratischen Systemos dai*: 
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Bezeichnung der Oruppe. Zusammensetzung des Polsystems. 

Hexagonales System. 

Hemimorph-hemiedrisch 1 

Trapezoedrisch-hemiodrisch 3 

Hemimorph-tetartoedrisch I. 1, 3 

Sphenoidisch-hemiedrisch 2 k 

Sphenoidisch-tetartoedrisch 2A, 2B 

Hemimorph-tetartoedrisch II. 1, 2B 

Trapezoedrisch-tetartoedrisch 2A, 3 

Ogdoedrisch 1, 2B, 2B, 3. 

Quadratisches System. 

Hemimorph-hemiedrisch 1 

Trapezoedrisch-hemiedrisch 5 

Hemimorph-tetartoedrisch 1, 5 

Sphenoidisch-hemiedrisch 4 A 

Sphenoidisch-tetartoedrisoh 4A, 4B. 

(Kiecke). 



W. Zeichnungen und Modelle zur Thermodynamik. 

291 Corfen anf der therinodynAinischeii FlSche des Wassers, nach Glbbs 
und V. d. Waals (4 Tabellen) von D. A. Goldhammer, Universität Kasan. 

1. Die benannte Gleichung von v. d, Waals lautet 
(1) (p + '.) (V - b) = (1 + a) (1 -b) aT, 

worin p den Druck in Atmosphären, v das Volumen, T die absolute Tem- 
peratur, a, b die speciüschen Constanten des Körpers bedeuten und a = 
v . 0,003163 ist. Dabei ist v auf das specifische Dampfvolumen (o) bei 
(fi C. und 1 Atm Druck bezogen. 

Die Gleichung (1) wollen wir auf Wasser anwenden, um die Gleichung 
der thermodynamischen Fläche desselben in den Gibbs schon Cooi*di- 
naten: Energie (e), Entropie (irj) und Volumen (v) abzuleiten. Ist nun 
J das mechanische AVärmeäquivalent, zu 425 kgm angenommen, und c 
die specifische Wärme des W&ssers bei coustantem Volumen, so lauten 
die bekannten Gleichungen von Clatmtts 

. . , dT . dp , 

JdY] == Jc-^ + ^|dv 

d. = JcdT + ("t^J^-pVv, 



(^s-o 
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dir dli 

worin -i. nad T i. — v ans ^1/ sicli berechDeD lasH^n: es ist nämlich 
dl Ol *^ ' 

dp _ (1 + a; 1 - b g dp__ __ a 
dT"" V — b dT*'"~T«' 

Nim sind p ood v in den Clansias'i^hen Glei'baDgen io kpn pro Quadrat- 
meter resp. in cbm gemessen ; da 1 Atm = 10334 ke. und Volam*fn in 

cbm = — , bo folgt 

^ , j ^ , 103345» (1 + a) (1 — b) . 
Jdiri = Jc^ + ^2b ^"^ 

d« = JcdT + -,10334. sdv, 

oder nach Inte^rration zwischen T. v, t^ nnd X^« t^,, r^« indom man 
10334,.aa+a)(l-b)^^^^ 

(2) T = i;,e « ^L^\ « 

(S) t-.o = Jc(T-i;>) -a. 10334.0^1 - -Y 

Da ferner die Werte von tjq. v^ T^ e^ hier vollständig unbestimmt 
bleiben, so nehmen wir 

ft 10334 '- 
r^ = 0, Vo = l + b, JcTo = 10334.a, eo ^ 10334. a - '' j^^ ' " 

dadurch gehen die Gleichungen (2; und (3) über in 
(4) JcT = 10334. oe'^Cv — b) * 

die Elimination von T aus diesen Gleichungen ergibt die Gläckimg der 

Hache 



<«> 1033477 = -'('-»') "-T 



2. Nach V, d. Waids ist für Wasser 

a = 0,00861, b = 0,00105; 

nach Zeuner ist weiter 

c = 0,3469, 
so dass R = 0,11049. 

Um nun a zu lx?rechn«'n, benutzt man den folgenden Satz von v. d. WaaU : 
.Sind u, Uj, Uj, . . . die Differenzen zwischen den specifischen Voluauna 
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des Dampfes und der Flüssigkeit (in cbm) bei den DmckeD, die gleiche 
Teile der entsprechenden kritischen sind, so ist für alle Körper 

(7) -IL = -ÜL = 3_ «... 

bo bio^ b202 

Beziehen sich nun u, b, s auf "Wasser, u^ bi «i auf CSg und sl2 bg c^ 
auf Äther, so ist 

b = 0,00105, bi = 0,00334, bg = 0,00575; 

femer lassen sich aus den Ergebnissen von t^. d. WacUs und Zeuner 
auch berechnen 

Ol = 0,2816 und 03 = 0,3094 cbm. 

"Wählen wir lAtm, 2,5, 4, 8, 12, 13,5 als Drucke für Wasser, so be- 
rechnen wir die entsprechenden Drucke für Schwefelkohlenstoff und Äther 
nach den kritischen, wenn derselbe für Wasser 280 Atm angenommen 
wird. Sind die Drucke bestimmt, so haben wir nur die denselben ent- 
sprechenden u, Ui, U2 aus den Zeuner'schen Tabellen zu entnehmen. 
In dieser Weise berechnen wir 

— = 1,43, 1,37, 1,40, 1,41, 1,39, 1,42 im Mittel 1,40 

^ = 0,70, 0,71, 0,74, 0,72 „ „ 0,72 

U2 

o = 1,25398, 1,2199 „ „ 1,237 cbm. 

um nun die Fläche mit der Gleichung (6) graphisch darzustellen, ziehen 
mr die Axen y, y), e in der gebräuchlichen Weise als Axen x (nach 
rechts), y (vorwärts), z (nach oben). Der (]loordinatenursprung ist beliebig 
in der Ebene v = o. In den Tabellen ist dargestellt 
die Grösse b durch 0,25 mm, 
die Einheit der Entropie durch 50 mm, endlich 
10334 . 1,237 kgm der Energie durch 10 mm. 
(Vgl. Masstab auf der Tab. 4.) 

3. Diagramm (irjv); Tab. 1. 

Fig. I stellt die sog. Isodynamen, d. h. Linien der gleichen Energie in 
der Ebene iqv dar; die Gleichung dieser Curven bekommt man aus (6) 
direct, wenn man darin für e verschiedene constante Werte nimmt. 
Diese Werte von e sind bei jeder Curve angegeben. 

Fig. II gibt die Isothermen und Linien des gleichen Druckes (die iso- 
piestischen Linien, nach Gibbs) ; für diese zwei Curvenarten bekommen wir 
die entsprechenden Gleichungen, wenn wir s aus (5) und (6) resp. T aus (1) 
und (4) eliminiren. Bei den Curven sind die Temperatur und der Druck 
angegeben ; dabei entsprechen die Punkte a, a', a", a'", . . . dem trockenen 
gesättigten Wassei-dampf bei 100° C. und 1 Atm., 177<> C. und 9,252 Atm, 
277° C. und 100 Atm u. s. w. Geometrischer Ort der Punkte a, a', . . . 
ist eine mit bezeichnete Curve, die man als die DampÜinie 
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bezeichnet. Durch a ist der Schnittpunkt der Isotherme von 0* C. mit der 
isopiestischen Linie von 1 Atni bezeichnet; derselbe stellt den Zustand 
des Wasserdampfes bei 0^ C. und 1 Atm Druck dar. Man kann beweisen, 
dass dieser Zustand ein stabiler ist. 

4. Diagramm (ev); Tab. 2. 

JFHg. III stellt die Adiabaten in der Ebene (ev) dar, deren Gleichung 
sich aus (6) bei constantem -rj ergibt. 

Fig. IV gibt die Isothermen und Linien des gleichen Druckes; die 
Gleichung der ersteron Curven lässt sich aus (5) bei constantem T, die- 
jenige der letzteren Curven dui'ch die Elimination von T aus (1) und (5) 
ableiten. 

5. Diagramm (-rje); Tab. 2, Fig. V und Tab. 3 und 4. 

Fig. V, Linien gleichen Volumens; die Oleichung dieser Curven 
leitet man aus (6) ab, wenn man darin statt v die constanten Werte ein- 
setzt, welche auf der Figur für jede Curve angegeben sind. 

Fig, VI stellt die Isothermen und die isopiestischen Linien auf der 
Ebene ir^e dar. Die Gleichungen dieser Curven braucht man nicht ab- 
zuleiten, da man für jedes T oder p die nötigen Werte von y) und e aus 
den früheren Figuren entnehmen kann. 

a', a'', . . . haben dieselbe Bedeutung wie früher ; b', b", b'" bezeichnen 
Punkte, die flüssiges Wasser, ohne Dampf, als den Übergangszustand von 
dem flüssigen Zustande zu der ungleichförmigen Mischung Dampf — Wasser 
darstellen. In allen Zeichnungen sind durch e', e", e'" resp. d*, d", d*" 
Punkte bezeichnet, welche den letzten stabilen flüssigen resp. Dampf- 
zustand vor den labilen Zuständen einer gleichförmigen Dampfwasser- 
mischung darstellen. 

c', c*\ c'" sind labile gleichförmige Mischungen von Wasser und Dampf. 
Jede der Isothermen wird durch die „entsprechende" isopiestische Linie 
in drei Punkten, a, b, c, durchschnitten, w^elche für die kritischen Werte 
von Dmck und Temperatur zusammenfallen. 

Fig. VII Bei t = 0,0078^ C. und p = 4,6021 mm Hg kann Wasser 
bekanntlich in drei stabilen Zuständen existiren; dieselben sind auf der 
thermodynamischen Fläche durch drei Punkte dargestellt, in welchen sich 
die entsprechende Isotherme und isopiestische Linie durchschneiden. Diese 
Schnittpunkte bilden das sog. Fundamentaldreieck VLS auf dem Dia- 
gramm -rje. Die Cur^'en (1), (3) bezw. (4) (6), bezw. (7), (9) stellen die 
sog. Linien der Flüssigkeit und des Dampfes, der Flüssigkeit und des 
Eises, resp. des Eises und seines gesättigten Dampfes dar; durch a, ß 
sind die beiden kritischen Zustände des Wassers bezeichnet. 

Wegen anderer Details müssen wir auf das russische Original oder auf 
die „Beiblätter zu den Annalen der Physik und Chemie 1885^^ verweisen. 

(Goldhammer;. 
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292 Serie Ton Isothermenlläoheii für die Oemensre sweler nnd dreier 
mischbarer Stoffe, von Gymnasiallehrer A. Bliimcke in Nürnberg. 

1. Isothermenfläche für zwei beliebig mischbare Stoffe für 
Temperaturen zwischen der Schmelztemperatur und der 
kritischen Temperatur beider. 

Lassen sich zwei gasförmige Stoffe bei einer bestimmten Temperatur 
beide verflüssigen imd in allen Vorhältnissen beliebig mischen, so kann 
man für irgend ein Gemenge der „theoretist^hen'* Isotherme eine ähnliche 
Form geben wie derjenigen eines einfachen Gases; in nebenstehender 
Figur sind die Drucke die Ordiuaten, die Volumen die Abscissen (Figur 1). 




Fig. 1. 

Nimmt man an, dass die Gleichung dieser Curve von der von Natanson 
gegebenen Form sei, so nähert sich die Curve den beiden Coordinaten- Axen 
asymptotisch. Selbstverständlich ist dieselbe nur für positive Dnicko und posi- 
tive Volumen von physikalischem Interesse. Die „theoretische'* Isotherme 
entspricht den Zuständen des Gemenges bekanntlich nur so lange, als sie 
homogen sind, und zwar der in der Figur rechts gelegene Teil CBA den 
g&sförmigen, der links gelegene Teil FED den flüssigen. Der Pimkt B 
des rechts gelegenen Teils sei der Punkt der beginnenden Verflüssigimg 
der , .empirischen'* Isotherme BE, so dass das Stück OB den labilen, das 
Stück BA den stabilen gasförmigen Zuständen entspricht. Der Punkt E 
des links gelegenen Teils sei der Punkt der vollständigen Verflüssigung 
der „empirischen'* Isotherme BE, die im vorliegenden Fall eine Curve, 
und nicht w^ie bei den einfachen Gasen eine zur Volumen- Axe parallele 
Gerade ist. Das Stück EF der „theoretischen" Isotherme entspricht dann 
den stabilen, das Stück ED den labilen flüssigen Zuständen. Die „em- 
pirische" Isotherme schneidet die „theoretische" so, dass die Fläche DEG 
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gleich der Fläche BCG ist. Betracbtet mau unu alle mögüchea Gemeege 
der beideu Stoffe, von denen man aber judeNnial soviel zu Dehmen hat, 
(la.ss ibr Gesamtgowicht ^eich Eins ist, und nimmt man den Aoteil den 
ersten Stoffs als ueue Variable X an, wobei die dritte Axc des Co- 
ordinatensystems reehtwinkli); zu don beldeu vorigen stellt, so bilden so- 
wohl alle „theoretischen" ab auch alle „empirischen" Isothermen je eine 
Fläche, und zwar bat die Fläche der „theoretischen" Isothermen das Aus- 
sehen einer von rechts her aus dem Unendlichen iommeoden Welle, 
welche senkrecht nach oben steigt. Von physikalischer Bedeutung ist 
selbstverständlich nur der zwisohen den Ebenen x = und x ^ 1 ge- 
legene Teil ffir positive Brocke und Volumina. Die „empirische" Fläche 
ist, wie sich zeigen lässt (siehe Figur Sj) ein Conoid, dessen Erzeugende 




Fig. 2. 



alle parallel tur XV-Ebene verlaufen; es schneidet die ,, theoretische'' 
Flüche naoh zwei Curven bd und ac, deren ei-ste die l'unkt«! beginoeodor, 
deren zweite die Punkte vollendeter Voiflüssigung enthält, Im Modell 
ist die „theoretische" F^he durch drei Isothermen angedeutet: durch 
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die des ersten Stoffs, die des zweiten Stofis und die einer Mischung 
von 50 7o ca. 

2. Isothermenfläche für zwei nicht beliebig mischbare 
Stoffe für Temperaturen zwischen der Schmelztemperatur 
und der kritischen Temperatur beider. 

Sind zwei gasfonnige Stoffe bei einer bestimmten Temperatur beide 
zu verflüssigen, lassen sie sich aber bei dem Veiilüssigungsdruck des 
am schweraten zu veiilüasigenden nicht mehr beliebig homogen mischen, 
so hat nur ein Teil der „theoretischen" Isothermen die in Fig. 1 abge- 
bildete Form; sobald eine homogene Mischung nur unter stärkerem 
Druck, als dem Verflüssigungsdruck des am schwersten zu verflüssigenden 
erreicht werden kann, ist die Gestalt beiläufig die nachstehende, Fig. 3: 




Fig. 3. 

die theoretische Isotherme ist ABEFCGHDJKLM; das Stück BA ent- 
spricht stabilen gasförmigen, das Stück LM stabilen homogenen flüssigen 
Zuständen; die Stücke BE, CF, CG, DH, DJ, LK entsprechen ver- 
schiedenen labilen Zuständen. Die „empirische" Isothenne besteht aus 
den Stücken BC, CD, DL und zwar entspricht das Stück BC einem gas- 
förmigen und einem flüssigen Zustand, das zur Volumenaxe in einem 
dem Verflüssigungsdruck des am schwei-sten zu verflüssigenden Stoffes 
entsprechenden Abstand parallel verlaufende Stück CD entspricht zwei 
flüssigen und einem^ gasförmigen Zustand (es wird nur der am schwersten 
zu verflüssigende Stoff verflüssigt, ohne dass der andere noch Teile von 
ihm aufnimmt) Das Stück DL entspricht zwei flüssigen Zuständen, 
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pinem homogenou Gemisch beider und dem noch nicht abaorbirten zweiten 
Stoff. Entsprechend dieser Form der ., theoretischen" Isothermen hat die 
Fläche der ,,theoretischen" Isothermen drei Erhebungen und Senkungen 
resp. drei Wellen. Die „empirische'* Flä^^he besteht demgemäss aus dnn 
Conoiden. Das erste schneidet die „tlieoretische*' Fhiche nach der Cune 
der beginnenden Verflüssigung und derjenigen der vollendt»ten homogenen 
Verflüssigung bis zu demjenigen Punkte, dessen Druckordinate gleich 
dem Druck des am schwei-sten zu verflüssigenden Stoffs ist; das zweite 
Conoid ist zu einer Ebene ausgeartet, welche sich an das erste an- 
schliesst und parallel ist zur XV-Ebene, sie ist von dieser Ebene ent- 
fernt um den Betrag des Vertlüssigungsdrucks des am schwersten zu 
verflüssigenden Stoffs; das dritte Conoid schliesst sich an diese Ebene 
an und hat als Leitcurven den aufsteigenden und den absteigenden Zweig 
der Curve der vollend(?ten homogenen Verflüssigung, welche sich anfangs 
üb«»r die vorerwähnte Ebene erhebt und dann wieder senkt bis zum 
Punkte der vollendeten Verflüssigung der Isotherme des am schwersten 
zu verflüssigenden Stoffs. 

3. Isothermenfläche für zwei nicht beliebig mischbare 
Stoffe für eine Temperatur, bei welcher der eine sich zwischen 
der Schmelztemperatur und der kritischen Temperatur, der 
andere sich oberhalb seiner kritischen Temperatur befindet. 

In diesem Fall hat die Fläcjhe der „th(»oretischen" Isothermen zwei 
Erhebungen und Senkungen r(\sp. Wellen, welche nicht das ganze Intervall 
zwischen d(*n Ebenen x = und x = 1 ausfüllen ; die Fläche der „em- 
])irischen" Isothermen best(>ht nur aus zwei Conoiden, entsprechend dem 
(M-sten und dritten des vorigen Falls, das vorhin zu einer Ebene aus- 
geartete^ Conoid ist hier zu einer Gerad(»n zusammengeschrumpft. Di»' 
Curven der beginnenden Verflüssigung und vollendetem homogenen Ver- 
flüssigung schneiden sich auf der „theoretischen-' Fläche und durch ihn»Q 
Vereinigungspunkt geht eine „theoretische" Isotherme, welche in diesem 
Punkt einen Wendepimkt mit horizontaler Wendetangente hat. Die 
Form der „theoretischen" und „empirischen** Isothermen ist für jedes 
Mengenverhältnis leicht zu übersehen. 

4. Isothermenfläche für zwei sich wie Wasser verhaltende 
Stoffe für eine Temperatur unterhalb des Schmelzpunktes 
beider. 

Das Modell veranschaulicht den Fall, dass die* beiden Stoffe sich im 
festen und flüssigen Zustand unvollkommen mischen, dass jedoch im 
feston Zustand die Homogenität noch bei einem Drucke erreichbar ist, 
welcher kleiner ist, als der Verflüssigungsdruck des am schwersten zu 
vei*flüssigenden. Die Fläche der „theoretischen" Isothermen besteht dann 
aus zw(n sich stetig folgenden Partien, deren jede ähnlich geformt ist, wie 
die Fläche im zweiten Fall; die Fläche der „empirischen*^ Isothermeu 
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besteht aus zwei getrennten Teilen, deren jeder ebenfalls genau ähnlich 
ist der „empirischen" Fläche im zweiten Fall. Der eine entspricht dem 
Übergang aus dem gasförmigen in den festen Zustand, der andere dem- 
jenigen aus dem festen in den flüssigen Zustand. Alle Teile der 
„theoretischen" Fläche sind weggela.ssen , da man sie nach dem Vorher- 
gehenden überaus leicht hinzudenken kann. 

5. System der Isothermenflächen für drei beliebig misch- 
bare Stoffe für Temperaturen zwischen der Schmelztemperatur 
und der kritischen Temperatur jedes derselben. 

Mischt man drei Stoffe auf alle möglichen Arten so miteinander, dass 
jedesmal das Gesamtgewicht gleich Eins ist und betrachtet man den An- 
teil z des dritten Stoffs als Variable, die Anteile der beiden ersten als 
Parameter, so erhält man in einem dreiaxigen rechtwinkligen Coordinaten- 
system, dessen Axen bezw. den Drucken, Volumen und dem Anteil des 
dritten Stoffs im Gemenge entsprechen, ein ganzes System von sowohl 
,, theoretischen*', als auch zu diesen gehörigen „empirischen" Flächen. 
Für jede einzelne Fläche ist da.s Mischungsverhältnis der beiden ersten 
Stoffe constaut zu erhalten und vom dritten jedesmal soviel zuzusetzen, 
dass das Gesamtgewicht Eins ist. Alle „theoretischen" Flächen haben in 
der Ebene z = 1 die „theoretische" Isotheiine des dritten Stoffs ge- 
meinsam; die Schnitte dieser Flächen mit der Ebene z = werden er- 
halten, wenn man alle „theoretischen" Isothermen in der im ersten Fall 
erwähnten Fläche dort auf die Ebene x = (oder x = 1) projicirt und 
in die Ebene z = überträgt. Alle „enipirisc^lien" Flächen sind wiodenim 
Conoide, welche die in der Ebene z = 1 gelegene „empirische" Iso- 
therme des dritten Stoffs gemeinsam haben, ihre Schnitt«^ mit der Ebene 
z = werden ganz wie bei den „theoretischen** Isothermen erhalten. 

Im Modell sind die leicht zu ergänzenden „theoretischen" Flächen 
nicht angedeutet; von den „empirischen" ist nur ein Conoid angegeben, 
die beiden äusserstcm nur durch die Curv<*n beginnender und vollendeter 
Verflüssigung angedeutet; jedes der beiden letzteren ist von genau der- 
selben Form wie diejenige im ei*sten Fall. 

6. System von Isothermenflächen für drei unter einander 
nicht beliebig mischbare Stoffe für Temperaturen zwischen 
der Schmelztemperatur und der kritischen Temperatur jedes 
derselben. 

In diesem Falle bilden für alh< möglichen Mischimgs Verhältnisse bei 
dem gleichen C<K)rdinatensystem wie im vorigen Fall sowohl alle 
„theoretischen" als auch alle „empirischen" Flächen je ein System; die 
„theoretischen" Flächen haben die „theoretische" Isotherme» des dritten 
Stoffs in der Ebene z = 1 gemeinsam, ihre Schnitte mit der Ebene z = 
werden erhalten, indem man beim zweiten Fall alle „theoretischen" Iso- 
thermen auf die Eben(> x = (oder x = 1) projicirt und auf die Ebene 
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z = überträgt Die „empirischen" Flächen haben die „empirische" 
Isotherme des dritten Stoffs in der Ebene z = 1 gemeinsam, ihre Schnitte 
mit der Ebene z = werden wie bei den „theoretischen" Flächen er- 
halten. 

Im Modell sind ebenfalls die „theoretischen" Flächen weggelassen; 
von den „empirischen" ist nur eine angegeben, welche aus sechs Unter- 
abteilangen besteht, die jedoch leicht zu überblicken sind. Die beiden 
äussersten „empirischen" Flächen sind nur durch die Curve beginnender 
Verflüssigung und durch diejenige vollendeter homogener Verflüssigung 
angedeutet; sie sind genau von der Form, wie die Fläche im zweiten Fall. 

Vergleiche hiezu die Abhandlungen des Verfertigeis „tf6er die Ände- 
rung der empirischen und theoretischen Isothermen von Gemengen ztoeier 
Stoffe mit der Temperatur^'' und ^^Über die geometrische Darstellung 
der Isothermenflächen von mehr als zwei Stoff enJ'^ Zeitschrift für physi- 
kalische Chemie Bd. VIU, 5 und Bd. IX, 1 u. 6. 

(Blümcke.) 



X. Modelle und Apparate zur mechanischen Ver- 
sinnlichung elektrodynamischer Vorgänge. 

293 Modell zur Veransehaullehimg gewisser Eigensehaften des Äthers 
naeh Maxweirs Theorie von Prof. G. Fitzgeratd, Trinity College, Dublin. 

Dasselbe veranschaulicht die Eigenschaften des Äthers sowohl hin- 
sichtlich der elektrischen als auch der magnetischen Verschiebungen und 
Kräfte in Übereinstimmung mit der Maxwell'schen Theorie. 

Die Wirbel sind durch viele Kreise veranschaulicht, welche auf einem 

Brette äquidistant so angebracht sind, dass die Axen senkrecht zimi Brett 

durch die Ecken sehr vieler darauf gezeichneter Quadrate gehen. Die 

FrictionsroUen Maxwells sind durch Kautschukschnüre ersetzt, die je 

zwei Kreisel, wie Treibriemen, verbinden. Denkt man sich auf dem Brette 

eine x- und y-Axe, senkrecht darauf eine z-Axo und bezeichnet mit 

dw 
w = f (x, y) die Drehgeschwindigkeit der Kreisel, so ist -r- die Spannung 

dw 
der der y- Axe parallelen Schnüre, — "tt ^® ^^^ anderen. In Dielektricis 

sind die Schnüre an den Kreiseln befestigt, in Leitern erfahren sie Reib- 
ung. Verbindet man eine Folge von Kreiseln, die eine gerade Linie 
bilden, so kann man die Inductionswirkung auf Kreisel, die in einer 
anderen Geraden liegen, versinnlichen. Verbindet man eine Folge von 
Kreiseln, die in einer geschlossenen Linie liegen, so erhalt man einen 
Strom und dessen magnetische Wirkungen innen und aussen. 



Mathematische Physik. X. 



401 



Vcrhiudot man allo Kn'isol ohuc^ Aiisiiahmo und vorsotzt eioo Roiho 
iu Oscillationj'n, so kann man die Fortpflanzung eloktrischer Schwing- 
ungen sehen. 

(L Boltzmann.) 

294 Zwei Si-Iiiicllschcr (Zootropes) mit Diagrammen zur Darstellung* der 
von einem llertz'schen elel(trisclien Vibraitor erregten elelitrody- 
uamiselien lYeiien, von Prof. 6. Fitzgerald, Trinity College, Dublin. 

Die beiden Schnellseher stellen die Sehwingungsvorgäuge in zweierlei 
"Weisen dar. 

295 Zwei Modelle xur niechanisetaen Yersinnlichang gewisser elektrischer 
YororÜnge nach Maxwell's Theorie, von Prof. 0. Lodge, Univ. College 
•Liv<*r|UM)l. 

1. Modell. 




Fig. 1. 

Fig. 1 Ycrsinnlicht die Ali: der Äthorv»M\sehiebung in einem voll- 
kommenen b'iti'r, Kig. 2 in ein<Mn vollkommenen Ni«'htleiter (Ditdektrieum). 
Iliebei ist der Äther durch eine Schnur dargestellt, welche über drei 
KoUen laufen«! mit dem «'in»'» Kudc an das Rad einer khMnen Welle fest- 
geknüpft ist, widnviid das andere Kride sirh um die Welle schlingend ein 
Gewicht W trügt. Eine der Rolhui liisst si<'h durch eine Schraube S an- 
7.hA\on. Die Schnur scll»st ist unausdchnsam zu denken, entsprechend 
der Inoomprcssibilitiit des Äthei-s. Das Gewicht W repräsentii-t. die 
elektromotoris<'h»' Ki-aft. 

26 
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Albi's bisher Gesa*(t«^ gilt vou beiden Modtillen. Während aber bei 
Modell 1 die Schnur dun^h eiue Reihe von Perlen gezogen ist, ohne? mit 
denselben f(*st verknüpft zu sein, geht sie bei Modell 2 zwar aueh duix-h 
eine Perh;nreih(», aber unter fester Verknüpfung. 

Lässt man nun das Gewicht W (die elektromotorische Kmft) wirken, 
so wird dies bei 1 nichts and(4'es zur Folge haben, als dass sich die 
Schnur vom Wellrade zuerst mit beschleunigter, späten- aber — sobald 
die Friction, welche die Schnur beim Durchgänge} durch die Perl(»n er- 
l(Mdet, an (Grösse der treibeuden Kraft des sinkenden Gewichtes gleich 
geworden ist — mit gleichförmiger Geschwindigkeit abwickelt. (Analogie 
zum Ohm'hchen Gesetze?.) 




Fig. 2. 

Bei 2 aber wird die Wirkung eine andere sein. Die Schnur kann 
sicli hi(M' wegen ihrer festen Verknüpfung mit den Fe^-len incht voll- 
ständig abwickeln, sondern nur soweit, bis die elastische Ki*aft jenen* 
ehistischen Fäden, wele'he die nach reM'iits verschobenen Perlen in ihre 
Kuln'lage zurückzuziehen sucheni, efem Gewie-hte W das Gleüchge'wie'ht 
hält. Die» Schnur ist dadurch in einen Spannung-szustand ven-setzt woreleni, 
welche» dem de's I)ie'h»ktrieums innerhjüb eines geladenen Conelensators 
entspricht. Der Klasticitiitsinodul de»r Pen'lenfädou entspricht hie'bei der 
re^iprokeMi speuitise^hen ineiuctiveni C'apacität des Dielektricums: Je de»hn- 
samer diese» Bofe^stigungsfäeii'n d(U* Fe)rl«Mise*hnüre sind , desto we>iter 
weM'dcn siefh die Perlen aus ilirer Ruhelage entfeM'nen können. Es wiixl 
auch ge'sedu'heMi könne'u, dass das Gewie*ht W die Elasticitätsgrenze die^scr 
Fäde'U üluM*steigt; dann re»issen sie^ und die« Se-iinur wiejkelt sieh lusch ab: 
— das I3ild einen* disrupliviMi Entladung. Aue'h en"ke»nnt man, w'arum die 
C'apacität e»ine's Luftcondensatoi*s grösser wirel, wenm man etwa eine Hart- 
gummij)latto dazwise-hen taucht. Denn es entspricht dies dem, dass man 
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<lio IVrleiifädcMi plötzlich durch andere von gorin^orer Elasticität ereotzt, 
was fino grössoid Vci-scrhiebung der Porlcn eruiöglicht. 



Zwei tos Modüll. 




Fig. 3. 

Boi dem hydraulischon Modell (Fig. 3) wird die Analogio durch An- 
wendung einc^r incompressiblen Flüssigkeit hcrbeigofühii. Man sieht in 
der Figur eine grosse hohle Glaskugel mit drei Öffnungen. In die linke 
ragt eine offene Glasröhre hinein; in die recjhte dagegen ist eine Glas- 
röhre geführt, deren Ende durch einen Gummibeutel verschlossen ist, 
Dies(»r Beutel, oder richtiger sein«» Gummimasse, ropräsentirt jetzt das 
Dielektricura. 

Man denke si(;h zunächst den Beutel sowie di«^ Glaskugel (deren obere 
Öffnung lediglich d«azu dient, der Luft hiebei einen Ausweg zu gestatten) 
mit Wasser vollgefüllt; der Hahn C sei hiebei offen. Dann weixlen die 
beid(\n Manometer a und b (welclio zweien Elektreskopen entsprechen) 
gleichen Druck anzeigen. 

Nun werde der Hahn C geschlossen. Dann entspricht dies ein(»r un- 
geladenen Leydncrllasche, deren beide Belegungen von einander isolirt 
sind. Nun verbinden wir die linke Röhre vermittelst des Hahnes B mit 
oint^m grossen Gefässe (enb*pre(;hend der Verbindung der äusseren Be- 
legung der Flasche mit der Erde), dagegen die rechtx) Röhre durch den 
Hahn A mit (»iner Druckpumpe (innere Belegung der Leydenerflast^he 
mit einer Elektiisirmaschine). Hiedunih wird in den Gummibeutol eine 
Quantität Wass«»r ge[)resst, der Beutel ausged(»hnt, und so eine genau 
gleiche Quantität Wasser aus B hinausgepn^sst. Di(»s geschieht so lange, 
bis die elastis('h(^ Kra(t des Gunmii beuteis, die ihn in seine ursprüngliche 
Fonn zurückzubririiren sucht, an Grösse d(»r hvdraulischen Kraft der 
Dnu'kpumpe glci(Oi geworden ist (entsprechend der Glei(!hheit des PotcMitials 
der Tjeydenei flansche mit dem des Conduc^tors der Elektrisirmaschine). 

2G* 
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Sperrt man jetzt die flähno A und B ab, so stellt dies eine geladene 
Loydnertlasolio dar, deren beide Belngungon isolirt sind. Hiebei wird 
das Niveau im .Manonu^ter b uo(.*]i immer die anfängliche Stellung ein- 
nehmen, die als Nullstt^llung bezeichnet werden soll, hingegen wird im 
Manometer a das Niveau gestiegen s(»in. Ein Ausgleich (die Entladung) 
wird erfolgen, sobald der Hahn C geöffnet wird. Wenn hiebei der Wider- 
stand, den das Wasser beim Hiudurohgange durch C findet, nicht zu 
gross ist, so wird nach dem Ausgleiche die Wassermasse noch hin und 
her schwanken (oscillatorisehe Entladung). Ein der disruptivon Entladung 
analoger Ausgleich wird eintreten, wenn entweder der Hahn C zu schwach 
oder die Elastieitiitsgrenze des Gummibeutels zu niedrig ist im Verhältnis 
zum Druck der Pumpe. Auch das Phänomen, das bei abwechselnder 
Verbindung der beiden Belegungen einer Leydnerflasche mit der Ei*de 
eintritt, lässt sich dadurch nachahmen, dass man abwechselnd einen der 
beiden Hähne A und B schliesst und hiebei durch den andern die Gom- 
muni(?ation mit einem grossi^n Gefässo hei'stellt. 

Noch sei bemerkt, dass die ausgestellten Modelle in einigen unwesent- 
lichen Punkten von den hi(»r scizzirten abweichen. 

(0. Lodge.) 

296 Apparate zur hydromeehanischen Versinnlichung der elektrisehcn und 
magfnetischen Erscheinungen, von Prof. C. A. Bjerknes, Universität 
Christiania. 

Die Apparate teilen sich in drei Gruppen. 

Die 1. Gruppe dient zur Darstellung jener Erscheinungen, welche in 
Flüssigkeiten ohne Dazuthun der inneren Reibung dei-selben zustand«^ 
kommen. Hiebei sind b(»sonders jene scheinbaren Ferne Wirkungen b<>- 
rücksichtigt, welche den süitisch-elc'ktrischen und den magnetisch«^n Fern- 
wirkungen invei-s analog sind. 

Di(^ 11. Gh'uppe bezweckt die Darstellung solcher Erscheinungen, 
welche in Flüssigkeiten dur(;h die innere Reibung derselben zustande 
kommen, mit specielh»r Berücksichtigung solcher, welche den elektro- 
dynamischen Phänomenen invers analog sind. (Anzi(»hung und Ab- 
stossung von Stromleitt»ni.) 

Di(^ HL Gruppe enthält eine Rf»ihe von Appai*at4»n, welche zur Dar- 
stellung von flüssigkeitsähnlichen Medien und d(*r Ei"scheinungen, welche 
in solchen auftreten können, dien(*n. 

Eine Reihe von Karten und Zeichnungen dient zur näheren Er- 
läuterung der Construction und Wirkungsweise der Apparate. 

Bezüglich der Litteratur zu den Bjerknes'sc^hen Untei-suchungen sei 
vor allem auf die fortlaufenden Berichte von Bjerknes in den „Forhand- 
linger i Videnskabssolskabet i Christiania^' und den „Forhandlinger vod 
de Skandinaviske Natu rforsk eres möder'^ verwi(».sen, insbesondtu-e auf die 
ausführiichercn Aufsätze aus den Jahren 1863, 68, 71, 75, 77, 80; — 
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ferner auf Berichte in den „Göttinger Nachrichten" 1873, 74, 76, 77; 
— Noten in den „Comptes rondus des soances de l'Acad. d. sc ", de la 
„Societe de Physique'S Paris; dem „Journal de Physique", den „Annales 
Phys. et Chim.", dem „Lumiore elect." aus den Jahren 1877, 79, 80, 82, 
83; — Aufsätze in „Nature" und „Engegneering" 1882, 83; auf die 
Untersuchungen in den ,,Aota Mathematica" 1883; — auf die ausführ- 
lichere Zusammenstellung in der Zeitschrift „Lotos", Prag (abgedruckt in 
Exner's „Repertorium der Physik'^) 1883; — sowie endlich auf die an- 
lässlioh des „Congres international des Electriciens" 1889 zu Paris ver- 
öffentlichten Darlegungen. 

(C. A. Bjerknes.) 

297 Apparat zur ineehaDisehen Yersinnliehungr des Verhaltens ziveier 

elektrischer Ströme (BIcycle) von Prof. L. Boltzmann, Univ. München. 

Nach Maxwell sind zur Versinnlichung des Zusammenwirkens zweier 

elektrischer Ströme zwei Antriebspunkte (driving points) notwendig, die 

sich mit von einander unabhängigen Geschwindigkeiten u und v bewegen ; 

letztere entsprechen den Stromstärken beidei; Stromkreise. Ausserdem 

müssen noch beliebige Massen vorhanden sein. Die Geschwindigkeit w 

irgend einer Masse m ist eine homogene lineare Function der beiden 

Stromstärken, also gleich 

au + bv. 

Die Bowegungsgleichungen für die beiden Antriebspunkte sind dann iden- 
tisch mit den Gleichungen, durch welche die wechselseitige Induction 
zweier elektrischer Ströme ausgedrückt wird. J ilma' respective J Xmb' 
spielen die Rolle der Selbstinductionscoöfficienton der beiden Stromkreise. 
Smab ist der wechselseitige Inductionscoefficient. 

Der erste Apparat, an welchem diese Bedingungen mechanisch reali- 
sirt wurden •), ist von Maxwell selbst angegebeu und befindet sich im 
Cavendish laboratory in Cambridge. 

Auf einer Axe (1) (Figur 1 stellt den Durchschnitt dar), deren eines 
Endo eine Kurbel, deren anderes einen Zeiger trägt, sind 2 andere Axen 
(2) und (3) aufgesteckt. Die Axen (1) und (3) tragen conische Räder 
die Axe (2) einen Querstab an dessen einem Ende ein Gewicht 
an einer beliebigen Stelle festgeklemmt werden kann, während das 
andere ein drittes (ionisches Rad trägt, das gleichzeitig in die beiden ersten 
eingreift. Ist u die Winkelgeschwindigkeit der Axe (l), v die der Axe 
(2), so ist die Geschwindigkeit der Masse C in der That gleich a (u + v), 
wenn a die doppelte Distanz der Masse C von der Drehaxe vorstellt. 

Dieses Modell zeigt bloss die Induction, welche eine Veränderung der 
einen Stromstärke u auf die andere v ausübt, sowie deren Abhängigkeit 
vom wechselseitigen Inductidnscoefficienten, d. h. von der Distanz der 

•) Ich lernte denselben selbst erst vor kurzer Zeit kennen, und er dürfte 
hier zum ei'sten Male beschrieben sein 
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Masse C von der Drehaxe. Da jedoch diese Distanz während der Be- 
wegung nicht verändert werden kann, so kann die Induotion durch Be- 
wegung der Stromkreis!^ im Kaumc, also durch Veränderung des weclisol- 
seitigen Inductionscoefficienten ebensowenig denionstrirt worden, als die 
Wirkung der pondoromotorischen Kräfte. 
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Kg. 1. 

Um alle diese Erscheinungen zeigen zu können, muss mit jeder der Axen 
eine Masse verbunden wei*den, deren Distanz von der Drehaxe während 
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Fiff. 2. 

der Bewegung verändert w(»rden kann. Dies ist an dem ausgestellton 
Apparat (No. 297) in folgender Weise realisirt : Die 3 Röhren (1), (2), (3), 
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welche genau wie beim MaxwelFschen Apparat durch oouische Zahnräder 
so verbunden sind, dass die Winkelgoschwindij^keit der mittleren Röhre 
da£ arithmetische Mittel der Winkolgesohwindigkoiteu der beiden äusseren 
sein muss, sind hintereinander auf eine fixe verticale Röhre (4) (Fi^^ur 2) 
aufgesteckt. In der Figur ist nur die obere Röhre (1) und ein kleiner 
Teil der mittlen^ sichtbar. Die Kurbel ist nicht dire(^t an der oberen 
Röhre befe.stigt, sondern letztere ist mittelst einer Schnur mit einer zwei- 
ten Axe verkuppelt, welche die Kurbel trägt. In gleicher Weise ist auch 
die untere Röhre drehbar, und es kann gedreht werden; 1. die obere 
Röhre allein, 2 obere und untere Röhre in gleichem Sinn, 3. obere und 
untere Röhre in entgegengesetztem Sinn. In der Röhre (4) steckt nun 
ein Stab (5), welcher durch passende Zapfen einen Ring (6) trägt, der 
die Röhre (4) umschliesst. Letztere hat natürlich Schlitze, in denen sich 
die Zapfen bewegen können. Ein zweiter Ring (7) umschliesst den Ring 
(6), liegt aber noch immer innerhalb der Röhre (1). Ein am Ringe (7) 
l>efestigter Zapfen (8) ragt jedoch durch einen Schlitz der Röhre (1) aus 
dieser hervor. Dank dieser Vorrichtung kann während der Rotation der 
Röhre (1) der Zapfen (8) mittelst des Stabes (5) ohne Störung der Rota- 
tion auf- und abbewegt werden. Hierdurch aber wird die Distanz zweier 
Gewichte von der Drehaxe in folgvnder Weise regulirt: Der Zapfen (8) 
und ein mit der Röhre (1) fest verbundener Zapfen (9) sind die beiden 
vis-ä-vis liegenden Gelenke einer Parallelogrammfühnmg, deren Enden 
jene beiden Gewichte tragen, genau so wie beim Centrifugalregulator einer 
Dampfmaschine. (^Vorgl. Figur 3.) 
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Fig. 3. 




Eine vollkommen analoge, an d<!rselb(»n Stange befestigte Vorrichtung 
befin<let sich an den Röhren (2) und (3). Die an der Röhre (3) befind- 
liche i.st identisch gebaut. Dagegen hat die an der Röhre (2) befindliche 
folgende zwei Unterschiede: 1. sie tragt viermal so grosse Gewi('ht.e; 
2. dio Gewichte nähern sich der Axe, sobald die der anderen Parallelo- 
gramniführungen sich von der Axe entfernen, und umgekehrt. Letzteres 
wird dadurch bewirkt, dass die Gewichte von Armen getragen werden, 
welche nicht die Fortsetzung der Arme der Scharniere bilden, sondern 
auf letzteren senkrecht stehen. (Siehe Figur 4."^ Dun'h Auf- und Ab- 
schieben des Stabes (5) kann während der Bewegung ohne Veränderung 
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der SolbstinduotionscoefficioDten der wec^hselseitigo lnductioo8coeffi(*ieDt 
geändert werden. Daher können alle Erscheinungen der Induction durch 
Bewegung demonstrirt werden, sobald man die obere Rühre in oonstanter 
Rotation erhält und dabei den Stab (5) aufwärts oder abwäi-ts bewogt 
Den ponderomotorischen Kräften analog sind die Ki*äfte, welche auf den 
Stab (5) wirken, wenn die beiden Röhren (1) und (3) oiit^vedor im gleichen 
oder im entgegengesetzten Sinne gedreht werden. Näheres hierüber, so- 
wie über einen zum selben Zwecke dienenden Apparat Loi*d Rayleigh's 
siehe Boltzmann's Vorlesungen über MaxweWs Theorie der Elektricität 

und des Lichtes, Barth 1891, 6. Vorlesung. 

(L. Boltzmann.) 

298 Zwei Modelle zur Darstellung elektrischer SeliwinguDgen and 
magnetiseber Kraftlinien im Umkreis von Solenolden. Nach Angaben 
von Professor M. Möller, ausgeführt durch den Aussteller 0. Günther, 
Mechaniker der teehn. Hochschule zu Braunschweig. 

Beschreibung der Modelle. 

Das erste Modell zeigt die im Umkreise eines einzelnen Solenoid- 
Ringes entstehenden Bewegungszustände ; dasselbe dient auch zur Er- 
klärung der magnetischen Al)stos8ung entgegengesetzt verlaufender Ströme. 

Das zweite Modell bietet die im Umkreise von zwei Solenoid-Ringen 
entstehenden Bewegungszustände; dasselbe dient auch zur Erklärung der 
magnetischen Anziehung parallel und in gleichem Sinne verlaufender 
elektrischer Ströme. 

Im Grundriss, Querschnitt wie Längenschnitt zeigen die Modelle die 
im Umkreise und in der Nachbai-schaft elektnscher Ströme (hier Kreis- 
ströme) statthabenden elektrischen Drehschwingungen (^ , die Gestalt 

der Schwingungsflächen und die Gestalt der dazu senkrecht stehenden 
Kraftlinien, bezw. Kraftflächen. 

Die Conatriiction der Schwingungsflächen geschah durch Coustruction 
der Tangentialflächen der Schwinguugs])ewegung für beliebig viele Punkte 
im Raum. Dabei wurden die von den einzelnen Punkten der Drähte 
ausgehenden Antriebe nach Richtung, Grösse und Drehsinn zu einer re- 
sultirenden Bewegung zusammengesetzt. In zweiUr Reihe sind die Krafl:- 
flächen normal zu jenen Schwingungsflaclieu gezeichnet. — Nachtriiglich 
im elektrotechnischen Ijaboratoiium der Hoclischule zu Braunschweig aus- 
geführte praktische Versuche zeigten die genaue Übereinstimmung der 
mittelst Eisenfei Ispähnen sichtbar gemachten Linien mit den Ergel)ni.ssen 
der Coustruction. 

/^ Die wie neben gezeichneten, mit Pfeilen versehenen Kreise geben 
^— ^ den Ihelisiun der Schwingungen des Äthers an, welche Dreh- 
schwingungen (nicht Wirbel) im Äther entstehen, wenn seitlich davon ein 
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elektrischer Strom auftritt, dessen elemeütarc Bewegungen als forteilende 
Wellen erkannt sind. 

Es ergibt sich, wie weiter gezeigt wird, nahe dem Centrum eine Ver- 
mindening des statischen Athcrdruckes. Orte verminderten, also 
schwächeren statischen Ät^iordrucks, verminderter Ätherdichte, sind in 
heller Färbung gehalten. 

Der Gosamtdruck im Äther zerfällt in den statischen Druck und den 
dynamischen Druck, d. h. den Druck der Wellen beziehungsw. deren 
Schwingungen. 

Mognetiache Anziehung ergibt sich , wenn zwischen zwei Punkten 
A und B die Summe des statischen und des dynamischen Drucks kleiner 
ist als ausserhalb A und B. 

S^ -► A# <— Su — ► #8 <- Si Su < Si 

Magnetische Abstossung tritt dort auf. wo zwischen zwei Punkten 
A und B die Summe S^ aus dem statischen und dem dynamischen 
Druck grösser ist als die Summe S^ ausserhalb A und B. 

Si — ► ©A <- Sil -> ©B ^ Si Sa > Si 

Modell I zeigt die zwischen gegenüberliegenden Kingelementen, d. h. 
zwischen entgegen gerichteten Stromteilen bestehende Abstossung. Hier 
ist im Mittelpunkt des Kinges der statische Dmck ungeschwächt ; dazu 
tritt in der Ringebone der dynamische Druck, so dass ein Überdruck 
entsteht, 

Modell 11 zeigt die zwischen gleich gerichteten Strömen bestehende 
Anziehung, als Folge verminderten statischen und geringen dynamischen 
Drucks zwischen den sich anziehenden Hingelementen. Für den neutralen 
Punkt X ist letzterer sogar gleich Null. 

Theorie. 

Das Buch: Räumliches Wirken und Wesen der Elekfricität und des 
Magnetismus von M. Möller — mit 3 Tafeln und 8 Figuren — Preis 
M. 3.50 — Verlag von Manz <fc Lange y Hannover -Linden bietet Ab- 
leitung und Erklärung der an den Modellen dargestellten Vorgänge. — 
Hier sei nur Folgendes erwähnt: 

Es ist zweckmässig, ja notwendig, den Vereuch zu wagen, die ge- 
wöhnlichen, für Flüssigkeiten erkannten Bewegungsgesetze, soweit sie sich 
verallgemeinern lassen , auch auf die Bewegung des Äthei-s anzuwenden. 
— Es ergibt sich al.sdaun eine interessante Pei-spective von Erkenntnissen 
über das Wesen der elektrischen und magnetischen Erscheinungen. Kurz 
mitgeteilt, sind folgende Punkte von Bedeutung: 

1. Ausser der Wärmebeweguug, welche zuglcMch lli-sache aller 
materiellen Druckarten, und deren Wechsel, z. B. auch Träger der Schall- 
wellen ist, besteht im Weltall eine ätherische Bewegung; das ist eine 
Bewegung höhei'er, feinerer Art. 
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2. Wie die chaotische Grundbewej^uDg der Materie, die Wanne, den 
niatenelb'a Dru(*k, d. h. d«'n molekularen Druck, z. B. den Luftdruck 
erzeugt oder bedingt, so ist die chaotische ätherische Grundbewegung 
Ursache eines statischem Atheidrucks. 

3. Alle elektrischen und magnetischen Erscheinungen sind dem Schall 
und seinen mechanischen Wirkungen verwandt, sie sind der Ausdruck 
von Schwingungsei"scheinungen ätherischer Art, d. h. eines Wechsels im 
Ätherdruck. 

4. In einem geschlossenen Gefäss erzeugte Wellen bedingen eine Ver- 
mehrung des Drucks in dem das Gefäss erfüllenden ebistischen Mittel. 

5. Die Druckwirkung der Wellen ist eine dynamische; sie tritt nicht 
nach allen Seiten gleichmässig auf, wie statischer Druck, sondern nur 
zumal oder einzig nur in Richtung der Schwingung. 

6. Wellen erzeugen durch die Schwingung eine Polarisation des 
Drucks ; d. h. es heri-scht in Richtung der Schwingung die Gesamtsumme 
aus statischem und dynamischem Druck, quer dazu einzig oder fast nur 
statischer Druck. 

7. Von höchster Wichtigkeit ist das Studium der bei Ausbreitung von 
Wellen statthabenden Vorgänge. Hier treten Erscheinungen ein, welche 
den bei Ausbreitung von Flüssigkeits- Strömungen in couischeu RÖhi*en 
sich ergebenden Erscheinungen verwandt sind. Nach aussen hin tritt im 
äusseren Rohrteil an Stelle des dynamischen Drucks ein Zuwachs AP ai^ 
statischem Dmck. 



desgl. : 



P -f ZIaP ~~^ — --__ p^ p + Ap 

Der grössere statische Druck findet sich dort, wo die Bewegung bezw. 
Stn'imung oder Schwingung am kleinsten ist, das heisst in dem weiteren 
Rohrquorschnitt, oder verallgemeinert, entfernt vom Centrum. 

8. Es ist Aufgabe des theoretischen Studiums, alle zwischen statischem 
und dynamischem Druck der Wellen bestehenden Beziehungen zu be- 
trachten, bezw. aufzußnden .\lle Naturkräfte lassen sich auf das Zu- 
sammenwirken der statischen und dynamischen Druckarten verschiedener 
Oidnung zumckführen. 

9. Von einem Oeutrum radial ausstrahlende Energie oder Schwingung 
retlectirt an den unendlichen Massen entferntester Kugelschalen und ver- 
mag daher nur im Moment einer Steigerung d(»r Energie am Centrum 
von diesem aus radial in den Raum hinaus zu entweichen. Aus diesem 
Grunde isolirt der mit freier iltherisch(»r Bewegung erfüllte Raum als- 
bald, während im Moment einer Spannungsänderung Elektricität aus 
einem Draht normal in den Raum hinaus entweicht. — Näheres vergl. 
das angezogene Buch. (m. MöUer.) 
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Dritter Abschnitt. Verschiedene technische Anwendungen. 

T, Geodätische, nuu tische und meteorologische 
Instrumente. 

299 Loirarltliiuisvlier TKchjinetor, von Tiohy & Oü; ausgestellt vou dem 
uiat]i.-m'3ch. luRtitut von A. Ott, Kempten. 

Den wii;htig!«tpn Ti'il dieser zumeist auf Präeisions-Tachynietrie ab- 
zielenden ueu coiislmirteii UiiiverKalioBtrumente bildet der bereits 1878 
von Ingenieur A. Ticky erfundene lognriMiniitH:ho Entfernungsmesser in 
sdner neuesten Fenn. 

Bio Neuerung' besteht darin, doss, während bisher das Fernrohr mit 
einem OiMilar-Fikr-Sehrauben-MikrouiettT versehen sein mnsste, um die 
o|itisch gemessene Enttnmutig in Forjn des viemtfUigen ;;eineinen Iioga- 
rithuiuB zu erlangen, bei der ni'u.'sti'ii Construction das obenerwähnte Mikro- 
meter entbehrlich ivird, und zwar durch folgende Einrichtung: 




Fig. 1. 

Fig. 1 stellt das mit dem Fadennotze besi>aDnte Oesiuhtsfeld eines 
Tlieudiilith- Fernrohres mit astronoinisehem Oeular dar, dessen optische 
Kraft zu einer 25 bis 30maligen Vergrösaernng gut hinreichen muBS. 

Der Faden ad ist horizontal, be unter einem "Winkel von 1" 18' 16" 
gef;i'n ad geneigt in der Praxis darf dieser Neigungswinkel, ohne einen 
merklichen Fehler zu venii'swihen, um + 10" ungenau heiii. a ist der 
Nullpunkt des Fadeunotzrs hinsichtlich der Entfern ungsrni-ssnng. Der 
Abstand ab entspricht der Censtaiiten 100 naeh Beickenbttch'^n'UtT Deb- 
nitiou und es ist ab = ad. Die 11 Vortii'alfadi-n, wovon der initfleii! 
auffallend dünner ist als alle übrigi'n, haben unter einander gleiche Ab- 
stände und kn-iiz<-n rechtwinklig mit dem Faden ad, auf weli.'hen das 

Ijlielieiisysti'm di's Instnimenles bezugen ist Ferner ist 't[ — sb — .„ qo, = ; 
d h. cd ist Ulli rlüo Wert einer logaiitlLniiscIien Einheit di.T zweiten 
Decimalstelle kleiner als ab. 
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Die logarithmischp Lattenteihing (Fig. S) hat ain oberen Endo eine 
horizontale Nullmarke, welche um den Wert der additioneilen Constanten c 
teilungoinwärts gerückt ist. Von hier an sind 10 c^m — c uiig(jt*'iU 
und dann beginnt die Scnla von Einheit zu Einheit der zweiten logarith- 
misc^hen De<!imalsttdle des MetiM'masses in Form von schwarz mit weiss 
abwechselnden schiefen Feldeni, den»n N<'igung joncr (h?s Fadens be ent- 
spricht. Die noch messbare grüsst«* EntfcM-nung ist .durch die Lattenlmjge 
begrenzt und reicht boi d«»n üblichen dr<*i Kategorien bis 200, 250 und 300 m. 

Winl der horizontale Faden ad auf die Nullmarke der fix und vertical 
stehenden I^tte derart eingestellt dass d(»r verticale Faden ab die Mittel- 
linie dockt, so muss der schiefe Faden bc (eine unpassende, d. h. zu 
kleine, oder zu grosse Entfernung ausg(»schlossen) irgendwo zwischen 
zwei Marken am Bilde der logarithmisinn^n Lattenteilung zu li(»gen kommen 
und der Bcobat-hter hat nur nudir die Einstellschraube der Alhidade des 
Horizontal kreises in der Richtung des Pfeil«»s (Fig. 1) solange wirken zu 
lassen, bis der schiefe Faden die nächst innr»n» Marke genau ermcht, 
während der Horizontalfaden der Höhe nach unv«»rändert auf die Null- 
marke gerichtet bleibt, insofern das Instrument horizontirt war und 
und die in Anwendung gekommene Einstellschraube durch ihre Bewegung 
den Stand d(M- V(M*ticalaxe des Instrumentes nicht im geringsten beun- 
ruhigt. Ist die Einstellung des schief(»n Fadens in der angi^gebenen Weis«* 
bewirkt, so hat man na(*hzuseh(ui , um weh^hf»s Mass sich der Vertical- 
faden ab von der Mittellinie des Ijatt<»nbildes nach links entfernt hat. 
Die ei-sten 2 Stcdlen vom IjOgarithmus der Entf(»rnung sind die vom 
schiefen Faden durchschnittenen beiden Ziffern, welche an der Latte g(^- 
schrir»ben stehen, die dritte Sttdle winl an ihm zwischen ab und der 
lAttenmitte in Voi*schein g(*kommenen Verticalfädeu ausgezählt und die 
vierte ergibt sich durch Zehntelschätzung zwischen der Latteumitte und 
dem links nächstst(Oienden Vertiialfaden. 

Dieses vom Ingenieur Tichy unter dem Namen „rfer optische Mewkeü'^ 
eingeführt«^ Princip ist einer ungemein g(?naueu Pointining der Latten- 
teilung sehr günstig*). 

Schon aus Rücksicht darauf, dass das Schadhaftwerden auch nur eines 
einzigen Fadens gleichbedeutend wäre mit dem Zugruudegehen des ganzen 
Netzes hat man sich bei der Ausfühnmg anstatt der Spinnenfäden für 
die Anwendung eines Glasmikrometei*s mit eingeritztem Netz entschieden, 
wodurch t»s auch möglich geworden ist, den optischen Messkinl so aus- 
zugestalten, wie dies in Fig. 2 dargestellt ist. 



*) Nebst Voraussetzung nonnaler atmosphäris(-her Verhälbiisse hängt d»?r in 
der Praxis errei<*hbare Genauigkeitsgrad von nichts so sehr ab, als von dem Geübt- 
sein des Beobachtei-s im schart(*n Einstellen der beiden Fäden des optischen K^Mles 
auf die Marken der Ijattenteilung und (»s eireicht (M*fahningsgemäss der wohlgeubte 

Beobachter gar nicht schwer den G(*nauigkeitsgrad von -r .^^_ bis +t.u;>; diT ge 

4000 oOOO 

messcuen Entfernung. 
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Die Latte ist in "^f" Form construirt. Behufs der sehr notwendigen 
Fixirimg und genauer Vei-ticalstellung ist die Latte mit stativfussalinliehen 
Stützstreb« 'n und mit Kreuzlibellen versehen. 

Der normale Taeh ymeter-Tlxeodolith 

hat «»in durchschlagbares Fernrohr und liefert eine 30 malige Vergrössenmg. 
Das Fädennetz ist nach Fig. 2 auf einem 0,2 mm dicken Planglase ein- 
geritzt und entspricht der Coustanten 100. Der schiefe Faden setzt nach 
bersclireitung des Puukt(»s c ab und ist sodann nach Ma.ssgabe der vollen 
Constanten 100 horizontal fortgesc^tzt. Diese Foitsetzimg dient zu allen- 
fallsigem Gebrauch«^ nach Keiciienbachs Methode. 

Das Instrument hat eijien repetireuden Horizontalkreis von 15 cm und 
einen Vertical- Bogen von 13 cm Teiluugsdurchmesser. Die Winkelteilung 
ist zwar nach 360 gradigem System , jedoch mit decimaler Unterteilung 
des Grades ausg(»führt. Die Ablesung geschieht sowohl am Horizontal- 
kreist\ als am Höhf»nbogen mit nur je einem kleinen Mikroskope, in 
dessen Bildebene auf ein(»m Glasmikrometer durch eingeritzte Striche ein 
Gradintervall in Zehntel geteilt ist, so dass in dem durch diese Unter- 
teilung entstehend(»n , scheinbar 2 mm breiten Z(>hntelgrad-Intervall eine 
ganz zuverlässige Lesung des stehenden Hundertelgrades durch Ocidar- 
schätzung ermöglicht ist. Jeder dritte Gradstri(;h, der bloss auf ganze 
Grade ausgeführten Teilung am Limbus ist beziffert und da reichlich 
4 Gradintervalle in das Gesichtsfeld des Mikroskopes fallen, so ist auch 
die Beziffenmg stets im Mikmskope direct ablesbar. 

Die Bezifferung der Winkelteilung des Verticalbogens ist so angeoixlnet, 
dass (»iner auf i\on Horizontalfaden des Fernrohres bezogiMien horizontalen 
Visur bei (Mnspielender Blase der Alhidadenlibelle d(*s Verticalbogens die 
Lesung 0" am langen indexstrich des Mikroskopes entspricht. Von dieser 
Nullstellung aus ist der zum Vollkreise <»rgänzt gt^dachte Bogen in eiiie^n 
Sinno bis 360^ beziffert, und zwar so, dass die Txjsungen 0^ bis 45® den 
Höhenwinkoln, di(? Lesung 315'^ bis 360*^ den Tiefenwinkeln entsprechen. 

Paralli'l zur Gradt(»ilung des Höhenbogens und dereelben direct cor- 
spondirend ist auch noch «üne logarithmisch«^ Teilurjg, vom Nullpunkte 
b(»iderseits aufgetragen. Dieselbe liefert das ElennMit a zur Redu(?tion 
der logaiithmisch gemess(»nen schiefen Distanz auf den Horizont und ist 
nach der Formel 

^ ^ ^^^ (^cöi^^a (1 +l),Ortang~a)j 

construirt, worin a den Neigungswinkel dor auf den Horizontalfaden be- 
zogenen, nach dem Nullpunkte der veitical stehenden I^tte gt^richteteu 
Visur d(»s Fernrohres bedeutet. Die I^'sung dies«^r logarith mischen Teilung 
geschieht am Indexstrich des fix stehenden Mikroskopes, da dieselbe samt 
ihrer Bezifferung in dasselbe Gesichtsfeld wit» die Gradteilung fällt. Sie 
gibt an, wieviel logarithmiscilie Einheiten der vierten Decimalstelle von 



•^ 



Fig. 8. 
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der Lattenlosung jew(3ilig abzuziehen sind, um als liest den Logarithmus 
der horizontalen Eutferuung zu erhalten. Von O nach beidt-n Seiten sind 
die ersten 10 Einheiten direcrt aufgetragen, dann weiter Kinheiten der 
dritten Stelle, in deren Litervaneii jene der vierten Stelle durch Zehntel- 
sehätzung erlangt wcrdt^n. So oft, als i's sich nicht zugleich auch um 
die Bestimmung von Höhenuntei-sehieden handelt, braucht der Veiücal- 
winkel behufs Reduction der schiefen Entfernung auf den Horizont gar 
nicht abgeles(»n zu weixien und wird die Berechnung der horizontalen 
Entfernung eine übeiTaschend einfachi», da sie sich lediglich auf die Sub- 
traction der beiden Beobaehtungselemente und eventuell schliesslich auf 
das Aushebt»n der Zahl zum Logarithmus in einer viei-stelligeu Logaritlimen- 
tafeln bescliränkt. NVoil bei einem solchen Instrumente auf eine exacte 
Axenrotatiou ungemein viel ankommt, so ist dasselbe nicht blos mit ganz 
ungewöhnlich langen Verticalaxen construirt, sondem auch uo(;h mit einigten 
neuartigen Klemm- und Eiustell Vorrichtungen bedacht 

Das Libellcnsystem des Instrumentes besteht aus einer zur optischen 
Axe parallel corrigirbaren grossen und einer ebenfalls mit dem Femrohr 
fix v(»rbundeuen, j(»doch wieder zu dessen Horizoutalaxe parallel corrigir- 
baren klcunen Reveisionsli belle, weh^he zugleich zur ersten Horizontirung 
des Instnimentes dient, dann aus einer gewöhnliehen Libelle an der Alhidade 
des Höhenbogens, welclie jedesmal unmittelbar vor dem Ablesen des 
Bogens zum Einspielen gebracht werden soll. 

Zum Zwecke der Beseitigung des Collimationsfeblers ist das Objectiv 
durch Stutwäi-tsi-ückimg corrigirbai* eingerichtet. Da der Excentricitäts- 
fehler des Horizontalkreis(»s unter 24" gebracht werden kann, so ist die 
(nnfache Ablesung am Horizontalkreiso gereclitfertigt. 

Der Tachymeter- Theodolith mit diametralen Schrauben- 
mikroskopen 
ist nach denselben Hauptgnuidsiitzen constniirt, wie der vorher bescliriebene. 
nur mit jenen Untei-schieden, wie soh;he di(» Prätension von 0,001-^ be- 
züglic^h Feinheit der Winkelmessung erheischt. 

Als {zugehöriges) Bureau-Instrument dient der neu erfundene 
Auf tragapparat (Fig. 4) samt eigens dazu constniiiiem Arbeitstis<-h. 

Diesi»s Instrument dient zur maschinellen Auftragung der am Felde 
nach iler Polarmethode tachymetrisch aufgenommenen Detailpunkte auf 
den Plan von den voiher im Constnictionswege aufgetragenen Instnimenten- 
Standpunkt(Mi aus, über welchen der Auftragapparat centriseh aufziLstellen 
kommt, um sonach nach den im Feldmanuale eingeschriebenen Richtungs- 
winkeln und horizrmtalen Entfernung<Mi die Detailpunkte zu markiren. 

Die Constmction beruht auf dem Princip, da.ss ein mit seiner Mantel- 
linie auf eine horizontale starre Ebene gelegter regelrtM-liter Kegel, in 
wälzende Bew(*gung vei'setzt. einen genauen Kreis beschi*eiben muss. In 
der vorliegenden constructiven Anordnung sind 3 identische abgestutzte 
Kegel, jeder hi einem eigenen Rahmen zwischen 2 mit Gegenmuttern 
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vei-soheiioii Spitzschrauben axial und con-igirbar gehalten, in oincni ge- 
nioinsamen grossen Hauptrahmon golonkig und dorart montirt, dass die 
3 Kegolaxen um ungefähr je 120^ in ihrer horizontalen Projoction aus- 
einander stehen und sich in einem Punkte am Plane, d(»m „Pol" des 
Instrumentes genau schneiden. Infolge dessen muss der »»xaet rectifieirte 
Apparat (konstant um df»n Pol rotiren » ohne dass es notwendig ist, den- 
selben, wie dies bei anderen bekannten Construetionen geschieht, au den 
Pol mechanisch festzunageln. 

Zum Auftragen der Entfernungen und zugleicih als Fühmngshebel zur 
Handhabung der rotirenden Bewegung, sowie als Mittel zur Hemmung 
derselben dient ein reichlich 30 cm langes schweres lineal, welches am 
Hauptrahmen gelenkig, mit seitlicher CoiTcction zwischen 2 Spitzschrauben 
derart eingehäugt ist, dass die Piquirnadel des am Lineale in Falz und 
Nuth laufenden Indexsi^hiebei-s ungehindert bis in den Pol, ja selbst noch 
ein wenig über dic^sen hinaus eingestellt wcTden kaun. Am Lineal ist 
einei"seits der Nuth eine Millim(»tei*teilung, anderseits eine der letzteren 
corresi)ondirende logarithmische Läugenteilung angebracht. Der Index- 
schieber trägt einers(Mts einen Nonius von 10:9 desst'u Nullstrich nm;h 
der anderen Seite hin ganz durchgezogen ist, um zugleich zur Eiustelluug 
auf die logaritlmiische Scala zu dieueu. 

Zum Einstellen der Richtungswinkel dient ein zart ausgeformter 
.Speichenkreis von 18 cm Durciimesser, welcher eine Stiniteilung auf 100 
glei(-he Teile trägt. Die Axe dieses Kn'is(»s ist mit einem fixen Rotations- 
scheibch(ni versehen und das Ganze in einem eigenen Rahmen aber- 
mals zwischen Sjjitzsch rauben c^orrigirbar gehalten.' Dieser Rahmen ist 
wieder mittolst eines Spitzschraubenjjaares am llauptralimen gelenkig 
und di^mii anmontirt, dass das Rotationssdunbchen auf den im negativen 
Siime abgedreiiten Absatz des in der verlängerten Richtungslinie des 
Lineals liegcniden Kegels zu ruhen kommt, währtuid der Kreis \ibf»r den 
Kegel frei hinausragt. Das Scheibchen hat die Aufgabe, die Wälzung des 
Kegels auf den geteilten Kreis zu übertragen und ist im Verhältnis zum 
Kegel so dimensionirt, dass es sich samt dem Kreise 3,6 mal unuheheu 
muss, während der Gesamtap[)arat cMncn volliMi Kreis um den Pol lu^min 
beschreibt, wodurch ein Teilungs-Intervall am Kreise genau den Wert 
(»ines Grades erlangt. Da der Umdrehungskörptn*, worauf das Sch(»ibehen 
ruht, ein Kegel ist, so muss der Winkelindicator durch Correction in (l»»r 
Riciitung seiner eigenen Rotationsaxe genau auf 360,00" justirbar sein. 

Wiixl das Lineal am äussin-en Endo erfasst und ein wenig gehoben, so 

kann damit der Apjiarat im Kreise giuhf^ht werden. Diese Bewegung 

erscheint sofort geluMumt, als man das Lineal in dem Momente, wo d«'r 

Winkelindicator das v(»rlangte Gradmass zeigt, auf den Plan sinken lilsst. 

Damit die führende Hand keincMi scliädli<'hen Zug oder Schub in radialer 

Ri(;htung üben könne, ist das äussere JJni^alende mit (»inem gelenkigen 

Handhabebügel versehen. 

(Tichy.) 
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300 HimmelBabr uach Geh. R. Prof. Reuleaux, techoische Hochschule Berlin- 
Charlottenburg. 

301 Zwei Ih*omo8kope, von Garbioh und von Pauoo^r, zur Berechnung der 
Compassdeviation. Ausgestellt von der Seewarte Hamburo, Direotor Geh. 
Adm.-Rat Neumayer. 

302 Apparate zur Umwandlnng der Kurse; Spbttrogramm von Tolberg; 
l^avispb^re von Kap. De Magnao. Ausgestellt von der Seewarte Hamburg, 

Director Geh. Adm.-Rat Neumayer. 

303 Meteorog^raph nach Neumajer. Ausgestellt von der Seewarte Hamburg« 

Director Geh. Adm.-Rat Neumayer 

Der Apparat dient zum Registriren von Meteoren und zarten Licht- 
erscheinungen, wie des Zodiakallichtes, am Himmel. 

304 Apparat zur Bestimmung der Höhe und Geschwindigkeit der Wolken, 

von Lieut. Gen. Strachey, London. 

Zur Bestimmung der Höhe von Wolken werden Photographien auf zwei 
Stationen gleichzeitig aufgenommen; zur Bestimmung der Geschwindigkeit 
aber auf derselben Station in Zwischenräumen von einigen Minuten. Der 
ausgestellte Apparat dient dazu, aus diesen Photographien die gewünschten 
Grössen zu ermitteln. 

Die Stationen A, B liegen im Park von Kew (wo sich die meteoro- 
logische Hauptstation Englands befindet) in einer Entfernung von 2400 Fuss. 

Ursprünglich waren die Camera's theodolitenartig aufgestellt, so dass die 
Axen beide auf denselben Punkt des Himmels gerichtet werden konnten. 
Bedeuten nun A und B die Azimuthe und Z«, Zb die Zenithentfernungen 
eines Punktes in einer Wolke, an den Stationen A und B bestimmt, ß 
die Entfernung der Stationen, D., Db die horizontalen Entfernungen der 
Stationen von dem Punkte, welcher senkrecht unter dem beobachteten 
Wolkenpunkte liegt, und H die Höhe der Wolke, so hat man 

„ a sinB Q sinA 



sin (A — B) tanZ. ^ sin{A — B) tan Zb * 

Zur raschen Berechnung dieser Worte dient der unter Nr. 15 (vergL pag. 
144) ausgestellte Hechenschieber. Derselbe enthält zwei nebeneinander 
liegende Schieber. Der feste Stab enthält dem oberen Schieber gegen- 
über eine Einteilung nach logsinus, gegenüber dem unteren aber nach 
den Logarithmen der Zahlen, und zwar steht dem log sin 90^ der Loga- 
rithmus der Basislänge, also log 9400 gegenüber. Der obere Schieber 
enthält die Logarithmen der sinus kleiner Winkel. Auf demselben ist 
ein Index I markirt, welcher dem log sin 5^ 44' 27" (» 9*00000) oder 
dem log sin 0^ 84' 23" (=» 8 00000) entspricht 

27 
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Der untere Schieber ist nach log tan Z eingeteilt; der als Index II 
markirte Punkt gibt log tan 45®. 

Zur Anwendung stellt man Index I auf den Winkel A der oberen 
festen Einteilung ein und den Index II auf den Winkel A — B des ersten 
Schiebers. Dem Index II gegenüber liest man dann auf der unteren 
Einteilung die Entfernung Db ab und dem Winkel Zb des zweiten Schiebers 
die Höhe der Wolke in Füssen. 

Hat man auf dieselbe Weise D« bestimmt, so kann man graphisch die 
Lage des Punktes A in der Horizontalebene bestimmen, welcher unter- 
halb eines beobachteten Wolkenpunktes liegt. Macht man kurze Zeit 
später eine ähnliche Bestimmung für denselben Wolkenpunkt, so erhalt 
mau graphisch die Verschiebung der Wolke während des Zei tinter valles 
der beiden Bestimmungen und daraus sofort die Geschwindigkeit der Wolke. 

Die hiebei benutzten Wolkenpunkte werden auf den Photographien aus- 
gesucht. Da jedoch wegen der unbestimmten und fortwährend wechseln- 
den Formen der Wolken solche Punkte schlecht zu finden sind, gab diese 
Methode nur wenig befriedigende Resultate. Im Jahre 1890 ward daher 
eine andere Methode in Anwendung gebracht. 

Die Camera's sind beide auf den Zenith gerichtet. Auf den Platten sind 
den Seiten parallel zwei Linien markirt, die sich in den Mittelpunkten 
' Mft, Mb schneiden. Je eine dieser Linien liegt in der Basis AB. 

Ist nun f die Brennweite der Linsen, so werden deren optische 
Mittelpunkte Fj F^ in den Entfernungen f über den Mittelpunkten der 
Platten liegen. Nehmen wir nun in der AVolke den Punkt P, welcher 
im Zenith des Mittelpunktes der Basis AB liegt, so werden dessen Bilder 
Pa, Pb auf eine Linie der Platten fallen und zwar beide ausserhalb 
der IMnkte M», Mb in gleichen Abständen von letzteren. Die Punkte P., P, 
Pb bilden ein gleichschenkliges Dreieck mit der Grundlinie P», Pb = ß und 
der Höhe h gleich der zu bestimmenden Wolkenhöhe. Verschiebt man 
aber die Platten in ihrer Ebene längs der Basis, bis ihre Mittel- 
punkte Mtt, Mb und daher auch die Punkte F zusanmicnfallen , so erhält 
man ein ähnliches Dreieck P^PPb mit der Basis P« Pj, = p und der 
Höhe f. Es ist daher hp = ßf. Misst man daher p, so ergiebt sich 
die Wolkcnhöhe sofort, da ^ ^n^d f Constante sind. Diese Messung von p 
ist natürlich auf obige Weise nicht ausführbar, da weder der Punkt P 
noch irgend ein anderer Punkt der Wolke scharf markirt ist. Legt man 
aber die Platten so aufeinander, dass deren Basis und die Punkte P., Pb 
zusammenfallen, so wird Ma Mb = p. Zugleich werden alle Punkte der 
einen Platte mit den entsprechenden der anderen zusammenfallen, mt 
anderen Worten, man legt die entwickelten Platten so aufeinander, dass 
die Wolkenbilder coincidiren ; die Entfernung der Mittelpunkte beider giebt 
dann das p. 

Praktisch geschieht diese Messimg in folgender Weise. Ein hölzerner 
Kasten, welcher an einer Seite sowie oben offen ist, trägt oben Schienen, 
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auf denen ein Rahmen hin und her geschoben weixlen kann. Über diesem 
liegt ein zweiter Ralimen, der rechtwinkeUg zum ersten verschiebbar ist. 
In diese Rahmen werden die zwei photographisohen Platten gelegt und 
sind dann leicht in eine solche Lage gebracht, dass ihi-e Bilder zusammen- 
fallen. Zum richtigen Einstelion ist über den Scheiben ein verticales 
Rohr angebracht, durch welches man senkrecht auf die Bilder blickt. Zur 
Erleuchtung der Bilder dient eine gegen die offene Seite des Kastens ge- 
neigte weisse Fläche. Wenn die Bilder zAisammenf allen , misst man mit 
einem Zirkel die Entfernung der Mittelpunkte beider Platten, also das p. 
Um hieraus das x, die gewünschte Wolkenhöhe zu finden, ist die Hyperbel 
h p = ß f verzeichnet , deren Basis passend eingeteilt ist. Sucht man 
also mit dem Zirkel die dem y gleiche Ordinate, so liest man die Höhe h 
sofort ab. 

Hiebei ist zu bemerken, dass in dem Aufsatz: ,,Cloud Photography 
conducted under the Meteorological Council at the Kew Ohservatory** ; 
by Lieut.- General B. Strachey, R. E , F. R. S., and G. M. Wimple, 
Superintendant of the Observatory, die Gleichung der Curve nicht als 
ph = ßf, sondern in der Form 

h = ßootn 

f 
gegeben ist. Da aber cot tc = — ist und auf der Basis der Curve nicht 

die Winkel it, sondern wirklich die h abgetragen sind, so ist die Curve die 
angegebene Hyperbel. 

Es bleibt noch übrig, die Geschwindigkeit der Wolken zu bestimmen. 
Werden zwei Photographien auf derselben Station t Secunden nach ein- 
ander aufgenommen und die erhaltenen Bilder auf die l)eschriebene Weise 
zur Deckung gebracht, so wird die Entfernung 8 = M» Mb der Platten- 
mittelpunkte den während der Zeit von t Secunden in der Camera zurück- 
gelegten Weg angeben. Da nun die Wolken und ihr Bild ähnliche Fi- 
guren sind mit dem Ähulichkeitsverhältnis -^ == - , so ist der von der 

f p 

Q 

Wolke beschriebene Weg durch 8.- - gegeben und die Geschwindigkeit 
V durch 

P f 

Um diese in Meilen per Stunde anzugeben, ist der AiLsdiiKjk noch durch 
5280 (der Anzahl Fusse in der englischen Meile) zu dividiren und mit 
3600 zu multipliciren. Dies giebt 

A _ß_ ??29 

p 5280 t ' 

Auch dieser Ausdruck wird graphisch ermittelt Zu diesem Zwecke sind 

27* 
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auf einem Cartonbogen ausser der besprochenen Hyperbel noch zwei 
weitere Figuren gedruckt. Die eine besteht aus zwei ParallelUnien, die 
von einer Senkrechten in den Punkten M und N geschnitten werden, wo 
nach einem beliebigen Masstabe MN = ß. Trägt man nun von M und 
N nach derselben Seite hin MN = NQ = Sab und von M nach N hin 
MR = p, so wird die Gerade FR die zweite Parallele NQ in einem 

Punkte S schneiden, so dass QS = — . Um hieraus V zu finden, dient 

P 
die dritte Figur. Auf einer horizontalen Geraden sind gleiche Abstände, 

Secunden repräsentirend, abgetragen von bis 120 und durch die Teil- 
punkte w^erden Senkrechte gezogen. Auf derjenigen durch den Teilpunkt 
60 wird eine Strecke abgetragen, deren Länge einer Meile gleicht, wenn 
sie auf dem Masstab gemessen wird, auf dem die in letzter Figur die 
Basis ß repräsenürende Länge MN 2400 Fuss angiobt. Diese Strecke 
wird in 60 gleiche Teile geteilt und die Teilpunkte werden mit dem Null- 
punkt der Secunden durch Gerade verbunden und von unten an numme- 
riii;. In der Figur sind diese Linien nun zwischen den Senkrechten von 
von 60 bis 120 Secunden gezogen, weil diese Zeiten allein in Betracht 

SS 
kommen. Nimmt man nun die Strecke QS = ^ wie sie oben be- 

P 
stimmt wurde, zwischen die Zirkelspitzen und setzt den Zirkel auf der 

Senkrechten, die dem Zeitintervalle t entspricht, an, so giebt die Nummer 
derjenigen geneigten Geituien, welche durch den Endpunkt geht, die Ge- 
schwindigkeit in Meilen per Stunde an. 

Wegen weiterer Details wird auf die citirte Arbeit verwiesen. 

(0. HenricL) 

Vergleiche zu diesem Abschnitte noch die in Abtlg. I unter Nr. 82, 
83, 84, 87, 93, 94 aufgeführten Instrumente. 



Nachtrag zur II. Abthellung. 

I85fl. Reg^lflttche yierter Ordnnng von B. v. TStSssy, technische Hochschule 
Budapesth. 

Specialfall der Fläche vierter Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt. Selbst- 
berührung längs einer Geraden; eine Rückkehrerzeugende. 
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Ovalwerke. 340. 

Pantogr^h und i'ihnl. Insti'um. vou Co- 
radi 231 — fialton 232 — Ott 231 — 
Ktühler 231, siehe auch 318, 321, 341. 

Papierdickeumesser, iutegrirender. 2QS. 

Papierhäute von eonstantem Degativeo 
Kvümmungsmasse. 293. 

Parabolische Curve einer FlSehe, ver- 
soL'hs weise Bostiaimung derselbeo. 
290 — in den Kaotenpunktcn 299. 

Perspectivlineal 227. 

Perspectograph vou Fiorini 243 — 
Hauck-Brauer 234 — Ritter 241, — 
StiihliT 231, siehe auch 324, 325. 

Piezoelektrische Flüchen 384, 389. 

Planiuicfer von Amsler-Laffbn 188, 189 
— Coradi 192, 194 — Dennert & 
Pape 197 — Hohoiann-Coradi 193. 
194, 195 — Kloth 183 — Miller- 
Breithaupt 190 - Miller-Staite 190 
Ott 197 — Staiiler 184, 187 — Weüi- 
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184. 



l'olsysteme, elektrische. 389. 

Polyeder, legulaio 246 — semiregulfire 
246 — Sternpolyeder 246 — Poly- 
eder höherer Art 246 — vierdimen- 
sionale regulüre Korper 253, 254. 

Polyedereinteilungen auf der Kugel und 
im Räume. 251. 

FracisionsgefallmeBsapparaL 210. 

Pi'ojci'tinn, sphärische, eines Erystalls. 
380. 

Punktnystome. 373, 377. 

Pyroelektrische EiTegung von Krystall- 
kugeln. 388, 3H9. 

Quicunx zur lUustratioo des Fehlei^- 
setzes. 154. 

Raumcarven 3. Ordng, 268 — 4. Otilng. 
269, 270, 272 — vom Standpunkte 



